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Capitulo 4

Programacion lineal

Ecuacion lineal con 2 incognitas: solucion grafica
e  Ecuacion punto-pendiente de una recta

e  Recta que pasa por dos puntos

e Interpretacion geométrica de los sistemas lineales 2x2

Inecuacion lineal con 2 incégnitas: solucion grafica
e  Soluciones de una inecuacion lineal con dos incognitas

Sistemas de inecuaciones lineales: solucion grafica

Un problema de programacion lineal

El 6ptimo de un problema de programacion lineal
e  Las rectas de nivel
e  Conclusiones generales

Programacion lineal entera

Problemas de transporte




4.1 Ecuacion lineal con 2 incognitas: solucion grafica

En el capitulo 1 vimos que una ecuacion lineal con dos incognitas del tipo ax + by = ¢, siendo a, by c
numeros reales cualesquiera con a y b no nulos a la vez, tiene siempre infinitas soluciones. La representacion
grafica de las soluciones es una linea recta. Recordamos conceptos estudiados en el curso anterior.

e Laecuacion ax + by = ¢ se llama ecuacion implicita o ecuacion general de una recta.

Sia=0,b =0, se trata de una recta horizontal: 0x+by=c¢ < y=c/b
Sia=#0,b=0, se trata de una recta vertical: ax+0y=c < x=c/a

e Laecuacion y = mx + n es la ecuacion explicita de una recta no vertical de pendiente m y
ordenada en el origen n.

Sim = 0, la recta es horizontal: y = 0x + n.

Las rectas verticales no tienen pendiente.

Ejemplo 1
I
Representamos graficamente la recta de ecuacion implicita: . . . .
2x+3y =6 s
. . ., . n=2 ! ! T
Si despejamos y obtenemos su ecuacion explicita: | P
2 R T
y:_§X+2 me 2/3: v :

1
1
Su pendiente y ordenada en el origen son respectivamente: e R R e S

m=—g n=2
3

e En la primera figura de abajo representamos graficas de rectas de ecuacion explicita y = mx, para m =0, +1/2,
* 1, 2. Observa que las rectas pasan todas por el origen debido al valor n = 0 fijo en todas ellas.

e En la segunda figura tenemos representadas rectas de ecuacion explicita y = x + n para n = 0, =1, £2.
Manteniendo el mismo valor de la pendiente m (m = 1) las rectas son todas paralelas.

e En la tercera figura tenemos representadas en azul 5 rectas verticales y en rojo 5 rectas horizontales de
ecuaciones respectivas

x=k, parak=0,+1,+2 y=k, parak=0, £1, +2.

Las rectas horizontales tienen pendiente m =0 mientras que las verticales no tienen pendiente.

m=2 n=1 4
6 m=1 3 n=0 b
4 2 n=-1 y=2
m =172
_______ / " y=1
< »y =0

I N
N
<
1
|
N

3 -3

m=-2 x=-2x=-1y2g x=1x=2




> Obtencion de las ecuaciones de una recta

Para tener definida una recta es suficiente conocer un punto de la misma y su pendiente. Veamos como
queda determinada en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2
|
Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(3,6) y tiene como pendiente m = —4.

Puesto que tiene pendiente se trata de una recta que no es vertical. Su ecuacion explicita sera:
y=mx+n = y=-4x+n
Puesto que el punto P(3, 6) pertenece a la recta verifica su ecuacion:
Xx=3,y=6 = 6=-4:-3+n = 18=n
La ecuaciénesy = —4x + 18.

Otra forma de hallarla es escribiendo la ecuacidn punto-pendiente de la recta:
Y=-Yo=MmX-%X) = y-6=-4KX-3) = y-6=-4x+12 = y=-4x+18

Por dos puntos del plano siempre pasa una Unica recta. Excepto en el caso de una recta vertical, en la
gue todos sus puntos tendrian la misma coordenada x, podemos obtener la ecuacién explicita de dicha recta
resolviendo un sistema de ecuaciones.

Ejemplo 3
I
Calculamos la ecuacidn explicita de la recta que pasa por los puntos P(2, 7) y Q(4, 11).

Llamamos r: y = mx +n a la ecuacién explicita de la recta que pasa por Py Q.

e Si P(2,7)er — verificasuecuacion: 7=2m+n } { n=7-2m
%

e Si Q(4,11)er — verificasuecuacién: 11=4m+n n=11-4m

Porigualacion: 7-2m=11-4m —> m=2y n=3

La ecuacién explicita es r: y = 2x + 3y la ecuacion implicitaes r: —2x +y = 3.

1  Comprueba si el punto P(-2, 5) pertenece a larectar: 2x —3y=3 oalarectas: y=3x+ 11.

2  Comprueba si las siguientes parejas de rectas son paralelas o se cortan en un punto de dos formas distintas,
comparando sus pendientes y estudiando la compatibilidad del sistema de ecuaciones que constituyen:
(A) r:3x+2y=5,s:1y=2x-1 B) rd4x—y=2,s:y=4x ©) rn2x-5y=1,s:4x—- 10y =2

3 Obtén la ecuacion explicita, la ecuacion implicita y la pendiente de las rectas que pasan por los puntos:
(A) P(2,-3)yQ(3,4)  (B) P(3,2)yQ(6,4) (©) P(,3)yQ(5.3) (D) P(1,3)yQ(1,9)

4 Obtén la ecuacion de la recta horizontal y de la recta vertical que pasa por el punto:

5  Obtén la ecuacion de las rectas paralelas a r: 2x — 3y = 5 que pasan por los puntos A(2, 3) y O(0, 0).



4.2 Inecuacion lineal con 2 incognitas: solucion grafica

Sabemos que una ecuacion lineal con dos incognitas es una expresion del tipo ax + by =c¢, siendo a, by
¢ numeros reales cualesquiera, y dicha ecuacion tiene siempre infinitas soluciones que se representan
graficamente en una recta.

Una inecuacion lineal con dos incégnitas es cualquiera de las siguientes expresiones:

ax thy <c ax +tby >c¢ axtby<c¢ axtby >c¢

» Soluciones de una inecuacion lineal con dos incégnitas

Una solucion de una inecuacion lineal con dos incdgnitas es cualquier pareja de nimeros
reales, uno para cada incognita, que verifiquen dicha inecuacion.

Ejemplo 4
|
Consideramos la inecuacion lineal 2x + 4y < 8.

Comprobamos que las parejas de numeros reales (0, 0), (0.5, 0) y (-1, —2) verifican la inecuacion anterior y, por
tanto, son soluciones de ella; en cambio las parejas (0, 3), (2.5, 4) y (6, 2) no la verifican y no son solucién de la

misma:
e (0,0 - 2:0+4-0<8 e (0,3 s 2-0+4-3>8
e (05,1) - 2:05+4-1<8 o (2,4 S 2-2+4-4>8
e (-1,-2) -5 2-(-D+4-(-2)<8 e (55,2 - 2:55+4-2>8

Si representamos estas soluciones en el plano observamos que todas ellas se sitian en el mismo semiplano
determinado por la ecuacion 2x + 4y = 8 que constituye los puntos de una recta. En cambio, las parejas que no son
solucion de la inecuacion se sitian en el otro semiplano, no coloreado en el dibujo:

r:2x+4y=8 P TAEE

__..-L..4.....J:-..-"_ ......... E___-_: _____
x |y AN é
23 LN xvy =8
0 2 :

1
4 0 1
. 2% + 4y <

Los puntos del plano (x, y) que verifican la ecuacion lineal con dos incégnitas
ax+by=c

constituyen una recta que divide al plano en dos semiplanos, llamados semiplanos abiertos,
correspondientes a los puntos (X, y) que verifican respectivamente una de las inecuaciones

ax+by>c ax+by<c




Los simbolos > y < en la inecuacién indican que la solucion incluye a los puntos de la recta,
en cuyo caso decimos que la solucidn de la inecuacién constituye un semiplano cerrado.

Ejemplo 5
|
. Representamos graficamente el conjunto de soluciones de la inecuacion lineal —2x + 4y > 8.
Las soluciones de la inecuacion —2x + 4y > 8 son las soluciones de la inecuacion —2x + 4y > 8 junto con las
soluciones de la ecuacion —2x + 4y = 8. Representamos, en primer lugar, la ecuacion (recta):

—2x 4y > 8
r:-2x+4y=38
.I'
X y
-2 1 \ X ¥ hy<8
0 2
4 4

Para obtener las soluciones de la inecuacion —2x + 4y > 8 es suficiente comprobar si un punto del plano, no
perteneciente a la recta r, verifica 0 no la inecuacion. Por ejemplo, tomamos el punto (0, 0):

Como -2 - 0 +4 - 02> 8, o equivalentemente 0 > 8, no es verdadero, afirmamos que (0, 0) no es solucion.
De este modo, los puntos del plano situados en el mismo semiplano que (0, 0) no son solucion.
Graficamente las soluciones son los puntos del semiplano coloreado, junto con los de la rectarr.

e  Representamos graficamente las inecuaciones linealesy > -2 y x < 4.
Para ello representamos, en primer lugar, las rectasy =-2y x =4,

Semiplan
abierto

Semiplano y>-2

-3

4 2.

I Y [N P S I S

-5

Veamos si el punto (0, 0), que no pertenece a las rectas, verifica las inecuaciones. Si verificara la inecuacion,
la solucion contendria al semiplano que contiene a (0, 0). En caso contrario, seria el otro semiplano.

e Como 0> -2 es cierto —  (0,0)es solucion de y > -2

e Como 0 <4 no es cierto — (0, 0) no es solucion de x <4

6 Comprueba si las siguientes parejas son soluciones de la inecuacion 2x + 3y > 5:
A @0 ®’(@1) ©2 M1 EOO) (F)(@O2 (G)(100,-50) (H)(100,-70)

7  Escribe 2 parejas solucién y 2 que no lo sean de las inecuaciones:
(A) x+y<2 (B) x+y>2 (C) 3x—-y<5 (D) x<y (E) x>0 (F) y<5

8 Representa graficamente el conjunto de soluciones de las siguientes inecuaciones:
(A) x+y<8 (B) 4x -2y <6 (C) 2x+3y>6 (D) —3x—4y>12 (E) x<5 (F) 2y>-5



4.3 Sistemas de inecuaciones lineales: solucion grafica

La solucion de un sistema de inecuaciones lineales con dos incognitas estd formada por los
puntos del plano (X, y) que verifican, al mismo tiempo, todas las inecuaciones, es decir, los
puntos del plano que pertenecen a la interseccion de los semiplanos correspondientes.

Ejemplo 6
.
El punto (0, 0) es una solucion del siguiente sistema de inecuaciones lineales porque verifica todas las
inecuaciones:
2x -y 2-2 2:0-0>-2 0>-2
X+y =2-1 - 040 =2-1 - 02>2-1
x-2y<1 0-20<1 0<1

El conjunto de soluciones del sistema se obtiene como interseccion de los semiplanos correspondientes a las
soluciones de cada inecuacion. Para ello representamos las rectas que definen cada semiplano. Como (0, 0) es una
solucion de las tres inecuaciones, los semiplanos que las representan lo contienen; la interseccion de ellos es la
region sombreada de la figura:

2x—y=-2 x+ty=-1 x—-2y=1
X y X X y
-1 0 -1 0 0 -1
0 2 0 -1 2 0
1 4 1 -2 4 1
S 2

e Llamamos politopo a todo conjunto de puntos del plano obtenido en la interseccion de un
numero finito de semiplanos cerrados.

e Llamamos aristas a los segmentos o semirrectas que lo limitan y vértices a cada punto
interseccion de dos segmentos o semirrectas.

e Llamamos poligono a todo politopo limitado por un nimero finito de segmentos.
Constituye un conjunto cerrado y acotado de puntos del plano.

Asi, en el ejemplo 6, el conjunto de soluciones es un politopo, que contiene tres aristas y dos vértices.
El vértice A se obtiene como interseccion de lasrectasx +y = -1y 2x —y = -2,

x+y—1} N x+y:—1} N x+y:—1} . x=-1

- A(-1,0)
2X—-y=-2 -3y=0 y=0 y=0

El politopo anterior no es un poligono, pues no esta limitado solo por segmentos. Sus limites son el segmento de
extremos A 'y B, y dos semirrectas, de colores azul y verde.



Ejemplo 7
I

Afadimos al sistema del ejemplo 6 la inecuacion x + 4y < 8 y calculamos el nuevo conjunto de soluciones del
sistema de inecuaciones:

2X—y >-2
X+y =>2-1
x-2y<1
X+4y <8

Dicho conjunto de soluciones debe ser la interseccion del politopo del ejemplo 6 con el semiplano que representa
las soluciones de la inecuacion afiadida x + 4y < 8.

Dibujamos la recta x + 4y = 8 y el semiplano que representa las soluciones de x + 4y < 8 (en gris claro), que
afiadimos al dibujo del ejemplo 6. La interseccion de este semiplano con el politopo anterior proporciona como
nuevo conjunto de soluciones un poligono, limitado por 4 segmentos y 4 vértices.

Y SR R

Rt T o T e e e E

>

Tipos de soluciones

No todos los sistemas de inecuaciones tienen por conjunto de soluciones un politopo. Segin la

interseccion de los semiplanos el conjunto de soluciones puede ser vacio, o bien puede contener un tinico
punto, un segmento, una recta o una semirrecta.

10

11

Si alguna inecuacion es estricta los segmentos carecen de extremos y los politopos de aristas y vértices.
Ademas el sistema puede contener alguna ecuacion.

Halla las coordenadas de los vértices del poligono del ejemplo 7.

Resuelve graficamente los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

-X+y=>1 2X +y<3 2X+y <3 2X+y <3
(A) (B) © (D)

-X+y<-1 2X+y=>3 2X+Yy >3 —X+y=>6
—-2X+y<?2 -2x+y<0

X+y=>1 y y IX+y <3
X+y<4 —X+2y2-4 -X+2y>0

(E) (F) G) (H) -x+y=6
x=0 X+ y=>4 -X+ y=0

Ox +y <45
y>0 X+ y<4 -X+ y<0

Representa el poligono de vértices A(1, 1), B(1, -1), C(-1, -1) y D(-1, 1), y obtén un sistema de
inecuaciones cuyo conjunto de soluciones sea precisamente dicho poligono.



4.4 Un problema de programacion lineal

Ejemplo 8
I

Arroceras del Este S.A. produce arroz de dos calidades A y B. En el arroz del tipo A obtiene un beneficio de 50 €
por cada tonelada métrica producida mientras que en el de tipo B obtiene 100 €.

Si llamamos respectivamente x e y al nimero de toneladas producidas de cada tipo el beneficio total de la empresa
viene dado por la funcion

B = f(x, y) = 50x + 100y
De este modo si produce 100 t del tipo A 'y 200 t del tipo B el beneficio de la empresa es:
(100, 200) = 50 - 100 + 100 - 200 = 5000 + 20000 = 25000 €

En principio, a mayor produccién mayores beneficios, aunque le conviene producir mas de la calidad B pues si
produce 300 t de la calidad B gana mas que con idéntica produccion total anterior:

(0, 300) =50 - 0 + 100 - 300 =0+ 30000 = 30000 €

Supongamos que existen restricciones que limitan la produccion:
(A) La tierra no permite una produccion superior a 600 t.
(B) Siempre se produce una cantidad de la calidad A al menos el doble que de la calidad B.

Estas restricciones se expresan:
(A) x+y<600
B) x22y

Ademas, las cantidades a producir nunca seran negativas:
x>0 y=0
En resumen, el conjunto S de producciones posibles es el de soluciones del sistema de inecuaciones siguiente:
X+Yy <600
X-2y=0
x=0
y>0

®)

De todas las producciones posibles, a la empresa le interesa aquélla que proporcione mayores beneficios. Por tanto
desea obtener el maximo de la funcion beneficio, elegido como es natural entre sus posibilidades de produccion:

f(x,y)=50x+100y con (x,y)eS

Un problema de programacion lineal consiste en obtener el mayor valor (maximo) o el menor
valor (minimo) de una funcién del tipo:

f(x,y)=ax+ by con(x,y)eS
e donde f es una funcion lineal (a, be R) llamada funcion objetivo,

e y S es el conjunto factible, constituido por las soluciones de un sistema de inecuaciones
lineales, las llamadas restricciones, que representan las parejas (x, y) del plano susceptibles
de ser seleccionadas. Entre ellas elegiremos la pareja dptima que proporciona el maximo o
minimo de f.




Ejemplo 9
I

Obtenemos la produccion que maximiza beneficios en la empresa del ejemplo 8:
f(x, y) =50x + 100y

sujeta a las restricciones:
X+Yy <600
X—2y>0
x>0
y>0
Estas proporcionan el conjunto factible, o conjunto de producciones posibles, entre las que se elige la produccion

optima. Para ello utilizamos la representacion grafica del conjunto factible (grafica siguiente).
El problema es resuelto al plantear algunas cuestiones:

e ;Con qué produccion obtenemos un beneficio de 15000 €?
f(x,y)=15000 <« 50x+100y=15000

La anterior ecuacion es la de una recta que, al intersectar con el conjunto factible S, proporciona todas las
producciones posibles (x, y) con beneficio de 15000 €. Es el segmento AB de la segunda figura.

e ;Con qué producciones obtenemos un beneficio de 30000 €?
f(x,y)=30000 < 50x+100y=30000

Tenemos la ecuacion de otra recta, paralela a la anterior, cuyos puntos comunes con el conjunto factible S
proporcionan las diferentes producciones con beneficio de 30000 €. Es el segmento CD de la segunda figura.

e ;Con qué produccion obtendremos el mayor beneficio posible?

Las rectas de la forma 50x + 100y = k proporcionan los puntos con beneficio k. Todas las rectas de esta forma
son paralelas. Proporcionara el mayor beneficio la que tenga mayor valor de k y al mismo tiempo tenga algiun
punto comun con el conjunto factible, pues de otro modo la solucién (x, y) no seria alcanzable.

Graficamente es la que pasa por el vértice V, interseccion de las aristas de colores azul y verde cuyas
ecuaciones son las del siguiente sistema:

X+Yy =600

-  x=400, y=200
x—-2y=0

En este punto se obtiene la solucion 6ptima, 400 toneladas de tipo A y 200 de tipo B, que produce el beneficio
maximo, 40000 euros:

f (400, 200) =50-400+100-200 = 40000 €

600, . 600,

K =40 000

K=30000 | _

F-2004 o . K =15000 {

:S: Conjunto factible

200 400 0
. .

12 Calcula la produccion 6ptima en el ejemplo anterior si la funcion beneficio es f(x) = 100x + 50y.



4.5 El optimo de un problema de programacion lineal

En el apartado 4.4 hemos visto en qué consiste un problema de programacion lineal de dos variables: se
trata de obtener el mayor valor (o el menor valor) que alcanza una funcion lineal de dos variables x e vy,
llamada funcion objetivo, entre todos los pares de valores posibles (x, y) que forman el conjunto factible S
dado por el conjunto de soluciones de un sistema de inecuaciones lineales.

f(x,y)=ax+by con(x,y)eS

El problema puede tener soluciéon o no, y si la tiene puede que no sea unica. En el ejemplo 9 hemos
resuelto el problema de forma grafica, viendo que hay muchos valores en el conjunto factible en los que la
funcién objetivo toma el mismo valor; dichos valores se pueden expresar graficamente como conjuntos de
rectas paralelas, que se llaman rectas de nivel. Este método grafico permite también discriminar entre los
problemas que tienen 6ptimo y los que no lo tienen.

El concepto de recta de nivel y, mas general, el de curva de nivel, es utilizado en muchas disciplinas,
como conjunto de puntos donde una determinada magnitud toma el mismo valor. Por ejemplo, las curvas de
nivel en Topografia unen los puntos de un plano topografico que tienen la misma altitud (dibujo 1); en
Meteorologia, las isobaras son las curvas que unen los puntos del plano que tienen la misma presion
atmosférica (dibujo 2), las isotermas son las curvas que unen los puntos del plano con la misma
temperatura, etc.

4.,.
R )

En un problema de programacién lineal, las curvas que unen los puntos del plano con el mismo valor
para la funcion lineal f (que representa una magnitud como puede ser un beneficio o un coste) son rectas,
Ilamadas rectas de nivel.

> Las rectas de nivel

Consideramos f(x, y) = ax + by una funcion lineal, y k un nimero cualquiera.
Llamamos recta de nivel k de la funcion f al conjunto de puntos (X, y) del plano para los que la
funcion f toma el valor k:

r(k) = {(x, y)e RxR: ax + by = k}

e FEl nombre de recta de nivel esta perfectamente justificado, pues la ecuaciéon ax + by = k es la de una
recta y todos los puntos de ella proporcionan a f el mismo valor k:

si. Ky erk) - fix,yy=k

Ademas, las rectas de nivel de una funcion f, para diferentes niveles o valores de k, proporcionan rectas
paralelas. Recuerda el paralelismo de rectas de la seccion 4.1.



Ejemplo 10

|
Expresamos las ecuaciones que representan distintas rectas de nivel de diferentes funciones lineales y observamos
en qué direcciones aumenta el valor de f segin el signo de los coeficientes a y b:

Rectas de nivel de f(x, y) = 2x + 4y Rectas de nivel de g(x, y) = -2x — 4y
Nivel k=0: r(0): 2x + 4y =0 Nivel
Nivel k=8: r(8): 2x + 4y =8 Nivel
Nivel k =16: r(16): 2x + 4y = 16 Nivel k = —16: s(-16): —2x — 4y =—16
k abimenta K disminuye
8 k=16 ¢ K477
k=8

Vemos que la representacion grafica de las anteriores rectas de nivel es la misma, pero proporcionan
diferentes valores a las funciones f'y g. Por ejemplo:

P(0,2) e r(8) pues 2-0+4-2=8 y £0,2)=8.
P(0,2) e s(-8) pues —2-0+-4-2=-8 y g(0,2)=-8.

Rectas de nivel de f(x,y)=-2x +4y Rectas de nivel de g(x,y) =2x — 4y
Nivel k =—4: r(—4): —2x + 4y = —4 Nivel k=4:s(4): 2x -4y =4
Nivel k = 4: r(4): —2x + 4y = 4 Nivel k = —4: s(—4): 2x — 4y = —4
Nivel k = 12: r(12): =2x + 4y = 12 Nivel k =—12: s(-12): -2x — 4y =-12
_ '\kaumenta [\ k disminuye
~
\ k=12 4 k=12
~ "
k4 k=4
/ = =4
- =

Rectas de mayor (menor) nivel k se obtienen desplazando las rectas dadas paralelamente en
diferentes sentidos, dependiendo de los signos de los coeficientes a y b de las mismas.

13 La funcion B(x, y) = 100x + 200y para x > 0, y > 0, expresa el beneficio obtenido por una empresa al producir
x maquinillas de afeitar del tipo 1 e y maquinillas del tipo 2.
(A) ¢Qué representan las soluciones de la ecuacion 100x + 200y =20000?
(B) (Y las de la ecuacion 100x + 200y = 40000? Haz la representacion grafica de ambas ecuaciones.

14 Expresay representa las rectas de nivel que pasan por los puntos A(0, 0), B(1, 2) y C(5, 3) de las funciones:
(A) fx,y)=3x-y (B) f(x,y)=3x+y ©) fix,y)=x+y (D) f(x,y)=2x+3y



» Conclusiones generales

Consideramos el problema de programacion lineal, del que queremos determinar si existe
Optimo (maximo o minimo):

f(x,y)=ax+by para(x,y)eS

(1) Si S es un poligono, entonces f alcanza el 6ptimo en alguno de sus vértices.
e Si las rectas de nivel de f no son paralelas a ninguna de las aristas del poligono,
entonces el Optimo se alcanza en un Uinico vértice.
e Si las rectas de nivel de f son paralelas a alguna de las aristas, el maximo o el minimo
puede alcanzarse en todos los puntos de esa arista.

(2) Si S no es un poligono (no es cerrado o no es acotado) puede no haber éptimo.

La comprobacion de las anteriores afirmaciones se realiza con ayuda de las rectas de nivel de la funcién objetivo f

y de la representacion grafica del conjunto factible S. En las dos primeras figuras, el conjunto factible es un
poligono, en la tercera es un politopo no acotado y en la cuarta no contiene a los vértices ni a las aristas.

e En la primera figura las rectas de nivel no son paralelas a ninguna arista del conjunto factible. Las rectas que
solo cortan a un vértice del conjunto factible proporcionan el minimo (la que tiene menor valor de k) y el
maximo (la que tiene mayor valor de k). En la primera figura ocurre en los vértices Ay C.

e En lasegunda figura, en la que las rectas de nivel son paralelas a la arista AB, la recta con menor valor de k es
paralela a la arista AB, con lo que todos los puntos de dicha arista proporcionan el minimo de f. La que
proporciona el mayor valor de k pasa por el vértice D, donde se alcanza el maximo de f.

e En la tercera figura, la recta de nivel con menor valor de k nos proporciona el minimo de f en el vértice A. No
hay méaximo de f pues no hay una “ultima recta de nivel” que corte al conjunto factible, no acotado.

e En la cuarta figura no hay méximo ni minimo porque los vértices no pertenecen al conjunto factible: los
semiplanos que lo constituyen son abiertos. Tampoco existe esa “Ultima recta de nivel”.

k aumenta
r N

>

Maximo en C

k aumenta/‘

Maximo en D

/)]

v

v

Rectas de nivel no paralelas a ninguna arista Rectas de nivel paralelas a la arista AB
Maximo y minimo unicos Maximo unico, pero minimo no unico

k aumenta/‘

>
>

k aumenta

N

/)] ]
[/

oenA

v

v

Politopo no acotado Conjunto factible no cerrado
Hay minimo tnico, pero no hay maximo No hay ni minimo ni maximo



Ejemplo 11
I

Obtenemos, si existen, el mayor y el menor valor de la funcion objetivo f(x, y) = x + y bajo las condiciones:
x+y<9 3x—-y21 x—-3y<-3

Comenzamos por representar en la primera figura el conjunto factible S. Se trata de un poligono, cerrado y
acotado, con 3 aristas y 3 vértices. Por ello es seguro que hay maximo y minimo para la funcién objetivo y
tiene que alcanzarse en uno de los vértices.

T ~
o Xry=1 Q
. B . B
X+y=9
j! \
AL A
2-1°C 4 X+y=0-2"KC
AN

Aunque podemos hallar la solucion utilizando las rectas de nivel, la hallamos simplemente por comparacion de
la funcién objetivo en los vértices, especialmente 1til cuando hay pocos vértices o cuando las pendientes de las
rectas de nivel y alguna arista son similares:

X+y =9
- x=6,y=3 - A(6,3)
X -3y =-3
X-y=1
y } - x=§=25,y=9=6.5 — B(2.5,6.5)
X+y=9 2 2
X-y=1 5 3
- x==-=125y==-=075 —> (C(1.25,0.75)
X -3y =-3 4 4
Vértices Valor de f
A(6,3) f(6,3)=9 Mayor valor
B(2.5, 6.5) f(2.5,6.5)=9 Mayor valor
C(1.25,0.75) f(1.25,0.75)=2 Menor valor

El menor valor de f en el conjunto factible S se obtiene en C: £(1.25, 0.75) =1.25 +0.75=2.
El mayor valor de f en el conjunto factible S se obtiene en ambos vértices Ay B:
f(6,3)=6+3=9 f(2.5,6.5)=2.5+6.5=9

Por tanto el maximo de la funcién f se obtiene en cualquier punto de la arista AB.

Observa que graficamente las pendientes de las rectas de nivel coinciden con la de la arista AB.

15 Obtén el maximo y el minimo de la funcién objetivo f(x, y) = mx + y sujeta a las restricciones

X
4<x+y<8§, 5Sy£3x,
en los siguientes casos:

(A) m=2 (B) m=

N |~

(C) m=1 (D) m=-1 (E)m=—% (F) m=-3



Ejemplo 12
|
AGUARDEX S.L. es una empresa dedicada a la fabricacion de licores. Sus productos estrella son los aguardientes

A,y A,, de los que obtiene unos beneficios, por cada litro vendido, de 1 € y 3 € respectivamente.
La composicion, en gramos por litro, de ambos productos viene dada en la tabla siguiente:

MC BE EA PA MC: Mezcla de cereales
A 0 1 5 1 BE: Bayas de enebro

EA: Esencia de anis
A, 2 0 2 4 PA: Plantas aromaticas

La empresa dispone para cada dia de las siguientes cantidades de los anteriores componentes:
12 kg de MC, 8kg de BE, 45kg de EA y 27 kg de PA.

(Cuadles seran las cantidades de cada tipo de licor que le conviene a la empresa producir, sin sobrepasar las
disponibilidades diarias, para obtener el mayor beneficio posible?

Llamamos x e y a la cantidad, en litros, de A; y de A, fabricados diariamente, respectivamente.

El beneficio en funciéon de x e y es:
f(x, y)=x+3y

Las restricciones provienen de que en la produccion de los licores no podemos utilizar mas de las cantidades que
tenemos de cada componente diariamente. Todas las restricciones deben verificar la condicion:

cantidad utilizada en A; + cantidad utilizada en A, < cantidad total disponible
e Disponibilidad diaria de MC: 0x + 2y <12 000
e Disponibilidad diaria de BE: 1x + 0y <8 000
e Disponibilidad diaria de EA: 5x + 2y <45 000
e Disponibilidad diaria de PA: 1x + 4y <27 000

e Ademas debe ser, claro esta: x>0 y=>0
Representamos graficamente el conjunto factible, y algunas rectas de nivel de la funcion objetivo:

1

+4y=27900 1 P ) | ~_x+ 3y = 22000+
T~ L 5x i 2y = 45000 y = 6p00 [— :
\Y
Lo e TERRNERERNIEE RN TR t--5 B
1]
3 = P (N S U N S . S Y B
2 -2
- -
“ . - L
ik 8 4 5 6 7 8 1 2 8 4 5 6 1 4

Puesto que a = 1, b = 3 (mayores que cero), la recta de mayor nivel que tiene puntos comunes con S pasa por el
vértice V(7000, 5000), punto de corte de las aristas 5x + 2y =45 000 y 1x + 4y = 27 000.

La empresa debe producir 7000 litros de A; y 5000 litros de A, para obtener el mayor beneficio posible:
(7000, 5000) = 7000 + 3 - 5000 = 22000 €

16 Obtén la produccion que maximiza el beneficio para la empresa del ejemplo anterior, en los siguientes casos:
(A) El beneficio por litro del aguardiente A; es de 1 €, y el del A, es de 5 €.
(B) El beneficio por litro del aguardiente A; es de 3 €, y el del A, es de 1 €.




Ejemplo 13
—

Obtenemos el mayor y el menor valor, si existen, de la funcion objetivo f(x, y) = 2x + 3y bajo las restricciones:
y<2x y x<Z2y

El conjunto factible S es el politopo no acotado de la siguiente figura obtenido al resolver el sistema formado por

las dos inecuaciones anteriores. So6lo tiene dos aristas y un vértice, el (0, 0).

Representamos la recta de nivel 0, de ecuacion 2x + 3y = 0, y otras paralelas a ella, de niveles mayores. El nivel
de las rectas coincide con el valor de la funcién objetivo en los puntos de dichas rectas.

K/Laxinﬂzar \

//

]
50
-40
30
Y
10

1

2x+3y=0

e No es posible alcanzar el maximo beneficio pues cualquier recta con nivel k > 0 contiene puntos comunes con
el conjunto factible. En la grafica tenemos dibujadas las rectas:

1(0): 2x +3y =0 1(60): 2x + 3y = 60 r(180): 2x + 3y = 180

Podemos trazar rectas paralelas de mayor nivel k, con puntos contenidos en S y que, por tanto, proporcionan
mayor valor a la funcioén objetivo.

e El minimo de la funcion se obtiene en el punto (0, 0), vértice por el que pasa la recta con menor nivel de f.
Dicho valor minimo es:
f(0,0)=2-0+3-0=0

Este valor minimo coincide, claro esta, con el valor del término independiente de la recta de nivel de f que
pasa por el punto (0, 0):

r(0): 2x +3y =0

17  Una persona quiere hacer un régimen para adelgazar. En una farmacia le ofrecen dos compuestos A y B para
que tome una mezcla de ambos en la comida, con las siguientes recomendaciones:
e No debe tomar mas de 150 gramos de la mezcla, ni menos de 50.
e No debe tomar mas cantidad de B que de A.
e No debe incluir mas de 100 gramos de A.

Si sabemos que 100 gramos de A contienen 30 mg de vitaminas y 450 calorias, y que 100 gramos de B
contienen 20 mg de vitaminas y 150 calorias:

(A) (Cuantos gramos de cada compuesto debe tomar para obtener el preparado mas vitaminico?
(B) (Y para obtener el preparado con menos calorias?

18 Un industrial fabrica 2 productos, A y B. Por cada kg de A necesita 4 horas de trabajo y 100 € de material, y
obtiene un beneficio de 75 €. Por cada kg de B necesita 7 horas de trabajo y 80 € de material, obteniendo un
beneficio de 50 €. Cada semana, el industrial puede contar con un total de 200 horas de trabajo. Ademas esta
obligado a producir un minimo de 15 kg de Ay 10 kg de B, y no puede gastar mas de 3200 € en material.

(A) Expresa este problema como un problema de programacion lineal, y representa graficamente su
conjunto factible.

(B) Calcula la cantidad semanal de cada tipo de producto que conviene fabricar para obtener el mayor
beneficio posible.

(C) Calcula la cantidad semanal que maximice el beneficio si el de cada tipo de producto es el mismo.



4.6 Programacion lineal entera

Ejemplo 14

|
ORDENATIC se dedica a la fabricacion de teclados para ordenadores personales y portatiles, obteniendo un
beneficio de 6 € y 8 € por cada teclado vendido de cada tipo respectivamente.
Cada teclado de ordenador personal necesita 4 unidades de PVC y 2 de material eléctrico, mientras que cada
teclado de ordenador portatil necesita 2 unidades de PVC y 3 de material eléctrico.
Su proveedor suministra, cada semana, un total de 20 unidades de PVC y 15 de material eléctrico.
Calcula la cantidad de teclados de cada tipo que debera vender cada semana para maximizar su beneficio.

Llamamos x al numero de teclados para ordenador personal ¢ y al de teclados para portatil producidos.
La funcién a maximizar es B(x,y) = 6x + 8y

Las restricciones son:

e Disponibilidad de PVC: 4x+2y<20
e Disponibilidad de material eléctrico:  2x+3y <15
e No negatividad: x20 y=20
e Los valores deben ser enteros: XeZ Yyez

Esta tltima restriccion impone que en el conjunto factible consideremos solo las parejas de niimeros enteros (no
vamos a producir medio teclado). Son los puntos de color marrén de la figura.

Representamos varias rectas de nivel y observamos que, si las soluciones no tuvieran que ser enteras, el maximo
se alcanzaria en el vértice V(15/4, 5/2) interseccion de las aristas azul y verde.

Pero en nuestro ejemplo hemos constatado la necesidad de que la solucion sea en coordenadas enteras. El maximo
se alcanza en el punto marron por el que pasa la recta con mayor nivel posible. Es el punto P(3, 3), con valor:

f3,3)=6-3+8-3=-42

La produccion optima es de 3 teclados de cada tipo, con un beneficio maximo de 42 €.

19 Una empresa de reparto recibe el encargo de distribuir dos productos diferentes, A y B. La empresa cobra 1.5
euros por cada unidad del producto A que llega a su destino y 1 euro por cada uno del producto B, pero ha de
distribuir al menos 50 unidades del producto A y 100 del B. Ademas, el nimero de unidades del producto B
no ha de ser inferior al doble de unidades repartidas del producto A, y el total de unidades repartidas no puede
ser superior a 300.

(A) Expresa la funcion lineal que ha de ser optimizada para obtener el maximo beneficio.
(B) Representa graficamente el conjunto factible.
(C) Obtén las cantidades de cada producto que hay que repartir para obtener el maximo beneficio, y su



Ejemplo 15
I

Consideramos el problema de optimizar la funcién objetivo f(x, y) = x — y bajo las condiciones:
(A) x+y<9 3x-y>1 x—-3y>-3 (programacion lineal “normal”)
B) x+y<9 3x-y>1 x-3y>-3 XxeZ yeZ (programacion lineal entera)

(A) Representamos en la primera figura el conjunto factible S, que no es cerrado, pues no contiene a la arista
3x —y =1, y en la segunda figura algunas curvas de nivel de f, para observar hacia donde aumenta el nivel.

rs r~ _ L
I} § IX-y=+4 x-y=0
I [
£ 3xy=1 i
+ £ 7
f xt#y=9 '\ -y=3
,-rl X'iyj'S vigfiizar -
’ S el !‘.M'Ii.u\( el
i [4 — A ) i —\
x 7 \ 7
/ 4
' [

e La recta de mayor nivel que corta al conjunto factible lo hace en el vértice M(6, 3) que es el punto de
corte de las aristas x +y =9 y x —3y = —3. El valor maximo es

£(6,3)=6-3=3

e La recta de menor nivel que proporcionaria el minimo seria la que pasa por el punto P(2.5, 6.5),
interseccion de las aristas x + y <9 y 3x —y > 1. Pero como esta arista no pertenece a S, el punto P
tampoco y por ello la funciéon f no alcanza el minimo en S.

(B) Ahora requerimos valores enteros, el minimo y el maximo se eligen entre los puntos del conjunto factible
con coordenadas enteras por los que pasa la recta de menor y mayor nivel, respectivamente.

~~ =~
] ) —-y=-3 xry=0
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¢ El minimo se alcanza en m(3, 6), con valor: f(3,6) =3 — 6 = -3.

¢ El maximo se alcanza en M(6, 3), con valor: f(6,3) =6 — 3 =3.

Observa que, en programacion lineal entera, en un “poligono sin aristas” puede haber solucion.

20 Los 400 alumnos de un colegio van de excursion. Contratan el viaje en una empresa que dispone de 8
autobuses de 40 plazas cada uno y 10 autobuses de 50 plazas pero solo dispone de 9 conductores para ese dia.
El alquiler de un autobus grande cuesta 800 euros y 600 euros uno pequefio.
(A) Representa graficamente el conjunto factible.
(B) Obtén el numero de autobuses de cada tipo que seria necesario alquilar para que el viaje sea lo mas
econdmico posible y el coste de dicho viaje.



4.7 Problemas de transporte

Ejemplo 16
I

La empresa FERIAL S.L., dedicada a la fabricacion de atracciones de feria, recibe tres pedidos urgentes de otros
tantos feriantes situados en Alicante, Badajoz y Cadiz, de 10, 15 y 20 unidades de autos de choque
respectivamente. Posee dos almacenes de abastecimiento instantaneo situados en Madrid y Salamanca, con un
stock de 30 y 15 unidades respectivamente.

El coste del transporte, por unidad, de cada almacén al punto de destino viene dado en la siguiente tabla, estando
el valor expresado en euros.

A B C
500 600 800
S 700 300 900

(Cuantas unidades debe transportar FERIAL desde cada almacén a los lugares de destino de modo que le resulte
lo mas econémico posible?

Utilizamos las siguientes variables para indicar el numero de unidades enviadas desde los 2 centros de
distribucion a los 3 centros de recepcion:

A B C Total
M X y z 30
S u v w 15
Total 10 15 20

El objetivo es minimizar los costes de transporte totales que expresados en funcion de las 6 variables son:
C =500x + 600y + 800z + 700u + 300v + 900w
Pero las anteriores variables estan relacionadas por las siguientes ecuaciones, deducidas de la tabla anterior
x+u=10 y+tv=15§ z+w=20 x+y+z=30 ut+tv+w=15

que permite expresar la anterior tabla solo con las variables x e y:

A B C Total
M X y 30—-x-y 30
S 10—-x 15—y x+y-10 15
Total 10 15 20

El coste de transporte se expresa en funcion de las variables x e y:
C = C(x, y) = 500x + 600y + 800(30 — x —y) + 700(10 — x) + 300(15 — y) + 900(x +y —10)
Obtenemos la siguiente funciéon objetivo:
C(x, y) =-100x + 400y + 26500
Queremos obtener los valores de x ¢ y que proporcionan el menor coste de transporte, sujeto a las restricciones
x>0 y=0 30—-x-y=0
10-x>0 15-y=20 x+y-10=0

con las que exigimos que el niimero de unidades llevadas de cada centro de almacenamiento a cada centro de
destino sea una cantidad no negativa. Se trata de un problema de programacion lineal en dos variables.




Un problema de transporte consiste en distribuir productos desde unos centros de distribucion a
otros centros de destino con el menor coste posible. Se puede resolver como un problema de
programacion lineal en dos variables cuando hay 2 centros de distribucion y 3 de recepcion, o
a la inversa, y siempre que la oferta total coincida con la demanda total.

Ejemplo 17
|
Resolvemos el problema de transporte anterior expresado como problema de programacion lineal:

Minimizar: C(x,y) =-100x + 400y + 26500
sujeto a: x>0 y=0 30—x-y=0
10-x>0 15-y>0 x+y-10>0

Representamos el conjunto factible y algunas rectas de nivel de la funcion objetivo:

—100>< + 400y = 5000

0y = 2000

— | 1oox + 400y = -1000
|_—7
;‘?r ----_E ....... Mmmza.r ............

ol

La recta de menor nivel que corta el conjunto factible lo hace en el punto P(10, 0) que proporciona el menor coste:
C(10, 0) =-100 - 10 + 400 - 0 + 26500 = 25500 €

La distribucion de las mercancias con minimo coste es la siguiente:

21

22

A B C Total
M 10 0 20 30
S 0 15 0 15
Total 10 15 20

Obtén la distribucién con minimo coste en el ejemplo 17, si afladimos las condiciones de que desde los dos
centros de almacenamiento hay que enviar necesariamente alguna mercancia a cada uno de los centros de
recepcion.

Una compaiiia aérea quiere establecer una red de vuelos entre las ciudades A y B de un pais, y las ciudades C,
D y E de otro. De las ciudades A y B desea que salgan un total de 10 y 20 vuelos hacia el otro pais,
respectivamente. A las ciudades C, D y E desea que lleguen 15, 10 y 5 vuelos, respectivamente.

El nimero de km (en miles) entre las distintas ciudades se da en la tabla

siguiente. cC|D
Encuentra el nimero de vuelos diarios que deben salir por cada linea para que Al 2|3
el nimero total de kilémetros sea minimo, con la condicién de que por todas

las lineas debe viajar diariamente algiin avion. Bl4]3




Problemas del capitulo 4

Obtén graficamente el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones lineales:

x+y=10 5<X+y<10 X<y<ox
™ x_ ® > ©
5=Y= =0 y= X>1 y>2

Obtén el maximo y el minimo, si existen, de las siguientes funciones lineales cuando el conjunto factible es cada
uno de los conjuntos de soluciones del problema anterior:

(A) fix)=2x+y (B) fHix,y)=x+2y ©) fx)=2x-y D) fux,y)=x

Expresa el sistema de inecuaciones para el cual el conjunto de soluciones es:
(A) El triangulo de vértices A(0, 0), B(3, 0) y C(0, 3).

(B) El triangulo de vértices A(1, 1), B(2, 5) y C(4, 2).

(C) El cuadrado de vértices A(0, 1), B(0, —1), C(1, 0) y D(-1, 0).

(D) El pentagono de vértices A(1, 2), B(1, 4), C(3, 1), D(5, 1) y E(5, 4).
(E) El pentagono de vértices A(0, 0), B(3, 1), C(5, 2), D(0, 4) y E(1, 8).

2X + 3y <12
Dado el sistema de inecuaciones 3X + 2y < 13
0<y<x

(A) Representa graficamente dicho conjunto.
(B) Obtén el maximo y el minimo de las siguientes funciones lineales cuando el conjunto factible es el conjunto
de soluciones anterior:

(1) fx,y)=x+y @) fix,y)=x-y 3) fix,y)=2x+3y (@) f(x,y)=3x+4dy
(5) f(x,y)=2x+4y (6) fx,y)=y—-2x (7 fx,y)=x (®) fix,y)=y
Optimiza el siguiente problema de programacion lineal segn los valores de m > 0:
. - L 10<x+y<40
Funcion objetivo: f(x,y) = x + my Restricciones:
0<x<y
Resuelve los siguientes problemas de programacion lineal:
(A) Max f(x,y) =2x+3y (B) Max f(x,y)=2x + 5y
X+y<5
X+y>1 x+y<4
s.a.: sa: y—-x<3
y<3x; X<3y
x>0 y=>1
X+y<85
Representa graficamente el conjunto de soluciones del sistema de inecuaciones 2X + 3y < 200
x>0, y>0

(A) Optimiza (maximo y minimo) la funcion f(x, y) = 26x + 27y.
(B) Si las desigualdades del sistema de inecuaciones fueran todas estrictas, ;qué sucederia?
(C) (Y sianadiéramos al caso (B) la condicion de que x e y fueran enteros?

Considera la region factible determinada por los vértices A(1, 1), B(0, 3), C(3, 5), D(5, 2) y E(3, 0). Optimiza
(maximo y minimo) las funciones:

(A) flx,y)=x+3y B) fx,y)=x-3y ©) fx,y)=—x+3y (D) fix,y)=—x-3y

Dadas las restricciones x +y <4,x > 1,y > 1:

(A) Maximiza la funcién B(x, y) = 3x +3y.
(B) Minimiza la funcion C(x, y) =2x —y.
(C) Six ey representan el nimero de mesas y sillas respectivamente, maximiza F(x, y) = 5x + Sy.
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2X+y=>4

Considera la region factible dada por el sistema X+5y > 5 . Optimiza las funciones:
x>0, y=>0
(A) f(x, y)=3x +2y B) fix,y)=3x-2y (O fix,y)=2x+y (D) f(x, y) =—x+3y

Una fabrica produce dos tipos de articulos A y B. Las maquinas utilizadas condicionan la produccién de forma que
cada dia no se puede producir menos de 200 unidades del tipo A, ni mas de 900 en total. Un estudio de mercado
indica que es conveniente producir al menos el doble de unidades de tipo B que de tipo A. Obtén la produccion
diaria que maximiza el beneficio si por cada unidad A obtenemos el doble de beneficio que por la de B.

Una empresa de construccion decide construir dos tipos de chalet, A y B. Dispone de 48 millones de euros y el
precio de coste de cada tipo de chalet es de 600 000 € y 400 000 € respectivamente, vendiéndolos a 800 000 y
500 000 €. Segiin una normativa de la urbanizacion, los del tipo A no pueden ocupar mas del 40 % del total
construido y los del tipo B deben ocupar por lo menos el 50 %. ;Cuéntos chalets de cada tipo conviene construir
para obtener el mayor beneficio posible?

Un fabricante de coches construye dos tipos de coches: pequefios y grandes. La factoria esta dividida en las
secciones de montaje y acabado. Los requerimientos de trabajo, en las distintas secciones por coche, asi como las
horas necesarias y disponibles, se dan en la siguiente tabla:

Tiempo (horas) Montaje | Acabado

Coche pequefio 3 3

Coche grande 5 3
Horas disponibles 150 120

Si la ganancia es de 500 euros por cada coche pequefio y de 650 euros por cada coche grande, ;cuantos coches de
cada tipo hay que producir para maximizar los beneficios?

Un inversor dispone de 20000 €. Puede invertir en bonos del tipo A que proporcionan un rendimiento del 10 %, o
en bonos del tipo B, con un rendimiento del 15 %. Hay limites legales que imposibilitan invertir mas de 8 000
euros en bonos del tipo B, pero en los del tipo A la inversion minima es de 5 000 €. Por otra parte, el inversor
quiere colocar en bonos del tipo A al menos tanto dinero como en bonos del tipo B. ;Qué inversion tiene que
hacer en bonos de cada tipo para que el rendimiento sea maximo? ;Cual sera el valor de dicho rendimiento?

Una compaiiia dispone de dos clases de inspectores para realizar el trabajo de control de calidad. Cada jornada, de
8 horas de duracion, la empresa debe inspeccionar 1 800 piezas. Los inspectores de la clase A revisan piezas a un
ritmo de 25 por hora, con un grado de precision del 98 % (2 errores por cada 100 piezas examinadas). Los
inspectores de la clase B revisan 15 piezas por hora, con un grado de precision del 95 %. Cada inspector de la
clase A cobra 40 euros/h y cada inspector de la clase B 30 euros/h. Cada vez que un inspector comete un error al
examinar una pieza se produce una repercusion economica para la empresa de 20 euros. Determina cuantos
inspectores de cada clase debe utilizar de forma que los costes totales sean minimos y establece dicho coste.

Un pastelero fabrica dos tipos de pasteles P1 y P2, para los cuales usa 3 ingredientes: A, B y C. Dispone de 160 kg
de A, 90 kg de B y 50 kg de C. Para fabricar un pastel P1 ha de mezclar 1 kg de A, 1 kg de By 2 kg de C,
mientras que para hacer un pastel T2 ha de mezclar 5 kg de A, 2 kg de B y 1 kg de C. Si vende los pasteles T1 a
10 € la unidad, y los pasteles T2 a 25 €, ;qué cantidad tiene que fabricar de cada tipo para maximizar su ingreso?

Una fabrica de muebles produce sillas y mesas utilizando madera y acero. Cada silla requiere 2 tableros de madera
y 6 piezas de acero mientras que la mesa requiere 8 tableros y 14 piezas de acero. Ademas se necesitan 5 horas de
trabajo para fabricar una silla y 6 para una mesa. Semanalmente la fabrica recibe de sus proveedores 32 tableros y
61 piezas de acero y dispone de 48 horas de trabajo. Si la venta de la silla reporta un beneficio de 9 € y la de la
mesa 35 €, optimiza el beneficio semanal de la empresa.

Una empresa de construccion dispone de 60 000 m® para urbanizar. Decide construir dos tipos de viviendas
unifamiliares: unas, en parcelas de 200 mz, que albergaran a familias con una media de 3 miembros, tiene un
precio de 140000 €; las otras, en parcelas de 300 m’, albergaran a familias de una media de 6 miembros y costaran
200000 €. Las autoridades del municipio imponen dos condiciones:

e El nlimero de casas no puede superar 262.

e El nlimero esperado de habitantes no puede superar los 1050.

(Cuantas viviendas de cada tipo conviene producir para maximizar ingresos?



19

20

21

22

23

24

25

Una empresa de reparto recibe el encargo de distribuir dos productos diferentes, A y B. La empresa cobra 1.5

euros por cada unidad del producto A que llega a su destino y un euro por cada unidad del producto B, pero ha de

distribuir por lo menos 50 unidades del tipo A 'y 100 del tipo B. El nimero de unidades repartidas del tipo B no ha

de ser inferior al doble de unidades del tipo A repartidas y ademas el total de unidades no puede superar las 300.

(A) Expresa la funcion lineal que ha de ser optimizada para obtener el mayor ingreso posible.

(B) Expresa las restricciones del problema y representa el conjunto factible.

(C) Obtén las cantidades de cada tipo de producto que conviene producir para obtener el mayor ingreso posible y
el valor de éste.

Un fabricante de zapatos produce tres modelos distintos, A, B y C. Tiene que servir un pedido de 6 000 pares del
modelo A, 4000 de By 6000 de C. Tiene dos fabricas que pueden producir, la primera de ellas, 3 000, 1 000 y
1000 pares diarios de cada modelo, y la segunda, 1000, 1000 y 3000 cada dia. El coste diario de mano de obra es
de 50 000 euros en la primera fabrica y de 40 000 euros en la segunda. ;Cuantos dias tendra que trabajar cada
fabrica para servir el pedido con el menor coste posible de mano de obra?

Una empresa fabrica televisores y cadenas de musica obteniendo un beneficio neto idéntico, por cada televisor o
cadena de 200 euros. La empresa divide la produccién en 3 secciones; en la seccion A se construyen las
componentes de cada aparato y se sabe que las de un televisor requieren 6 horas de trabajo y 3 horas en la cadena.
En la secciéon B se construye la caja mueble, requiriendo una hora de trabajo la del televisor y 2 la de la cadena.
En la seccion C se acopla y empaqueta, requiriendo 2 horas por televisor y 3 por la cadena de musica. La
limitacion de horas de trabajo por semana es de 12 000 horas en la seccion A, 5000 en la By 8000 en la C.

(A) Obtén la produccion semanal que maximiza beneficios.

(B) Si el beneficio por televisor es de 250 euros y de 100 euros por cadena de musica, ;qué cantidades de cada

producto debe producir para maximizar el beneficio? ;Cual es éste?

Para fabricar un determinado compuesto quimico se utiliza, por lo menos, 8 gramos de sodio y 12 de potasio.
Disponemos de un producto A que contiene 1 gramo de sodio y 3 de potasio por cada 10 gramos de producto y se
vende a 0.3 euros/g. También hay otro producto B que contiene, por cada 10 gramos, un total de 2 de sodio y 2 de
potasio y se vende a 0.4 euros/g. ;{Qué cantidad de cada producto habra que adquirir para cumplir las exigencias
del compuesto quimico y al mismo tiempo tener el menor gasto posible?

El veterinario ha recomendado que durante un mes, el perro de un cliente tome diariamente 4 unidades de hidratos
de carbono (H), 23 de proteinas (P) y 6 de grasas (G). En el mercado hay 2 marcas de comida que las contienen
con las siguientes caracteristicas (por bote):

Marca H P G Precio
A 4 6 1 10
B 1 10 6 16

Halla la combinacion de las dos marcas para que el perro tome al dia las cantidades requeridas al menor gasto.

Una empresa fabrica dos tipos de fertilizantes F1 y F2 a partir de cuatro elementos, nitrogeno, acido fosforico,
potasio y guano. La siguiente tabla expresa la composicion en litros por bidon de estos fertilizantes:

Nitrogeno | A. fosférico | Potasio | Guano
Fl1 20 30 30 20
F2 10 10 60 20

La semana proxima se dispone de 900 litros de nitrogeno y 1 400 litros de guano pero la gran cantidad de stock que
posee de los otros dos componentes requiere utilizar al menos 600 litros de acido fosforico y 1800 litros de potasio.
Si cada bidon del fertilizante F1 proporciona un beneficio de 6 € y cada uno de F2 proporciona un beneficio de 5 €,
optimiza el beneficio de la semana proxima.

La mezcla de 3 elementos quimicos A, B y C, permite elaborar dos compuestos H y K. Las cantidades, en gramos,
requeridas por cada litro de compuesto viene dado en la tabla:

A B C
H 3 6 37
K 33 11 2

Una empresa dispone a lo sumo de 7 755 litros de A y 3300 de B, sin embargo necesita desprenderse de al menos
370 litros de C (que posee cantidad ilimitada). Si el beneficio de un litro de H es 8 € y 3 € para K, resuelve la
estrategia optima de fabricacion.
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Una empresa fabrica dos modelos de cazadoras A y B. Utiliza tres tipos de tejidos, lana, algodén y seda. El
modelo A requiere 0.25 m® de lana, 0.5 m* de algodon y 0.75 m* de seda; el modelo B requiere 0.75 m?, 0.5 m* y
0.5 m? respectivamente. Dispone de 50 m* de lana, 60 m” de algodon y 80 m” de seda. Si la chaqueta del modelo A
se vende a 1250 € y lade B a 1750 €, ;cudntas cazadoras de cada tipo fabricara para optimizar ingreso?

Una alimentacion adecuada para un determinado animal requiere 120 unidades de vitamina A, 240 de vitamina B
y 80 de vitamina C. Un ganadero utiliza dos productos P y Q que contienen dichas vitaminas, P proporciona 60
unidades de A, 40 de B y 20 de C, y Q proporciona 20 de A, 120 de B y 20 de C, siendo todas las cantidades por
litro. Si solo dispone de 7 litros de Py 7 de Q a 40 € y 32 € respectivamente, ;cuanto debe utilizar de cada
producto para alimentar correctamente a sus animales con el menor gasto posible?

Se dispone de 200 hectareas de terreno donde cultivar patatas y zanahorias. Cada hectarea dedicada al cultivo de
patatas necesita 12.5 litros de agua de riego mensual mientras que la de zanahorias necesita 40 litros,
disponiéndose mensualmente de un total de 5000 litros de agua para el riego. Por otra parte, las necesidades por
hectarea de abono nitrogenado son de 20 kg para las patatas y de 30 kg para las zanahorias, disponiéndose de un
total de 4500 kg de abono nitrogenado. Si la ganancia por hectarea sembrada de patatas es de 300 € y de 400 € la
de zanahorias, ¢ cuantas hectareas conviene dedicar a cada cultivo para maximizar la ganancia? ¢ Cual seria ésta?

Una empresa fabrica dos productos diferentes, P1 y P2, que vende a 300 y 350 € por tonelada (t) respectivamente.
Para ello utiliza dos tipos de materias primas (A y B) y mano de obra. Las disponibilidades semanales de las
materias primas son 30t de Ay 36 t de B y las horas de mano de obra disponibles a la semana son 160. En la tabla
siguiente se resumen los requerimientos (en t) de las materias primas y las horas de trabajo necesarias para la
produccion de una tonelada de cada producto:

A B Mano de obra
Pl 2 3 4
P2 3 1 20

Determina la produccion semanal que maximiza el ingreso de la empresa sabiendo que un estudio de mercado
indica que la demanda del producto P2 nunca supera a la del producto P1. ;A cuanto asciende el ingreso maximo?

Un estudiante reparte propaganda publicitaria para conseguir ingresos. Le pagan 8 cents de euro por cada impreso
colocado en el parabrisas de un coche y 12 cents por cada uno depositado en un buzon. Ha calculado que cada dia
puede repartir como maximo 150 impresos y la empresa le exige diariamente que la diferencia entre los colocados
en coches y el doble de los colocados en buzones no sea inferior a 30 unidades. Ademas tiene que introducir en
buzones al menos 15 impresos diariamente. ¢Cuantos impresos debe colocar en coches y en buzones para
maximizar su ingreso diario? ¢ Cudl es este ingreso maximo?

Un comerciante quiere invertir hasta 1000 euros en la compra de dos tipos de aparatos A y B pudiendo almacenar
en total hasta 80 aparatos. Cada aparato de tipo A le cuesta 15 € y lo vende a 22, cada uno del tipo B le cuesta 11 €
y lo vende a 17. ; Cuantos aparatos debe comprar de cada tipo para maximizar su beneficio? ;Cual es el beneficio?

Un tren de mercancias puede tirar a lo sumo de 103 vagones. En un viaje, lleva coches y motos. Para los coches
debe utilizar mas de 53 vagones y para las motos no menos de la mitad de los dedicados a coches y no menos de
23 vagones. El ingreso de la compaiiia es de 550 € por cada vagon de coche y 360 € por cada vagon de motos.
(Coémo debe distribuir los vagones para ingresar la mayor cantidad de dinero?

Una empresa tiene dos piscifactorias A y B que producen 8000 kg y 15000 kg respectivamente de doradas. Toda
la produccién es vendida en tres tiendas, P, Q y R, que necesitan 10000, 7000 y 6000 kg respectivamente. El coste
de transporte desde las piscifactorias hasta los puntos de venta, en euros por kg vienen en la tabla siguiente.
(Como debe organizar el transporte para que el coste del mismo resulte mas barato?

P Q R
A 0.06 0.13 0.02
B 0.04 0.04 0.12

Una empresa tiene dos plantas manufactureras A y B que producen 11000 kg y 13000 kg de un cierto producto
respectivamente cada afio. Envia la produccion a sus plantas empaquetadoras, P, Q y R, que procesan 6000, 8000
y 10000 kg respectivamente. Si el coste de transporte viene dado en la tabla siguiente en euros por kg, ;como
debe organizarlo para que el coste del mismo resulte mas barato?

P Q R
A 0.03 0.05 0.02
B 0.04 0.03 0.04




Soluciones de las actividades del capitulo 4

1. No,si. 2. (A)m=-3/2ym’ =2, se cortan, SCD. (Bym=4ym’=4,n=5/2yn’=-1, paralelas, SI.
(C)m=2/5ym’=2/5,n=-1/5yn’=-1/5, coincidentes, SCI. 3. (A)y=7x-17,7x-y-17=0,m=7.
(B)y=2x/3,2x-3y =0,m=2/3. (C)y=3,y—-3=0,m=0.(D)x=1,x—-1=0, mnoexiste. 4. (A)y=5x=2.
B)y=0,x=0. (C)y=-3,x=0. (D)y=0,x=-1. (E)y=b,x=a. 5.2x-3y=-5,2x-3y=0. 6. (A) No,
(B) no, (C) si, (D) si, (E) no, (F) sf, (G) si, (H)no. 7. (A) (0, 0), (1,0); (5,0), (0, 3). (B) (5, 0), (0, 3); (0, 0),
(1,0). (©)(0,0), (1, 1); (0, -6), (1, -10). (D) (0, 0), (1, 1); (7, 2), (8,3). (E) (5,0), (3 2); (-3,2), (-1, 5). (F)(2,0),
(2,-2); (0, 7), (-2, 8). 8.

®)

® ®

32

-3

9. (2,0), (4, 1), (0, -1), (-1, 0). 10.

v
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‘\ 1,
Sin solucién N ,/*6 Kz
\\ 4

4 @] K G] ©) (H)
7 (3
h 4 N
> " - Z6 3)9\ 5\
L1 @ y<1 - Produccion optima:
1 y>-1 19 guachoina - 600 t del tipo A, 0t del tipo B
' x<1 ' Méximo beneficio:
11 -1 X>-1 ,30000 €
I eoo\

13. (A) Las parejas (x,y) de maquinillas de los tipos 1 y 2 que de producirlas darian un beneficio de 20000 u.m.

(B) Lo mismo, pero con beneficio de 40000 u.m.

N i e
100% + 50y = 40000 (A) (B) ©
5
= .

3X-y=0 3X+y=0 X+y=0 2x+3y=0

X-y=1 3X+y=5 X+y=3 2x+3y=8
X -y=12 3x+y=18 X+y=8 2x+3y =19

15. (A)14y5. (B)7y5/2. (C)8y4. (D)4y-4. (E) % y 0. (F)0y-16. 16. (A) 3000 litros de A, y 6000

litros de A, (beneficio de 33000 €). (B) 8000 litros de A; y 3000 litros de A, (beneficio de 27000 €).
17. (A) 150 gramos de A 'y 50 gramos de B. (B) 25 gramos de Ay 25 gramos de B.




18. (A) f(x,y) = 75x + 50y
4x +7y <200 40
s.a. 100x +80y <3200
x>15 y>10 %0
15, 20) I\(320/19, 360/19)
(B) 24 kg de Ay 10 kg de B. Beneficio 23000 €.
10
(C) 320/19 kg de Ay 360/19 kg de B. (24K°)
15 32 50
19. (A) f(x,y)=15x+y
X 250 3
>100
(B) §> ox 100, 200)
X+Yy <300 Unigdmente parejas de naturales
100
(C) 100 unidades de A'y 200 de B. Beneficio 350 €.
50 300
20. (A) f(x, y) = 600x + 800y
Xx<8, y<10 :
X+y<9
40x + 50y > 400
x>0, y>0
(B) 5 autobuses de 40 plazas y 4 de 50 plazas. Ea"riecjismﬁ;‘:ﬁmles
El coste del viaje es 6200 €. 3 g 10
21. Coste: 26400 €. 22. 86000 km.
A B C C D E
M 9 2 19 A 8 1 1
S 1 13 1 B 7 9 4
Soluciones de los problemas del capitulo 4
Lo ® 10 ® ©
(1073,
5
2043, 10/3)
4,2)
1 L S T
2.
A B [
Méx. | Min. | Max. | Min. | Max. | Min.
Al No |403] 20 5 No 4
B No 40/3 20 5 No 5
C| No 0 20 | -10 | No 0
D| No |10/3 ]| 10 0 No 1

3. (A) x20,y>0,x+y<3. (B)3x+2y<16,x—-3y<-2,4x-y23. (C)x+y<l,x+y>-1, —x+y<1,
—Xx+y>-1. D)y<4,y>1,x<5x>1,x+2y>5 (E)x>0,—x+3y>0,x—-2y<1,4x—y>-4, 3x+2y<19.




13/2
4. (M) (B OBl 6E | 6 | O]
) 13 13
4 Méax | 5 — | 12 | 17 | 144 0 — | 24
3 3
(2.4,2,4) 3,2) ] 26
Min 0 0 0 0 0 -— 0 0
13/3 6 3
> Max | Min
m>1 40m 5+5m
m=1 40 10
m<1 | 20+20m | 10m

6. (A) 11. (B) 22. 7. (A) Maximo: 2240, para x = 55, y = 30; minimo: 0, o
parax =y = 0. (B) No tendria ni maximo ni minimo. (C) El problema pasa a 2003
ser de programacion lineal entera, y con desigualdades estrictas, los 6ptimos

) . . . . , . (55, 30)
estan en el interior del conjunto factible. M&ximo: 2214, para x = 54,y = 30;y

el minimo 53, parax =y = 1.

85 100

8. (A)18y3. (B)3y-12. (C)12y-3. (D) -3y -18. 9. (A) No se alcanza el maximo. (B) No se alcanza el
minimo. (C) Se alcnza en (1, 2) y en (2, 1) y su valor es 15. 10. A) Minimo: 19/30, no hay méaximo. (B) No hay
maximo ni minimo. (C) El minimo es 4, no hay maximo. (D) No hay méaximo ni minimo. 11. 300 unidades de Ay
600 de B. 12. 40 chalets del tipo A y 60 del B (beneficio 14000000 €). 13. 25 coches pequefios y 15 grandes
(beneficio 22250 €). 14. 12000 € en bonos del tipo A y 8000 € en bonos del tipo B, con beneficio de 2400 €.

15. 9 inspectores de la clase A y 0 de la B. Costes 3600 €. 16. 10 pasteles P; y 30 de P, (beneficio de 850 €).

17. Osillas, 4 mesas, un beneficio de 140 €. 18. 186 viviendas de 200 m?y 76 de 300 m? (ingreso de 41240000 €).

X >50 300
y>100 0 . .

19. (A)f(x,y)=15x+y. (B) 100, 200) (C) 100 unidades de A; 200 unidades
y 22X de B; ingreso maximo: 350 €.
x+y<300|

50 300

20. La 1.* fabrica 3 dias y la 2.% fabrica 1 dia; coste: 190000 €. 21. (A) 1000 televisores y 2000 cadenas de masica.
(B) 2000 televisores y ninguna cadena de musica. 22. 20 g de A y 30 de B (coste de 18 €). 23. 0.5 botesde Ay 2
de B. 24. 20 litros de F; y 50 de F;; beneficio: 370 €. 25. 550 litros de H y ninguno de K; beneficio de 4400 €.

26. 80 del tipo Ay 40 del B; ingreso: 170000 €. 27. Un litro de Py 3 de Q; coste: 136 €. 28. 150 ha de patatas y
50 ha de zanahorias; 65000 €. 29. 6 toneladas de cada producto; 3900 €. 30. 110 impresos en coches y 40 en
buzones; 13.60 €. 31. 30 del tipo A y 50 del tipo B; 510 €. 32. El méaximo beneficio se alcanza para 68 vagones de
coches y 35 de motos. El ingreso méaximo es 50 000 euros.

33. Coste 840 €. P Q R
A 2000 0 6000
B 8000 7000 0

34. Coste 470 €.

1000 10000
5000 8000 0
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Capitulo 4

Aplicaciones de las derivadas

Crecimiento de una funcién

e Crecimiento y decrecimiento local

e Propiedad 1: Condiciones suficientes de crecimiento en un punto
e Intervalos de crecimiento de una funcion

Extremos relativos de una funcion
e Propiedad 2: Condicion necesaria de extremo relativo

Métodos para clasificar los extremos relativos
o Criterio del cambio de signo de la derivada
o Criterio del signo de la segunda derivada

Extremos absolutos de una funcion
e Calculo de los extremos absolutos

Problemas de optimizacion

Curvatura
Propiedad 3: Condiciones suficientes de curvatura
Intervalos de concavidad y convexidad de una funcion
Condicion necesaria de punto de inflexién
Criterio de la tercera derivada
Punto de rendimientos decrecientes: Maxima eficiencia

Representacion grafica de funciones




4.1 Crecimiento de una funcion

Uno de los objetivos de este capitulo es representar perfectamente las funciones que no conocemos
previamente. Se efectla a partir de las relaciones entre la propia funcién y sus funciones derivadas. Otro de
los objetivos, muy aplicado en otras ciencias, es la optimizacion.

En primer lugar veamos la relacién existente entre el crecimiento de las funciones y la funcién derivada,
de donde extraeremos las primeras conclusiones.

» Crecimiento y decrecimiento local

Consideramos una funcion f definida en un dominio Dy y un punto XoeDs
« Decimos que f es estrictamente creciente en Xp Si existe un entorno de X, ]Xo -9, Xo + 9], tal
que para cualquier xe]xo —0, Xo + d[ se tiene que:
Si X<Xo — Tf(x)<f(xp)
si Xx>%xo — f(x)>f(xo)
o Decimos que f es estrictamente decreciente en X Si existe un entorno de Xo, ]Xo —9, Xo + 9],
tal que para cualquier xe]xo -9, Xo + J[ se tiene que:

si x<xo — f(x)>f(xp)
si x>%Xo — f(x) <f(xp)

Observa que la definicion de crecimiento en un punto X requiere el crecimiento en un entorno de X.

4 Pendiente positiva t Pendiente negativa
f(x2) f(x) <
f(Xo) f(Xo)
f(x1) // f(x2) \\
/ X1 Xg X2 © X1 Xo X2 \ i’
f estrictamente creciente en X, f estrictamente decreciente en Xq

Observa que la pendiente de la recta tangente en X, es positiva en el primer dibujo, donde f es creciente
en Xo, y negativa en el segundo, donde f es decreciente; asi tenemos la siguiente propiedad:

» Propiedad 1: condiciones suficientes de crecimiento en un punto

Consideramos una funcion f derivable en Xo:
e Si f'(xo)>0 (pendiente positiva) —> f es estrictamente creciente en xo
e Si f'(xo) <0 (pendiente negativa) —> fes estrictamente decreciente en Xg

Por tanto, al hallar la derivada en un punto concreto Xg:
. Si f'(xo) # 0, la funcidn es estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente.
e Sif(xo) =00 fno es derivable en x,, nada podemos asegurar sobre la funcion.

Llamamos puntos singulares de una funcion f a aquellos en los que f no es derivable o f se anula.



Ejemplo 1
I
Estudiamos el crecimiento de las siguientes funciones en los puntos xo = -2, -1, 1y 2:

f(x)=%(x—1)2 g(x)=g(x+1)3 h(x)=—% x-1°  tx)=

(x-1?
Sus funciones derivadas son:
i ' 1 2 ' 1 2 N 8
fxX)=(xx-1) g(X)== (x+1) h(xX)=-= (x+1) t(x)= -
3 3 (x-1)°

f(-2)=-3 — fesdecreciente en x = -2 g(-2)=1/3 — gescreciente en x = -2
f(-1)=—2 — fesdecreciente enx = -1 g(-1)=0 — x=-1esun punto singular de g
f(1)=0 — x=1esun punto singular de f g(1)=4/3 — gescrecienteenx=1
f(2=1 — fescrecienteenx =2 g@2=3 — gescrecienteenx =2
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--------------------- 3--|
h'(-2) =-1/3 — hes decreciente en x = -2 t(-2)=8/27 — tescreciente enx = -2
h(-1)=0 — x=-1esun punto singular de h t-1)=1 — tescrecienteenx =-1
h'(1) =-4/3 — hesdecrecienteenx =1 noexistet (1) — X =1 esun punto singular det
h'(2=-3  — hesdecreciente en x = 2 t(2)=-8 — tesdecrecienteen x =2
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e Observa que el signo positivo o negativo de la derivada en cada punto (que es el signo de la pendiente) indica
el crecimiento o decrecimiento de las funciones en dichos puntos.

e En cambio cuando la derivada es nula o no existe (puntos singulares) hay incertidumbre; significa que cada
funcion, y en cada caso, tendra resultados diferentes. Asi vemos que f no crece ni decrece en X = 1, g es
creciente en x = -1, h es decreciente en x = -1y t no esta definida en x = 1.

1  Estudia si las siguientes funciones crecen o decrecen en los puntos xo =-2,-1,0,1,2y5:
(A) f(x)=1/x (B) f(x) =x*-4x (C) f(x) =Inx (D) f(x)=¢* (E) f(x)=1/x




> Intervalos de crecimiento de una funcién

Decimos que una funcién f es estrictamente creciente (decreciente) en un intervalo | si es
estrictamente creciente (decreciente) en cada uno de los puntos de dicho intervalo I.

Ejemplo 2
I

Consideramos la parabola f(x) = —%xz +X+ g con dominio R.

Su funcién derivada es f (x) = —x + 1, ¥xeR. Es una funcién afin (una recta).

Con la representacion gréfica de ambas observamos algunas caracteristicas que expresamos junto a sus graficas.

iPendieqte nulai

/

e Lagréfica de f es una parabola creciente hasta
su vértice V(1, 2) y decreciente a partir de él:

f crece en ]—oo, 1] y decrece en ]1, +oo

e VXe]-omo, 1], la derivada es positiva.
f(x)>0 Vxel—wo, 1]

(Observa que las rectas tangentes tienen
pendiente positiva).

e VXe]l, +oof, la derivada es negativa.
f'(x)<0 Vxe]l, +oo[

(Observa que las rectas tangentes tienen
pendiente negativa).

e El punto donde f pasa de crecer a decrecer es
un punto singular:

f(1)=0

Deducimos que los puntos relevantes para determinar el crecimiento de una funcién son los
puntos singulares (x = 1, en el ejemplo). Obtenemos el siguiente método para su estudio:

Consideramos una funcién f definida en su dominio D:

1 Hallamos los puntos singulares de f en D y los ordenamos: {X1, X2, X3, ..., Xn}-
2 Larecta real queda dividida por los puntos singulares en los intervalos:

la, xa[, IX1, X2[, X2, X3[, .., ]xn, B[, donde a puede ser —o y b puede ser +co.

En el interior de los intervalos anteriores no hay puntos singulares, luego f tiene signo
constante en cada intervalo. Son llamados intervalos de crecimiento de la funcion.

3 Elegimos un punto x del interior de cada intervalo. Si f'(x) > 0, la funcion f es creciente en
dicho intervalo. Si f (x) <0, f es decreciente en dicho intervalo.




Ejemplo 3
I

Estudiamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = % x> — 4x con dominio R.

Aplicamos el método anterior siguiendo los pasos indicados.

1 Hallamos los puntos singulares.
La funcién derivada es f (x) = x> — 4, ¥xeR, y se anula en
fX)=0 = X*-4=0 = X =-2,%=2
El conjunto de puntos singulares ordenados son {-2, 2}.

2 A partir de ellos consideramos los intervalos ]—o, —2[, -2, 2[ y ]2, +wo[ dentro de los cuales, por
construccidn, no existe ningun otro punto singular.

3 Estudiamos el signo de la derivada en cada intervalo, eligiendo un punto cualquiera de cada uno.

En ], —2[ el signo de la derivada no puede cambiar, por tanto, el signo que posea en x = —3 sera el mismo
para todos los puntos del intervalo:

En o0, —2[ consideramos el punto x = —3: f(-3)=5>0 = festrictamente creciente en ]-oo, —2[
Anéalogamente en los otros intervalos:
En ]-2, 2[ consideramos el punto x =0: f(0)=—4<0 = festrictamente decreciente en ]-2, 2[

En ]2, +oof consideramos el puntox =3: f(3)=5>0 = festrictamente creciente en ]-2, +oo[

Intervalos o0, —2[ 1-2,2[ 12, +oo[
Signo f' + - +
f T { 0

B
........... ‘:\__._.4
R _-_--?---.6 .-----:.-----? -----------------------
Lfl oo
-8 8

2 Halla los intervalos de crecimiento de las funciones:
(A) f(x)=—x*+1 (B) f(x)=x>-80x  (C) f(x)=€e** (D) f(x) = In(x + 1) (E) f(x)=-x°

(F) f(x) = 2x* — 15x* + 36x (G) f(x)=-x+1 (H) f(x)=x*-2x* (1) f(x) =1/

O 9= 2" ) f09= 5 — =5~ (M) ) = In( + 1)
X-2 X +1 X° -1



4.2 Extremos relativos de una funcion

Consideramos una funcion f y un punto xoe Dy. Decimos que:

o ftiene un maximo relativo en X si las imagenes de los puntos de un entorno de X, cumplen:
f(x) < f(Xo)

o ftiene un minimo relativo en X, si las imagenes de los puntos de un entorno de X verifican:
f(x) = f(xo)

El extremo relativo (maximo o minimo) es f(Xo), que diremos es alcanzado en el punto Xo.

—---Jix0)
' Méximos relativos f(x) Las iméagenes de los puntos x situados en el entorno (en
foo) | Lo rosa) de X, son menores que f(Xp):
f(Xo) €s un maximo relativo
1{(9) bemsmamomaes] foa k- - s
© 3 También lo son f(x,) y f(b).
Las imagenes de los puntos x situados en el entorno (en
(5 SRR . . .
i W | azul) de x; son mayores que f(xy):

Xo )Q;b

f(x,) es un minimo relativo
También lo son f(a) y f(xs).

Minimos relativos

]

Xo
___________ f 1@1\

f(x1)

En los puntos del interior del dominio de una funcion derivable en los que se alcanzan extremos
relativos cambia el crecimiento de las funciones, y las rectas tangentes en ellos son horizontales.

» Propiedad 2: condicion necesaria de extremo relativo

Consideramos que f es derivable en xyeDs.
Si f tiene un extremo relativoenxo = f (xo) =0

La condicién necesaria anterior dice que cuando en un punto X, la derivada no es nula es imposible

alcanzar en él un extremo relativo (recuerda que en ese caso la funcion sera estrictamente creciente o
estrictamente decreciente en él).

Por ello deducimos que los unicos puntos del interior del dominio de una funcion f en los que se
puede alcanzar un extremo relativo son los puntos singulares. Sin embargo:

La gréafica de la funcion f(x) = x> con dominio R, demuestra que no es
obligatorio que en los puntos singulares haya un extremo relativo:

f'X)=0 < 3x*=0 < x=0

El dnico punto singular de f es x = 0. Sin embargo f es estrictamente
creciente en cualquier entorno de x = 0, pues la derivada es no negativa:

Xo=0

fI(X) = 3X2 > 0 Si X # 0 Punto singular: xo = 0
No cambig el crecimiento de f

No hay extremo relativo en X, = 0

3 Obtén el punto donde alcanza un extremo relativo la funcién cuadratica f(x) = ax® + bx + c.




4.3 Meétodos para clasificar los extremos relativos

Los siguientes métodos establecen si en un punto singular se alcanza extremo relativo. El primer
método, criterio del cambio de signo de la primera derivada, se aplica para puntos singulares en los que la
funcion sea continua, aunque no sea derivable. El segundo, criterio del signo de la segunda derivada, solo
es aplicable a los puntos singulares en los que la funcion sea derivable al menos dos veces.

» Criterio del cambio de signo de la derivada

Supongamos f continua en [a, b] y derivable en ]Ja, b[ excepto a lo sumo en xq<]a, bl[:

e Si f'<Oenla,xo[if >0en]xo,b] — f pasa de decrecer a crecer y, por tanto ,
tiene un minimo relativo en X

e Si f>0enla,x[if <Oenlxe,b[ — f pasa de crecer a decrecer y, por tanto ,
tiene un maximo relativo en xo

Ejemplo 4
I
. - 1.4 15 1, .
Hallamos los extremos relativos de la funcion f(x) = ZX _§X _EX +x con dominio R.

Estudiamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién. La funcién es derivable en R, y sus
Unicos puntos singulares son las soluciones de:

f')=0 = X*-x*-x+1=0 = (x-12?x+1)=0 = x;=-1, x,=1
Consideramos los intervalos ]—o, —1[, ]-1, 1[ y ]1, +oo].

En J-oo, —1[ consideramos x = —2: f(-2)=-9<0 = festrictamente decreciente en J—oo, —1[
En]-1, 1[ consideramos x=0: f(0)=1>0 = festrictamente creciente en ]-1, 1]
En ]1, +oof consideramos x =2: f(2)=3>0 = festrictamente creciente en ]1, +oo

Intervalos ]-o0, =1 -1, 1] 11, +oof
Signo f* - + +
f 2 0 0
Cambio de signo de f: Si No *

En los cambios de signo de fhabré extremo relativo:

En x = -1 se alcanza un minimo relativo, pues f pasa de ser |- f P EE -
. : . 11 i : : ,
decreciente a ser creciente. El valor minimo es f(-1) = nTh : : ; '
I & N S L frro
En x =1 no se alcanza extremo relativo (f es creciente). | - '
e s . B8 -1 3
Aungue no podemos mostrar todavia como realizamos la P b ! ?
(-1, -11/12) !

representacion grafica, su exposicion apoya los resultados.

4 Halla los extremos relativos de la funcion del ejemplo 4 si esta definida en:
(A) [-1,1] (B) -1, 1[ (© [0,3]

5  Halla los extremos relativos de las siguientes funciones definidas en R y en [-2, 2.5]:
(A) f(x) =x*—5x +6 (B) f(x) =x®-x (C) f(x) =x3+x (D) f(x) =x°—6x?



» Criterio del signo de la segunda derivada

El signo de la segunda derivada, evaluada en los puntos con primera derivada nula, permite conocer los
méaximos y minimos relativos de la funcién. Veamos en un ejemplo el porque.

Ejemplo 5
|
Consideramos de nuevo la parabola del ejemplo 2, f(x) = —%xz +X+ g con dominio R.

Su derivada es f'(x) = —x + 1, ¥xeR. Es una funcién afin (una recta).
Su derivada segunda es f '(x) = —1, ¥xeR. Es una funcién constante y siempre negativa.

Veamos el significado de la segunda derivada en el punto singular de esta funcidn (que sabemos que es el vértice
de la parabola, en este caso un maximo relativo):

f(x)=0 & —x+1=0 < x=1

lf(x) | ° Pendiente nulal

! l E/ 1 | - - '
o ] e Comof'(l)=-1<0,yf esladerivada de f
e i por la propiedad 1:

f' es estrictamente decreciente en x = 1

Luego en un entorno de x = 1, la pendiente de la
curva va disminuyendo.

e Como f'(1) =0, en ese entorno:
f(x)>0 si x<1
f(x)<0 si x>1

La pendiente f pasa de signo positivo a negativo
enx=1.

e Segln el criterio del cambio de signo de la
derivada

f tiene un méaximo relativoen x =1

pues f pasa de ser creciente a ser decreciente en
dicho punto.

e Sien este ejemplo hubiera ocurrido que en el punto singular se tuviera f (1) > 0 entonces f seria creciente en
x = 1, que junto a f'(1) = 0, se tendria que f pasaria de ser negativa a ser positiva en x = 1, indicativo de la
existencia de un minimo relativo en x = 1.

e ;Qué ocurre en un punto que no sea singular? Que no es candidato a maximo o minimo relativo.

Consideramos una funcién f dos veces derivable en Xo, tal que f (o) = 0:
e Si f(x)>0 — ftieneun minimo relativo en xo
e Si f(x)<0 — ftieneun maximo relativo en xo

e Si f'(x)=0 — nopodemos asegurar nada




Ejemplo 6
|

La funcion del ejemplo 4, f(x) = %x"’ —lx3 —%xz +x con dominio R, tiene los siguientes puntos singulares:

f')=0 = X*-x*-x+1=0 = (x-1?x+1)=0 = x;=-1, x,=1
Aplicamos el criterio del signo de la segunda derivada para establecer los extremos relativos:

Hallamos la derivada segunda de f: f "(x) = 3x* — 2x — 1.

e Comof (-1) =4 >0, la funcién alcanza un minimo relativo en el punto x = —1.

e Como f (1) =0, el criterio no es concluyente. Debemos recurrir al criterio anterior (ejemplo 4).

Ejemplo 7
|
Hallamos los extremos relativos de las funciones f(x) = x> — 3x y g(x) = €.

(A) f)=x*-3x = f)=3*-3 = f(x)=6x
Puntos singulares: f(x)=3x*-3=0 = x;=-1, x,=1
Criterio de la segunda derivada:
e f'(-1)=-6<0 = enx=-1lafuncién alcanza un maximo relativo. Punto de la grafica (-1, 2).

e f(1)=6>0 = enx =1 lafuncién alcanza un minimo relativo. Punto de la grafica (1, —2).

(B) g=€" = g =€ = gx) =€
Puntos criticos: g(x)=€*=0 = no hay ninguno pues € >0, YxeR

Luego no hay extremos relativos, la funcion es siempre creciente (g(x) > 0, VxeR).

M1, Z)i f r g /

()

_____________________

m(1; -2)

'
w

6  Halla los extremos relativos de las funciones siguientes definidas en R, y también en [0, 5]:

X2

(A) f(x)=2x+3 (B) f(x) = 3x° —25x3 + 60x (C) fx)=(x-2)*+1 (D) f(x) =

2
X +1
7 Halla el valor de los pardmetros m y n de la funcién f(x) = x* + mx + n para que tenga un extremo relativo en
el punto (4, —4).



4.4 Extremos absolutos de una funcion

Los extremos relativos de una funcién son los valores mas grandes (maximos) o mas pequefios
(minimos) que toma una funcién en un determinado entorno. Ahora preguntamos por el mayor y menor valor
que toma la funcién pero en todo su dominio.

Consideramos una funcion f definida en un dominio Dy. Decimos que
o ftiene un méximo absoluto en Dy si

dxmeDs tal que VxeDs se verifica f(xm) = f(x)
e ftiene un minimo absoluto en Dy si

AxmeDs tal que VxeDy se verifica f(Xm) < f(X)

El extremo absoluto (méximo o minimo) es f(xy), que diremos es alcanzado en el punto Xo.

Desde el punto de vista gréfico, el extremo absoluto serd un punto de la gréafica de f, A(xo, f(xo)), que
ocupara la posicion mas alta 0 mas baja de la misma. Veamos diferentes situaciones.

e

Dominio: R Dominio: ]Ja, b[ Dominio: [a, b]
No posee extremos absolutos No posee extremos absolutos. Posee extremos absolutos y
ni relativos. Posee extremos relativos. relativos (algunos coinciden).

Méximo absoluto y relativo

Minimo absoluto y relativo

Dominio: R Dominio: [a, b] Dominio: R

Idénticos minimos absolutos Posee extremos absolutos y Posee extremos absolutos y
y relativos. relativos. relativos idénticos.

Posee maximo relativo pero No coinciden.

no absoluto.

Observa que:

e El dominio de una funcién juega un papel importante en la existencia de extremos absolutos. Si es
un intervalo cerrado y la funcidén es continua siempre hay extremos absolutos.

o Si existen los extremos absolutos, coinciden con algln extremo relativo, bien situado en el interior
del dominio bien en los puntos extremos del dominio de la funcion.



» Calculo de los extremos absolutos

Consideramos una funcion f definida en un dominio. Para obtener los extremos absolutos de f:
1 Hallamos los extremos relativos f(x3), f(x2), ..., f(x,) de entre los puntos singulares de f.

2 Sifes continua y su dominio es un intervalo cerrado [a, b], siempre hay extremos absolutos:
o El minimo absoluto de f es el menor de los valores f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).
o El méaximo absoluto de f es el mayor de los valores f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).

3 Si el dominio de f no es un intervalo cerrado, los extremos absolutos se encuentran entre los
relativos, pero solo si los limites de f, hacia los extremos del intervalo (a, b, —0 0 +) 0
hacia puntos de discontinuidad, no invalidan dichos extremos maximos o0 minimos.

Ejemplo 8
|
Hallamos los extremos absolutos de la funcion f(x) = —% x® + x? definida en el intervalo ]-2, 3].

1 Hallamos los extremos relativos existentes en los puntos singulares (los situados en ]-2, 3]).
Las dos primeras derivadas de f son f'(x) = —x? + 2x y f (X) = —2x + 2.

e Puntos singulares de f:
fX)=—x*+2x=0 = x.=0, X,=2

e  Criterio del signo de la segunda derivada:
f(0)=2>0 = enx =0 sealcanza un minimo relativo cuyo valor es f(0) = 0
f(2)=-2<0 = enx=2sealcanza un maximo relativo cuyo valor es f(2) = 4/3

2 El dominio ]-2, 3] no es un intervalo cerrado. Calculamos el valor de f en x = 3, y el limite de f cuando tiende
a —2 por la derecha:

f3)=0y lim f(x)= lim [_1x3+x2)=@ T \ A
X>—2* x>-2"\_ 3 3 o & e e T
! ! No alcanza él valof 20/3
Comparamos los extremos relativos de f con los valores LA paat SOt EERSS ERRRES SRS SRS
anteriores: o Lo
' S O 4mmen 4mmne- 4mmmmnd
lim f) =22 f0)=0 f@)=2 f@3)=0
Xx—>-2" 3 3

El minimo absoluto es 0, menor imagen, que se alcanza para X
=0y para x = 3 (el minimo absoluto y el relativo coinciden).

No existe maximo absoluto porque al tender a —2 las imagenes

se acercan a 20/3, pero no lo alcanzan. 3 2 4 N1 2 3 4
1 : Minimo absdluto yirelati

(=}

Hay maximo relativo que no es absoluto (recuerda el punto 3).

8  Halla los extremos absolutos de las siguientes funciones definidas en [0, 5] y también en ]-1, 3[:
(A) f(x)=-2x+4 (B) g(x)=-3 (C) h(x) =x*—4x + 4.

9  Halla los extremos absolutos de la funcion f(x) = 2x® — 18 x? + 48x — 27 definida en el intervalo [0, 5] y
también en el intervalo [1, 4].

10  Halla los extremos absolutos de la funcién f(x) = x* + 32x definida en R y también en [-3, 2].



4.5 Problemas de optimizacion

Ejemplo 9
I

Un molino produce harina con una funcién de coste dada por C(x) = 2x* —18.25x* + 55x +10, donde x refleja las
toneladas métricas (t) de harina producida y C(x) el coste en cientos de euros.

La produccién méxima que puede alcanzar es de 7 t.

El precio de venta (en cientos de euros) por tonelada de harina es funcién de la cantidad producida

p(x) = 25 — 0.25x.
Hallamos la cantidad de produccion necesaria que maximice el beneficio, y el valor del mismo.
Constitucion de la funcién que expresa el beneficio obtenido dependiente de la produccion:

La funcion del coste es
C(x) = 2x* —18.25x* + 55x +10 con dominio [0, 7]

La funcion de ingresos es
I(x) = precio por cantidad = p(X) - X = (25 — 0.25x) - x = 25x — 0.25x?, definida en [0, 7]
La funcion beneficio es
B(x) = I(x) — C(x) = 25x — 0.25x* — (2x* ~18.25x* + 55x +10) = —2x> +18x* — 30x 10, ¥xe[0, 7]

Optimizacion de la funcién beneficio:
(A) Extremos relativos entre los puntos singulares:
Las dos primeras derivadas son B'(x) = —6x* + 36x — 30 y B'(x) = —12x + 36
. Puntos singulares: B'(xX)=0 < —6x°+36x-30=0 < x;=1, x,=5
. Criterio del signo de la segunda derivada:
B'(1)=24>0 = enx=1sealcanza un minimo relativo cuyo valor es B(1) = —24

B'(5)=-36<0 = enx =5 sealcanza un maximo relativo cuyo valor es B(5) = 40

(B) Imagenes de los extremos del intervalo del dominio (también 40 ; ;
son extremos relativos): a0~ Maximo reativoy
B(0)=-10  B(7)=-24 o /
Se alcdnza en
(C) EIl maximo absoluto es el mayor de entre todos los relativos: el | / \
B(0) =-10 B(7)=-24 B(1)=-24 B(5) =40 o 1 2/ 34 5 6 \7
o : A — Y-
Maximo beneficio: 40 cientos de euros (4000 €). 2 \\_//
Se alcanza para x =5 t de harina (5000 kg). 30 ' :

11 ¢;Para qué produccién se alcanza el minimo beneficio (maximas pérdidas) en el ejemplo anterior? ¢En qué
nivel de produccion se alcanza el minimo coste?, ¢y el maximo ingreso?

12 La cuenta de resultados, pérdidas o ganancias en millones de euros, de una empresa viene dada por la
siguiente funcion de los afios x de existencia de la misma:
5x? +20x — 25
fx)= =——— =
X +7
(A) ¢A partir de qué afio la empresa deja de tener pérdidas?
(B) ¢En qué momento la empresa alcanza sus maximas ganancias? ¢A cuanto ascienden éstas?
(C) Describe la evolucion de la cuenta de resultados de la empresa. ¢ Cuales seran los beneficios a muy largo
plazo?

, x>0



Ejemplo 10
E—

13

14

Un fabricante de "bricks" de leche y zumos, de un litro de capacidad, desea minimizar el coste de material
empleado en su elaboracién. Hallamos las dimensiones de los brikcs si un estudio revela que la profundidad de los
mismos, para ajustarse a las medidas de los estantes existentes en la mayoria de frigorificos, debe ser de 10 cm.

Minimizar el coste pasa por minimizar el &rea empleada en la produccion del envase. Por simplificar omitimos las
partes necesarias para el encolado.

10

10 cm

Constitucién de la funcién que expresa el area del envase.

Si llamamos x e y a las longitudes (en centimetros) de los lados de la cara frontal, la superficie empleada es la
funcién de dos variables x e y:

S=S5(X,y)=2-X-y+2-10-y+2-10-x=2xy + 20y + 20x

Ademés tenemos la condicién impuesta por el volumen, que debe ser de un litro 0 1000 cm®:

V=1000 —» 10-x-y=1000 — y:@
X
Sustituyendo la'y en la funcion S tenemos que el area depende solo de x:
S(x) =200 + 2000 + 20x Vx €]0, +oo[
Obtencion del minimo absoluto de S(x) en [0, +oo[:
o . : . _ 2000
(A) Puntos criticos de S(x). La primera derivada es S (x) = ——— + 20.
X
S'(x) = 0 S0 1020 < ¥=100 > x=10
X
Intervalos 10, 10[ 110, +oo[
Signo S’ - + — S(x) tiene un minimo relativo en x = 10.
S(x) ¢ 0

(B) Minimo absoluto: como S(x) es continua, decrece en 0, 40[ y crece en 140, +oo[, es evidente que el minimo
relativo es también absoluto.

Las dimensiones del envase son x =10 cm, y = 10 cm y la superficie minima es S(10) = 600 cm?.

Una empresa fabrica maquinillas de afeitar con el coste, en euros, dado por la expresion C(x) = 0.3x + 3000,
y siendo x el namero de maquinillas demandadas. El precio de venta depende del nimero de maquinillas y
viene dado por la funcién p = p(x) = 12 — 0.006x. Si el beneficio es ingresos menos costes y los ingresos son
demanda por precio, halla el precio que maximice el beneficio de la empresa. ¢A cuénto asciende?

Queremos vallar una parcela rectangular de 2400 m? de 4rea. El lado de la parcela que linda con la carretera
se hara con material de gran calidad, que resulta a 30 € cada metro lineal, mientras que los otros tres lados se
haran con material de inferior calidad, que resulta a 15 € por metro lineal. Obtén las longitudes de los lados de
la parcela para que el coste del vallado sea minimo y halla el valor de dicho coste minimo.



4.6 Curvatura

Una lente de contacto situada entre dos observadores presenta diferente forma, concava y convexa, para
cada uno de ellos. Del mismo modo, la visualizacion grafica de un maximo y de un minimo relativos
presentan curvaturas diferentes, segun desde donde miremos. Se requiere por tanto establecer un sistema de
referencia para definir estas caracteristicas.

A Posicion

Observador
Posicion /
Observador

C

Cambio de curvatura

Ademas los puntos en que cambia el tipo de curvatura de una grafica reciben el nombre de puntos de
inflexion.

El sistema de referencia que se utiliza en general en las Ciencias Sociales, y en particular en las
Econdmicas, es el origen de coordenadas (porque habitualmente las funciones utilizadas se representan
Unicamente en el primer cuadrante). Sin embargo, en algunos tipos de funciones presenta problemas por lo
gue utilizamos el sistema habitual de las Ciencias Naturales: el observador esta situado en la parte mas
alta del eje OY.

Recordamos que la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de una funcion f en x, es:

ty—f(xo) =f (Xo) (X=Xo) < TX)=F(xo)+f () X=%) VxeR

Consideramos una funcion f cualquiera y un punto X, en el que es derivable.

o Decimos que f es concava en Xo Si existe un entorno de Xp, ]Xo =8, Xo + J[, en el que la
gréfica de f esta representada por encima de la recta tangente en Xo, es decir

f(x) > T(X) Vxe]xo—9, Xo + d[, X # Xo

o Decimos que f es convexa en Xo Si existe un entorno de Xo, ]Xo =0, Xo + o[, en el que la
gréfica de f esta representada por debajo de la recta tangente en X, es decir,

f(x) < T(X) Vxe]xo—9, Xo+ d[, X# Xo

o Decimos que f tiene una inflexion en X, si en todo entorno de Xo, ]Xo =98, Xo + J[, la recta
tangente en X, atraviesa la grafica de la funcion. Sucede en dos situaciones:

(1) f(x) <T(x), paraxe]xo -0, %[ y f(x)>T(x), paraxe]xo, Xo + d[
(2) f(x) > T(x), paraxe]xo -0, X[ y f(x) <T(X), paraxe]xo, Xo + 3]

Xo X1 X2 X3
Coéncava en Xo Inflexion (tipo 1) en x;

Inflexion (tipo 2) en x; Convexa en X3




Ejemplo 11
I

Dada una funcion f, llamamos pendiente de la grafica de f en X, a la pendiente de la recta tangente a dicha grafica
en Xo. Por tanto, la funcién m(x) = f (x) proporciona la pendiente de la curva en cada punto.

x? -1

Dada la funcion f(x) = con dominio R, respondemos a las siguientes preguntas:

X +1

(A) Expresion general de la pendiente de la gréfica de f en x.

(B) ¢Para qué valores de x la pendiente aumenta?, .y disminuye?

(C) ¢Cudl es la mayor pendiente de la curva?, ¢y la menor?, ¢en qué puntos se alcanza?

X

(x®+1)%°

(B) Estudiamos los intervalos de crecimiento de la pendiente m(x). Para ello obtenemos su derivada, que es la
segunda derivada de f. El crecimiento de la pendiente de f se estudia con la segunda derivada:

(A) La pendiente de la curva en x es la derivada de f en x: m(x) = f (x) =

Cn e H1-3X7)
m(x)—f (X)— W

Estudiamos los intervalos de crecimiento de la pendiente m(x). Los puntos singulares son las soluciones de:

N

; 4(1-3x*

mx =0 < f (x)=0 % 1-3%=0 o X = -2, xp,= =
(x“+1) 3 3
Consideramos los intervalos J—oo, x,[, [ Xy, X[ ¥ ] Xz, +oo] -

En ]—oo, ;[ consideramos x=-2: m'(-2)=-0.35<0 = m= f  es decreciente en ]-o0, %[
En ]x;, x,[ consideramos x=0: m'(0)=4>0 = m=f escrecienteen |x;, x,[

En ]x,, +o] consideramosx=2: m*2)=0.35>0 = m= f es decreciente en ]2, +oo]

A

Intervalos J-oo, Xa[ | Xa, X[ | Xz, +oof \ i
Signo m' - + - X4 Xo / >
-B 2 I_\/ ;1 2 3
Pendiente m { T {

Cambio de signo de m': Si Si Min. pendiente: —1.29 Méx. pendiente: 1.29
V3 - : : 343
(C) Enx, = 3 se alcanza un minimo relativo de la pendiente m(x) con valor m(x;) = 1
V3 y : : 343
En x, = — se alcanza un maximo relativo de la pendiente m(x) con valor m(x;) = 2

Son la menor y mayor pendiente de la curva, como vemos en la grafica, y se han obtenido en los puntos en
que la pendiente pasa de crecer a decrecer. Observa que:

. El crecimiento de la pendiente equivale a curvatura concava.

. El decrecimiento de la pendiente equivale a curvatura convexa.

. Los puntos de maxima y minima pendiente son ademas los puntos de inflexion de la curva.

15 Dada la funcion f(x) = x* — 6x* + 1, obtén:
(A) El conjunto de puntos donde la pendiente de la gréfica (pendiente de la recta tangente) aumenta.
(B) El conjunto de puntos donde la pendiente de la grafica disminuye.
(C) Los puntos donde la mencionada pendiente pasa de aumentar a disminuir.



» Propiedad 3: condiciones suficientes de curvatura

Consideramos una funcion f dos veces derivable en X.
e Si f(x)>0 — fesconcavaen xo
e Si f(x)<0 — fesconvexaen X
e Si f(x)=0 — Nopodemos asegurar nada

Recordemos que la segunda derivada f " estudia el crecimiento de la primera derivada ', entonces:

e Sien un punto X, tenemos que f '(Xo) > 0, por la propiedad 1, la funcién f es creciente en X, es decir, la
pendiente de la curva aumenta. Esto solo ocurre en el caso de ser un punto donde la funcién es céncava.

e Sien un punto x, tenemos que f (Xo) < 0, por la propiedad 1, la funcion f es decreciente en X, es decir, la
pendiente de la curva disminuye. Esto solo sucede en el caso de ser un punto donde la funcién es convexa.

f'(x) creceen x, f(x) f'(x) decrece en x
(&% f(x)
S | N\
Xo Xo

e Sienun punto X, tenemos que f'(Xo) = 0 entonces X, €s un punto critico de la funcién f (x), y nada podemos
asegurar del crecimiento de esta funcion en cuestion (f en este caso) y, por tanto, nada aseguramos sobre la
curvatura de f.

Ejemplo 12
I

Estudiamos la curvatura de la funcion f(x) = §x3 —2x? +%x -3 definidaen R, en los puntos x, =1, 2, 3y 4.

Hallamos las dos primeras derivadas de f:

f"(l):%—4:—g<0 = fesconvexaenx=1

f"(2):—%<0 = fesconvexaenx=2

f'(3) = 0y la propiedad 3 no nos asegura nada, aunque en
este caso hay una inflexién.

f"(4):%>0 = fescéncavaenx =4

16  Estudia la curvatura de las siguientes funciones en los puntos indicados:

(A) f(x) =x*—x3 enlospuntosx =—2,0,1y 2. (B) g(x) = % , en los puntos x=-2,0y 2.



» Intervalos de concavidad y convexidad de una funcion

Al igual que sucedia con el estudio del crecimiento de la funcion, el estudio puntual de la curvatura no
es la solucion ideal, se requiere el estudio por intervalos.

Consideramos una funcion f definida en su dominio.
1 Hallamos los puntos singulares de f . Los suponemos ordenados: {x1, X2, X3, ..., Xn}.
2 Larecta real queda dividida por los puntos singulares en los intervalos:

la, xa[, IX1, X2[, X2, X3[, ... , ]Xn, B[, donde a puede ser —o y b puede ser +o

En el interior de los intervalos anteriores no hay puntos singulares, luego f tiene signo
constante en cada intervalo. Son los intervalos de concavidad y convexidad de la funcion.

3 Elegimos un punto x del interior de cada intervalo. Si f '(x) > 0, f es concava en dicho
intervalo. Si f (x) <0, la funcion f es convexa en dicho intervalo.

4 Si en dos intervalos contiguos la funcion cambia de tipo de curvatura entonces en el punto
singular que los separa hay una inflexion (siempre que f sea derivable en dicho punto).

Ejemplo 13
—

Hallamos los intervalos en los que la funcion f(x) = > — 4€” definida en R es céncava o convexa.

En primer lugar f es derivable en R todas las veces que necesitamos y
f'(x) = 2% — 4¢* f'(x) = 4% — 4¢*

. Hallamos los puntos singulares de f ', que son las soluciones de la ecuacién
f(x)=0 < 46%-4e*=0 < 4e*(E*-1)=0 < €=1 < x=0
. Consideramos los intervalos ]—oo, O[ y 0, +oo[, que no contienen ningun punto singular, y estudiamos el
signo de la segunda derivada en cada uno de ellos:

En J—oo, O[ consideramos x =-1: f (-1) =-0.388<0 = fesconvexa en ]—wo, O[
En ]0, +oof consideramos x =1: f'(1)=48.239>0 = fesconcava en ]0, +oo[

N

En x = 0 cambia la curvatura y f es derivable, luego hay : : : :
punto de inflexion. L e H— S e

Se sitta en el punto de la grafica I(0, f(0)) = 1(0, —3)

Intervalos J-o0, O[ 10, +oof
Signo f - +
f Convexa
Infléxion
(0,-3)

17 Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las siguientes funciones:

X X 1

(F) f(x) =

x? -1 1+e7%

(A) fx)=x> B)fx)=c¢"—e¢* (C)f(x)=xe* (D)f(x)= (E) f(x) =

x? +1



» Teorema: condicidn necesaria de punto de inflexion

Consideramos una funcion f dos veces derivable en Xg.

Si f tiene un punto de inflexionenx, = f (o) =0

Esta propiedad se deriva del hecho de que si f tiene un punto de inflexién en x, entonces cambia su curvatura en
Xo, por lo que la pendiente m(x) = f (x) de la curva pasa de crecer a decrecer, 0 al revés. Por tanto, m = f tiene en
Xo UNn M&ximo o un minimo relativo, y por la propiedad 2, aplicada am = f, su derivada es nula:

m(Xo) =f (X)) =0

Por tanto los Gnicos puntos del dominio de la funcion f (siempre que sea 2 veces derivable) en los que se puede
presentar un punto de inflexién son las soluciones de la ecuacion f (x) = 0.

» Teorema: criterio de la tercera derivada

Consideramos una funcion f derivable 3 veces en Xo.

Si f(x)=0yf (x0)=0 = ftiene un punto de inflexién en xo

e Sif(x))=0yf (xo) <0 entonces la funcion
f tiene un maximo relativo en xo, por lo que
f pasa de ser decreciente a ser creciente, es
decir, f cambia su tipo de curvatura en X,
por lo que hay inflexidn.

Inflexion

e Sif'(x)=0yf (x)>0,f pasade ser
" creciente a ser decreciente, y también hay
una inflexion.

Xo

Ejemplo 14
I

Estudiamos el tipo de curvatura de las funciones f(x) = (x — 2)* y g(x) = (x — 2)* en el punto x = 2.

(A) Obtenemos las 3 primeras derivadas de f: f'(x) = 3(x —2)?, f'(x) = 6(x —2), f (x) = 6.

Como f'(2) =0y f"(2) = 6 > 0 podemos asegurar que f posee inflexion en x = 2.

(B) Obtenemos las 3 primeras derivadas de g: g(x) = 4(x —2)%, g'(x) = 12(x —2)2, g (x) = 24(x —2).
Como g'(2) =0y g (2) =0, desconocemos si en x = 2, g es concava, convexa, o tiene una inflexion.
Recurrimos en este caso a estudiar la curvatura por intervalos. El Ginico punto singular de g " es x = 2.
Tenemos dos intervalos ]-oo, 2[ y ]2, +oo[ en donde el signo de g es constante:

Como ¢(1.9)=0.12>0 = gescoéncavaen ]-x, 2[
Como ¢g(21)=0.12>0 = gescodncavaen]2, +oof

Como la curvatura no varia en x = 2, no es un punto de inflexion. La funcién es siempre concava. Ademas,
lo que tenemos en x = 2 es un minimo de g, como podemos comprobar si estudiamos los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de g.




» Punto de rendimientos decrecientes: maxima eficiencia

Ejemplo 15

|
Un operario de una empresa trabaja 10 horas diarias. La funcién que refleja el nimero total de quintales métricos
(1 Qm =500 kg) de producto que elabora, en funcién del tiempo, es:

= _1(s 2 -
f(t) = —5(t —15t ) definida para te[0, 10]

Tras las dos primeras horas de trabajo el nimero de quintales elaborados es f(2) = 1.04 Qm (520 kg) y después de
las primeras cuatro, f(4) = 3.52 Qm (1760 kg). El namero medio de quintales métricos recogidos en los intervalos
[0, 2] y [2, 4] es la variacién media en dichos intervalos:
f(2)-1(0)
VM, 7 =
[0, 2] 2_0

Es pues mas eficiente en el segundo.

=0.52 Qm/h VMp, 4 = w =0.88 Qm/h

La eficiencia o ritmo que lleva en cada instante de tiempo se mide con la variacion instantanea (derivada en el
momento considerado). El ritmo de trabajo a las 2 y a las 4 horas es

f(t)= —%(3t2—30t) — f(2)=0.96 Qm/h y f'(4)=1.44 Qm/h

Es por tanto mas eficiente en el instante t = 4 que en t = 2; pero ¢en qué instante de su jornada lo es mas?

La eficiencia o ritmo serd maxima en el instante t en el cual se alcance el maximo absoluto de la funcion f (t):

o f'H)=0 — —5—10(6t—30) =0 — t=5 (Gnico punto singular de f)

. El maximo absoluto de f se alcanzara en t = 5 (mayor valor entre las iméagenes de 0, 5y 10):
f(0)=0Qm/h f'(5) = 1.5 Qm/h (méaxima eficiencia) /(10) =0 Qm/h

El signo de la segunda derivada nos indica los instantes en que la eficiencia f aumenta o disminuye:

Intervalos [0, 5[ 15, 10]
Signo " + -
flyf Ty Ly

En [0, 5] tenemos que ' crece mientras que en [5, 10] f decrece; en t = 5 se alcanza la maxima eficiencia o ritmo
de trabajo. Desde ese instante, el ritmo disminuye (no asi la produccion, que siempre aumenta).

En t =5 la funcidn f tiene un punto de inflexion y f* su valor maximo. Asi esta inflexion de f indica el punto
en el que la eficiencia o rendimiento f comenzara a disminuir: Punto de rendimientos decrecientes.

1 T T T T 1
H i Elritmo decrece | |
Or- S| bt 'f'.'(") """""""""""""""""
t
gl- P RS R N S N S
7 /M S SRS S S
6}- Puntode i---- ----1:-- -:----:r---- ----E—---- [ e N o B T ST RPN S
iNL ! )
5 -I_Tfl-e_xmn LT (O T S S I o I El maximo de f se alcanzaent=5 |

i . siendo su valor f'(5) = 1.5 Qm/h
i Instante de maxima S

/ | productividad: t =5.
i---3t- Punto de rendimientos ] R e Y A et e
' 1 decrecientes

18 Un montafiero realiza una excursion de 13 horas. El espacio que recorre (en km), dependiente del tiempo (en
horas), se expresa por la funcion f(t) = —0.1t> + 1.8t> + 4t. ;En qué momento se alcanza el punto de
rendimientos decrecientes?, ¢ qué significado tiene?, ¢cual es el maximo recorrido realizado?



4.7 Representacion grafica de funciones

Ejemplo 16
|
Representamos la funcién polinémica f(x) = —x* + 6x° — 8 definida en R.

Las funciones polinémicas son continuas en R, por lo que no tienen asintotas verticales. Tampoco tienen asintotas
horizontales ni oblicuas (excepto las de grados 0 y 1, que son rectas) pues

. f(x
lim ) = +o0
X—>to X

lim f(x) =+ y

X—>oo
Son funciones derivables en R por lo que el estudio de las ecuaciones
(1) f(x)=0 2 f'x=0 3) f'x)=0
proporciona los cortes con el eje OX (1), los posibles extremos relativos (2) y las posibles inflexiones (3).
(1) fx)=0 > xX'+6x*-8=0 — x=+2,+2
Los cortes con el eje OX son (-2, 0), (=2, 0), (v2,0) y (2, 0).

Estudiamos el signo de la funcién en los intervalos en que los
anteriores puntos de corte dividen la recta real:

02|

J2-v2[ | V242 | NV2.9

Signo f - + - + -

Intervalos J2.+o9

Ademas, el corte con el eje QY es (0, f(0)), es decir (0, —8).

(2 f'(x)=0 > —4*+12x=0 — x=0,%4/3
La grafica de f pasa por los puntos
intervaios | Joo.~A[ | J-B.0[ | JoB[ | JBeef | ok core maro pro oo e
Signo f* + - + _
f 0 \ 0 {
Méximo Minimo Méximo
M(-V3,1) m(0,-8) M(:3,1)
) f(x)=0 > -12x*+12=0 — x=#1
Intervalos | ? S B I+
Signo f + - +
f Céncava
Inflexion Inflexion
PI(-1,-3) PI(1,-3)

(A) () =

—x3 +6x°

(B) f(x) =

19 Representa graficamente las funciones polindmicas siguientes:

x° +5x3
10

©) f(x) = 2

x3 —3x? —12x+30

x8 —16x?

10

1B 1163 = =—



Ejemplo 17
I
Representamos la funcion racional f(x) =

2
x -1 definida en R.

x? +1

A los pasos indicados en el ejemplo anterior, afiadimos el calculo de asintotas.

¢ No existen asintotas verticales puesto que el denominador no se anula para ningin valor de la variable x.

2 2
. xc-1 .o x°-1 . . .
e Como lim = lim =1 — larectay =1 es asintota horizontal bilateral
X—>+00 X2 +1 X—>—00 XZ +1

_ 2
Las derivadas son f'(x) = % vxeRy f(x) = 122)(—+34 , VxeR.
(x“+1) (x“+1)
(1) fx)=0 - x¥*-1=0 - x=-1,1
Cortes con el eje OX: (-1, 0) y (1, 0).
Intervalos -0, =1[ -1, 1[ 11, +oof :
Signo f + - + ‘ )
El corte con el eje OY es (0, f(0), es decir, (0, —1). Ty _"'—"1'"'5'"“" ]
4 3 2 -1 e1 2 3 4
@ f'(x)=0 — 4x=0 — x=0(puntosingular) I G
------------------ B T R s Ro T T SR
Intervalos J-e0, 0 4 10, +oof o
Signo f* - + 4
f ! 0
Minimo
m(0, -1) 5 4
@) () =0 - -12+4=0 — x= ig e
Eeoc—-r—--r=d4 -—1:'——'i'-- T ===
B B B B 4 3 =2 -1 I 2 3 a4
Intervalos }—w, —?{ ‘ }—?| ?[ | }?, + oo{ A g
" m
Signo f + - + SR TP TR
f Convexa Convexa D
Inflexion Inflexion N

E-y) Py

20 Representa graficamente las siguientes funciones:

_ X _ x-1 _x*4 _ X
(A) (9 = s (B) f(x) = 71 (€) () = 4 (D) 09 = v



Ejemplo 18
E—

Una determinada poblacién crece, en un intervalo de 700 afios, siguiendo una expresion del tipo:

f(x) = . +1 WVxegl0,7]

+ e—2x+6

donde x viene medido en cientos de afios y f(x) en millones de personas. Representamos graficamente esta
funcidén conocida por exponencial de crecimiento frenado (también por curva logistica).

¢ No hay asintotas verticales porque el denominador no se anula para ningun valor de la variable x.

e No hay asintotas horizontales, porque el dominio de f solo es el intervalo [0, 7] (si el dominio fuera R,
entonces habrian dos asintotas horizontales, las rectas y = 1 e y = 6, como se intuye en la grafica).

10 @~2%+6 20 @ 2x+6 (@26 _1)

Las derivadas son f'(x) = , ¥xel0, 7[y f(x) =
(14@72x+6 2 (147246 )3

, Vxe]0, 7].

(1) Laecuacion f(x) = 0 no tiene solucion, luego no hay puntos de corte con el eje OX
fx)=0 < _ 5 L1 o 1+e%=5 o e¥F=_g
1+ e*2X+6

que es imposible, pues la funcién exponencial es siempre positiva.

Intervalos [0, 7]

Signo f +

El punto de corte con el eje OY es (0, f(0), es decir, (0, 1.012) (aproximadamente).

(2 f'(x) >0 — no existen puntos criticos, no hay extremos relativos.

Intervalos 10, 7]
Signo f' +
f 0

B fx)=0 - e*°-1=0 » e*=1 -
- -2X+6=0 —> x=3

' ' ' ‘
[ e i aiate b el

Intervalos 10, 3[ 1 13, 7]

Signo - +

f Convexa ) / Lo
Inflexion 1——1/LLLL ______

1(3,3.5)

21 Representa graficamente las siguientes funciones:

e
(A) f(x) = o

B =e"-3e+x-3  (© f=e"-d () f0= -
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Problemas del capitulo 4

Estudia el crecimiento de las siguientes funciones en los puntos x = -2, 2 y 4:

f(x) = X2 + X g(x) = In(x + 5) h(x) = Vx+3 t)=e”*t  px)=5
Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones siguientes:
(A) f(x) = x +2 9(x) = — 4x h(x) =3 — 3x — 10 () = —2 1
X“+
(B) f(x) =In(x - 5) g(x) = Jx-3 h(x) =e*° t(x) = x* — x?

La velocidad que lleva un motorista en cada instante, durante las 8 horas de recorrido, viene dada por la funcién
V(x) = —6x* + 72x. Halla los intervalos en los que va aumentando y disminuyendo la velocidad. ¢En qué intervalos
incrementa y disminuye la aceleracion?

Halla los extremos relativos de las funciones siguientes:

(A) f(x) = —%x3+x2 g(x):—%x3 X% —12x + 4 h(x) = 3x* - 4x* - 6x* + 4

(B) f(x)=—x*-3x+4 g(x) = (x +2)* h(x) =x* -6x* + 11x - 6 t(x) = (x + 3)°
2x+4 x? +1 —X 1

C) f(x) = X) = h(x) = t(x) =

(C) f(x) 2 9(x) 71 () il () i1

Comprueba el tipo de curvatura de las funciones del problema 1 en los puntos indicados.

Halla los intervalos de concavidad y convexidad de las funciones:

1.

(A) f(x) = %X‘l - EX (B) f(x) = _%xa + X2 ©) ) = 9x 10

D) f(X) = ———
X2+2 () () 1+e—2x+4

Representa graficamente las funciones de los problemas 2, 4 y 6. En algunas de ellas es necesario que calcules sus
asintotas.

Halla los extremos absolutos de las siguientes funciones en los intervalos indicados:
(A) f(x)=x3-3x"+2x en[-1, 3]. (B) g(x)=x*-6x+9 en[-1,2].
(C) f(x)=x®-x*-8x+1en]-2 2[. (D) g(x)=x*—12x*+45x + 30 en[-1, 3[.

Dada la funcion f(x) = x* + 4x® + 4x* — 8, se pide:

(A) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(B) Maximos y minimos relativos, y valor de x donde se alcanzan.
(C) Maximo y minimo absoluto de f en todo su dominio, si tiene.

Dada la funcion f(x) = (x* + x)?, se pide:

(A) Sudominio y puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(C) Maximos y minimos locales.

(D) Representacion gréafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Dada la funcién f(x) = (x — 1)%(x + 2)?, se pide:

(A) Sudominio y puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(C) Maximos y minimos locales.

(D) Representacion gréafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

Dada la funcion f(x) = x* — 6x? + 5, se pide:

(A) Puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos.

(C) ¢Hay maximo absoluto? ;Y minimo absoluto? En caso afirmativo, ¢cudl es dicho valor?
(D) Intervalos de concavidad y convexidad, y puntos de inflexion.

(E) Representacion gréafica.
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Dada la funcion f(x) = x* — 6x? + 8x, se pide:

(A) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(B) Puntos de la gréafica donde se encuentran los maximos y minimos relativos.
(C) Intervalos de concavidad y convexidad, y puntos de inflexidn.

(D) Representacion grafica aproximada.

Dada la funcién f(x) = x* — 4x, se pide:
(A) Puntos de corte con los ejes de coordenadas.
(B) Intervalos de crecimiento y decrecimiento, méaximos y minimos relativos.

(C) ¢Hay maximo absoluto? ;Y minimo absoluto? En caso afirmativo, ¢cual es dicho valor?

(D) Intervalos de concavidad y convexidad, y puntos de inflexidn.
(E) Representacion gréafica.

x> —8x +16

x? —8x +15
(A) Sudominio y puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Ecuacion de las asintotas verticales y horizontales.

(C) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(D) Maximos y minimos relativos.

(E) Representacion gréafica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

Dada la funcion f(x) = , Se pide:

2
Dada la funcién f(x) = _X2+—4X_4 se pide:
X —4x+3
(A) Sudominioy puntos de corte con los ejes de coordenadas.
(B) Ecuacion de las asintotas verticales y horizontales.
(C) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(D) Maximos y minimos locales.

(E) Representacion gréafica a partir de la informacién de los apartados anteriores.

x? +1

Dada la funcion f(x) = —

, Se pide:

(A) Sudominioy puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Ecuacion de las asintotas verticales y horizontales.

(C) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(D) Maximos y minimos relativos.

(E) Representacion gréafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

X+ 2

Dada la funcion f(x) = 32—1 , Se pide:
X

(A) Sudominio y puntos de corte con los ejes de coordenadas.

(B) Ecuacion de las asintotas verticales y horizontales.

(C) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(D) Maximos y minimos relativos.

(E) Representacion gréafica a partir de la informacion de los apartados anteriores.

3
Dada la funcion f(x) = ;(—1 , Se pide:
X

(A) Sudominio y la ecuacidn de sus asintotas.
(B) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
(C) Maximos y minimos relativos.

Comprueba que las siguientes funciones definidas a trozos son derivables en los puntos de conexidn y halla los
intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y los intervalos de concavidad y convexidad (actla

en cada rama como si se tratara de una funcion diferente).

332 3¢ si x<3 ) .
2 X -3 si x>-1
g(X)—{

f(x) = ) .
4X°+6X Sl x<-1

6X—— si x=3
2
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y > sl x<-1
Dada la funcién f(x) = 7 1+ x ;
2+x% si x>-1

(A) Estudia la continuidad y derivabilidad de f(x) en su dominio y obtén la funcion derivada.
(B) Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
(C) Calcula los maximos y minimos relativos de f(x).

3 & §iz<x<5
Dada la funcién f(x) = X :

x?-3x—-8 si5<x<7

(A) Obtén el valor de a para el que f es continua en [2, 7].

(B) Paradicho valor de a, obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

(C) Paradicho valor de a, obtén el minimo y el maximo absoluto de fen [2, 7], y el valor de x donde se
alcanzan.

X+2 Si—-2<x<0

Dada la funcion f(x) ={x* —2x+2 si0<x<3
3x-1 si3<x<5

(A) Estudia la continuidad de f en el intervalo [-2, 5].

(B) Obtén los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.
(C) Calcula los maximos y minimos absolutos de f en el intervalo [-2, 2].
(D) Calcula los maximos y minimos absolutos de f en el intervalo [-2, 5].

Halla un nimero positivo que sumado con 25 veces su reciproco obtenga un valor minimo.
Queremos construir dos parcelas rectangulares iguales y adosadas que comparten una pared comdn y cada una de
ellas con un &rea de 300 m% Obtén les dimensiones de cada parcela si la valla con la que las rodeamos cuesta 10 €

por metro lineal y deseamos un coste minimo. Obtén el valor de este coste.

La suma de las 12 aristas de un prisma recto de base cuadrada es 60 cm. Halla las dimensiones que deben tener
para que el volumen sea maximo.

Halla las dimensiones de un bote cilindrico de refresco, de un litro de capacidad, para que se construya con la
menor cantidad posible de material.

De todos los terrenos rectangulares de 900 m? de superficie, ¢cual es el que necesitara menor cantidad de metros
de valla?

Halla los valores de a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x* + ax® + bx +c, que pasa por el punto A(2, 4), tenga
extremos relativosen x = -2y enx =2,

Halla los valores de a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x* + ax? + bx + ¢ posea una inflexién de tangente horizontal
en el punto A(1, 0).

Halla una funcién polindmica de grado 3 sabiendo que pasa por los puntos A(-1, 0) y B(1, 2) y posee un extremo
relativo en el punto de abscisa x = 2.

Halla la funcién polinémica f(x) = ax® + bx? + cx sabiendo que pasa por el punto A(1, 0) y en el punto B(-1, 2)
presenta una inflexién.

Una hoja de papel debe contener 200 cm? reservada para texto. Si los margenes superior e inferior son de 2 cm y
los laterales de 1 cm, ¢qué dimensiones debe tener la hoja para utilizar la menor cantidad de papel posible?

Una piscina en forma de paralelepipedo rectangular, de base cuadrada, tiene un area de 192 m? Halla las
longitudes de sus aristas para que el volumen de agua contenida sea maximo.
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Una maquina no puede producir mas de 100 kg de sacarina durante un determinado periodo de tiempo. La funcién
de costes totales es C(x) = —0.2x* + 50x + 100, donde x representa la cantidad de kilogramos producidos y C(x) el
coste en euros. Un buen cliente de la empresa paga un precio, en funcién de la cantidad comprada, y que viene
dado por la funcion p(x) = 60 — 0.3x. Calcula qué cantidad x de kg de sacarina conviene fabricar para maximizar
el beneficio. (A cuanto ascenderia ese beneficio?

La funcion P(t) = —t* + 150t* proporciona la cantidad almacenada, en kilogramos, de un producto en el instante de
tiempo t en horas durante la jornada laboral de 8 horas. Calcula:

(A) EIl nimero de kilogramos almacenados en las 2 primeras horas y también en las 6 primeras horas.

(B) EI nimero de kilogramos almacenados entre la 2.2y la 6.2 hora.

(C) EIl nimero medio de kilogramos almacenados en el anterior intervalo de tiempo.

(D) El ritmo de almacenamiento en los instantest =3,t =4yt =5,

(E) ¢En qué momentos de la jornada laboral aumenta el almacenaje? ¢ Por qué?

(F) ¢Enqué momentos de la jornada laboral aumenta el ritmo de almacenaje?

(G) ¢Cuéndo es el ritmo de almacenamiento méximo?

Una agencia propone un viaje conjunto a 60 personas al precio de 200 euros por persona. Con el fin de obtener
mayor nimero de clientes, por cada viajero adicional, a los inicialmente propuestos, reduce en 2 euros el precio
del viaje para cada persona.

(A) Sivan 10 viajeros mas, ¢qué ingreso tendra la agencia? ¢ Le conviene que vayan 10 mas?

(B) Expresa el ingreso de la agencia en funcién del namero adicional x de viajeros.

(C) Obtén hasta qué nimero adicional de viajeros el ingreso de la agencia crece.

(D) Obtén el maximo ingreso que puede tener la agencia y el nimero de viajeros para el que se obtiene.

Una empresa dispone de 15 comerciales que proporcionan un ingreso por ventas de 5750 euros mensuales cada

uno. Se calcula que por cada nuevo comercial que contrate la empresa el ingreso de cada uno disminuye en 250

euros. Calcula:

(A) Elingreso mensual de la empresa proporcionado por los 15 comerciales.

(B) Elingreso mensual de la empresa si se contratan 5 comerciales mas.

(C) Lafuncién que determina el ingreso mensual que se obtendria si se contrataran x comerciales mas.

(D) EI nimero total de comerciales que ha de tener la empresa para que el ingreso sea maximo y el valor que
alcanzan.

Una huerta tiene actualmente 20 arboles que producen 500 frutos cada uno. Se calcula que por cada arbol
adicional plantado la produccion por arbol disminuye en 10 frutos. Calcula el nimero adicional de arboles que ha
de tener la huerta para que la produccion total de frutos sea maxima y el valor que alcanza.

El coste de fabricar x unidades de un determinado producto es C(x) = 0.1x* + 3x + 100. El precio de venta de x
unidades es p(x) = 83 — 0.3x. ¢Cuantas unidades se deben fabricar y vender para maximizar el beneficio B(x)? ;A
cuanto asciende este beneficio? ;A qué precio se venden?

Una pasteleria ha comprobado que el nimero de pasteles de un determinado tipo que vende semanalmente

depende de su precio p en euros segun la funcion n(p) = 2000 — 1000p donde n(p) es el ndmero de pasteles

vendidos cada semana. Calcula:

(A) La funcion I(p) de ingresos semanales de la pasteleria en funcién del precio p de cada pastel.

(B) El precio al que hay que vender cada pastel para obtener ingresos semanales maximos. ¢A cuanto ascenderan
estos ingresos maximos?

En un pais comienza una epidemia. EI nimero de personas que se contagia cada dia viene dado por la funcién
f(x) = —x* + 40x + 84, donde x representa el nimero de dias transcurridos desde que apareci6 la enfermedad.
Calcula:

(A) Latasa de propagacion de la enfermedad al cabo de 5 dias.

(B) EIl momento en el que el nimero de contagios deja de crecer.

(C) ¢En qué momento dejara de producirse contagios?

Llamamos x a la longitud de un lado de un rectangulo de 20 metros de perimetro.

(A) Expresa el area del rectangulo en funcion de x.

(B) Expresa la longitud de la diagonal del rectangulo en funcién de x.

(C) ¢Para qué valor de x el area del rectangulo es maxima? ¢ Cuanto mide esta area?
(D) ¢Para qué valor de x la longitud de la diagonal es minima? ;Cuanto mide?
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Queremos construir dos parcelas cuadradas independientes con un perimetro total de 160 m. En una parcela
plantaremos césped de primera calidad al precio de 3 €/m?y en la otra césped de inferior calidad a 2 €/m? Obtén
las dimensiones de cada parcela para que el coste total en césped sea minimo y halla el valor de dicho coste.

Queremos construir dos habitaciones iguales que comparten una pared comdn (adosadas), cada una con un area de
12 m? Obtén las dimensiones x e y de cada habitacién para que el material utilizado en la construccion de sus
paredes sea minimo.

Queremos construir 2 parcelas rectangulares iguales, con area de 1000 m? cada una y adosadas, que tengan un
lado comun. Si los muros exteriores de cada parcela cuestan 20 €/m y el muro interior comun cuesta 10 €/m obtén
las dimensiones de cada parcela para que el coste total de construccién de los muros sea minimo y halla el valor
de dicho coste.

Queremos construir 5 parcelas rectangulares iguales, adosadas en fila y cada una con un area de 1000 m?. Si los
muros exteriores de cada parcela cuestan 20 €/m y los muros interiores cuestan 10 €/m obtén las dimensiones de
cada parcela para que el coste total de construccion de los muros sea minimo y halla el valor de dicho coste.

El precio en euros de un diamante es igual al cuadrado de su peso en gramos. Supongamos que un diamante de 50

gramos de peso se rompe en dos trozos.

(A) Si uno de los trozos pesa 10 gramos, comprueba que tenemos pérdidas respecto al valor que tenia el
diamante antes de romperse, y calcula dichas pérdidas.

(B) Siuno de los trozos pesa x gramos, expresa las pérdidas en funcién de X, y comprueba que siempre las hay.

(C) Obtén el peso de los trozos para los cuales la pérdida es maxima y el valor de dicha pérdida.

1000

100+2—2x+100
funcion del tiempo (en meses) desde que comienza su actividad, estudia el intervalo de crecimiento de dicho
beneficio. ¢Posee maximo absoluto? ;Seran por tanto infinitos? Explica la respuesta.

Si la funcién B(x) = proporciona el beneficio obtenido por una empresa (en miles de euros) en

La calificacion que obtiene un alumno depende del tiempo (en horas) de preparacion a través de la funcion
0.2x si 0<x<20
f(x) = 1 3(x-10)
0.3x

si x>20

(A) Estudia la continuidad de la funcion.
(B) Estudia el crecimiento de las ramas.
(C) ¢En algin momento es muy rentable estudiar un poco mas?
(D) ¢Cuando tiempo de estudio se requiere para alcanzar el 10?

Se calcula que entre las 2000 y las 5000 revoluciones por minuto el consumo de gasolina de un motor viene dado
por la funcién f(x) = 2x* — 12x + 23, donde f(x) indica la cantidad de litros consumidos por cada 100 km y x viene
expresada en miles de revoluciones por minuto. Calcula:

(A) Las revoluciones en las que el consumo del motor es minimo y el valor de dicho consumo.

(B) Las revoluciones en las que el consumo del motor es maximo y el valor de dicho consumo.

La velocidad (en m/s) que alcanza un atleta, en una carrera de 200 metros, se expresa en funcién del espacio
recorrido x (en metros) a través de la expresion f(x) = —0.00055x(x — 300).

(A) ¢Qué velocidad tiene cuando ha recorrido 50 metros?

(B) ¢A qué velocidad llega a la meta?

(C) Calcula la distancia recorrida por el atleta cuando alcanza su méxima velocidad. ¢ Cual es esa velocidad?

Un ganadero ordefia una vaca desde el dia siguiente que dicha vaca ha parido hasta 300 dias después del parto. La
produccion diaria en litros de leche que se obtiene de esta vaca viene dada por la funcion:

2
f(x) = 120X —x
5000

donde x representa el nimero de dias transcurridos desde el parto. Se pide:
(A) El dia de maxima produccién y su valor.
(B) El dia de minima produccion y su valor.

+40
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Queremos construir ventanas como la de la figura, utilizando 20 metros de madera para su construccion, siendo la

longitud x de la base un valor entre 3 'y 6 metros.

(A) Expresa el area de la ventana en funcion de la longitud x de la base.

(B) De todas las ventanas posibles, obtén la de menor area y el valor de
dicha &rea.

(C) Obtén también la ventana con mayor area y el valor de dicha area.

X
El beneficio de una empresa depende de la cantidad invertida inicialmente y viene establecido por la funcion

f(x) =x3 - 3—29x2 +120x

donde las cantidades (tanto de x como de f(x)) vienen dadas en millones de euros.

(A) Sitan solo disponemos de 9 millones de euros para realizar la inversidn inicial calcula la cantidad que
debemos invertir para alcanzar el maximo beneficio.

(B) ¢Qué sucederia si dispusiéramos de 10 millones? ;Por qué?

El coste total en euros de la produccion de x litros de un determinado producto viene dado por la funcién
C(x) = 0.5x? + 5x + 800. Define la funcién que determina el coste medio por litro producido y determina con qué
produccion dicho coste medio serd minimo. ¢ Cual es el valor de dicho coste medio?

Se cree que el nimero y de unidades vendidas de un cierto producto, en funcién del precio de este producto x, en
euros, viene dado por y = 50 — x, donde el precio varia entre 0 y 50 euros. Si por cada unidad vendida se obtiene
un beneficio de x — 10 €, determina el precio x que producira un mayor beneficio, el nimero de unidades vendidas
y el beneficio obtenido.

Un restaurante abre a las 8 de la noche y cierra cuando todos los clientes se han ido. La funcién C(t) = 60t — 10t*

representa el numero de clientes que hay en el restaurante en funcion del namero de horas t que Ileva abierto el

restaurante. Se pide:

(A) EI numero méximo de clientes que van una noche al restaurante. ;A qué hora se produce este maximo?

(B) Si queremos ir al restaurante cuando haya al menos 50 personas pero no mas de 80, ¢entre qué horas
tendriamos que ir?

Una empresa de telefonia quiere lanzar al mercado una oferta de tarifa plana de Internet. Se ha realizado un

estudio que determina que si la tarifa fuera de 36 € podrian obtenerse 4800 contratos. Ademas, por cada euro

menos en la tarifa, el nimero de contratos previsto anteriormente se incrementaria en 150. Se pide:

(A) Expresa el ingreso total previsto en funcion del nimero x de euros de rebaja en la tarifa.

(B) ¢Cudl tendria que ser la tarifa para que la empresa obtuviera el ingreso maximo? ¢Cudl es éste y con cuantos
abonados se alcanzaria?

Se estima que el beneficio mensual de una fabrica de caramelos, en miles de euros, viene dado por la funcién
B(x) = —0.1x* + 2.5x — 10, cuando se venden x toneladas de producto. Se pide:

(A) Cantidad de toneladas que se ha de vender para obtener el beneficio maximo y a cuénto asciende éste.

(B) Cantidad minima que se ha de vender para no tener pérdidas.

(C) ¢Qué cantidad produce el maximo beneficio por tonelada vendida? Calcula también este maximo beneficio.

El efectivo, en miles de euros, de una oficina bancaria, durante las seis horas que permanece la caja abierta al
publico, viene dado por la expresion C(t) = 2000 — 234t + 271, siendo t “horas transcurrido desde su apertura”.
(A) ¢En qué momento hay mas dinero en efectivo y a cuanto asciende?

(B) ¢En qué momento hay menos dinero en efectivo y a cuanto asciende?

Una funcion f(x) = ax + b, definida en el intervalo [-2, 2], es tal que su funcién derivada es f'(x) = —5.
(A) ¢Qué podemos afirmar de su crecimiento?
(B) Si su valor minimo es 10, ¢cuénto valen los parametros a y b?

El rendimiento de un estudiante durante las primeras 6 horas de estudio viene dado (en porcentaje) por la funcion
R(t) = 7;)Ot
4t +9
(A) Calcula el rendimiento a las 3 horas de estudio.
(B) Determina la evolucion del rendimiento durante las primeras 6 horas de estudio (cuando aumenta y cuando
disminuye). ¢ Cual es el rendimiento maximo?

, donde t es el nimero de horas transcurridas.



64

65

66

67

68

69

Una vez obtenido el rendimiento maximo, en qué momento el rendimiento es igual a 35? Una empresa de material
fotografico ofrece una maquina que es capaz de revelar 15.5 fotografias por minuto. Sin embargo, esta capacidad
se deteriora con el tiempo de forma que el nimero de fotografias reveladas por minuto viene dado por la funcién
f(x), donde x es la antigtiedad de la maquina en afios:
155-1.1x si0<x<5
f(x) =1 5x+45
X+2

six>5

(A) Estudia la continuidad de f(x) en el intervalo [0,+oo].
(B) Comprueba que el nimero de fotografias reveladas por minuto decrece con la antigliedad de la maquina.
(C) (Es cierto que la maquina nunca revelara menos de 5 fotografias por minuto? ¢Por qué?

En una sesion bursatil el valor de una determinada accion, en euros, vino expresado por la funcion
-x+15 si0<x<3
f(x) =4 x? —8x+26 si3<x<6
2X+2 Si6<x<8

donde x representa el tiempo, en horas, transcurrido desde el inicio de dicha sesion. Se pide:

(A) Estudia la continuidad de f(x).

(B) Calcula el valor maximo y el valor minimo que alcanzé la accién y en qué momento sucedio.

(C) ¢En qué momentos de la sesion convino comprar y vender para maximizar el beneficio? ¢ Cual habria sido
éste?

La funcion siguiente representa la valoracion de una empresa en millones de euros dependiente del tiempo t, a lo
largo de los dltimos 13 afios:

5-0.1t si0<t<5
f(t)= {45+0.05(t-5) si5<t<10 .
475+0.1(t-10)> si10<t<13

Estudia en el intervalo [0, 13]:

(A) La continuidad de f(t).

(B) Elinstante t en que la valoracion de la empresa es maxima y el valor de dicha valoracion.
(C) Elinstante t en que la valoracién de la empresa es minima y el valor de dicha valoracion.

Una cadena de montaje esta especializada en la produccion de un cierto modelo de motocicleta. El coste C(x) de

produccién en euros estd relacionado con el nimero x de motocicletas fabricadas mediante la expresion

C(x) = 10x* + 2000x + 250000. Si el precio de venta de cada una de las motocicletas es de 8000 euros y se venden

todas las motocicletas fabricadas, se pide:

(A) Define la funcidn ingreso I(x) que obtiene la cadena de montaje en funcidn de las ventas de las motocicletas
producidas.

(B) ¢Cuaél es la funcion beneficio B(x) de la cadena de montaje?

(C) ¢Cuéantas motocicletas ha de fabricar para maximizar el beneficio? ;A cuanto ascendera?

La especialidad de una pasteleria es la fabricacion de cajas de bombones. El coste C(x) de fabricacion en euros
esta relacionado con el nimero x de cajas producidas mediante la funcidon C(x) = 0.1x% + 20x + 2500. Si el
precio de venta de una caja de bombones es de 80 euros y se venden todas las cajas producidas, se
pide:

(A) Lafuncion ingreso que obtiene la pasteleria con la venta de las cajas.

(B) La funcién beneficio, diferencia entre ingresos y costes de fabricacion.

(C) El nudmero de cajas de bombones que se ha de producir para maximizar el beneficio y su valor.

Se estima que el beneficio anual B(t), en porcentaje, que produce una cierta inversion esta determinado por el
tiempo t en meses que se mantiene esta inversion a través de la expresion siguiente:

36t
t? + 324

(A) Describe la evolucion del beneficio en funcién del tiempo durante los primeros 30 meses.

(B) Calcula razonadamente cuanto tiempo ha de mantenerse esta inversion para que el beneficio sea maximo.
¢Cual es el beneficio maximo?

(C) ¢Cuadl seria el beneficio de la inversion si esta se mantuviera en el tiempo de forma indefinida?

B(t) = +1, t>0
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Radio Jove ha determinado por medio de encuestas que el nimero de personas de personas que la sintonizan, entre
las 12 de la mafiana y las 12 de la noche, viene dado por la funcién S(t) =660 —231t+27t> —t*, donde t indica

las horas transcurridas desde las 12 de la mafiana.

(A) Halla la variacién media entre las 12 horas y las 15 horas.

(B) Halla la variacion instantanea a las 15 horas y la las 22 horas.

(C) (A qué horas alcanza la maxima y la minima audiencia?

(D) (Cuantos ciudadanos sintonizan la emisora a esas horas?

(E) (A qué hora se produce la mayor la tasa de variacion de la audiencia? ;Cual es esa tasa?

El beneficio de una empresa depende de la cantidad invertida inicialmente y viene establecido por la funcion

f(x) = x° - % X2 + 120x

donde las cantidades x y f(x) vienen dadas en millones de euros.

(A) Si disponemos de hasta 9 millones de euros para realizar la inversién inicial, calcula la cantidad que
debemos realmente invertir para alcanzar el maximo beneficio.

(B) ¢Qué sucederia si dispusiéramos de 10 millones de euros? ;Por qué?

Una empresa posee una demanda de azucar (en kg) en funcién del precio (en euros) dada por la funcion
D(p) = 10000 — 1000 p.
Se pide:
(A) (Cual es la demanda si el precio es 5 €?
(B) (Cual es la variacion media de la demanda en el intervalo [1, 5]? ;Qué te sugiere el resultado?
(C) (Cual es la variacion instantanea para p =3 €?
(D) Si el precio oscila en el intervalo [1, 10], ;cual es la cantidad méaxima de azicar demandado? ;A qué precio?
(E) Estudia el crecimiento y decrecimiento de esta funcion en el intervalo anterior.
(F) ¢Cual es la funcion ingreso? ;A qué precio obtiene esta empresa el maximo ingreso? ;Qué cantidad tendra
demandada en é1?

Si la funcion P(t) = —2t> + 24t* — 72t + 250 es el niimero de piezas que ha fabricado un trabajador hasta el instante

t en horas, con 2 <x <6.

(A) (Cual sera la funcion que muestre el ritmo de piezas fabricadas por hora?

(B) (A qué ritmo fabrica a las 3 horas? ;Y a las 3.5 horas? ;Y a las 5 horas?

(C) (En qué momento fabrica a mas ritmo y cudl ese ritmo? ;Qué pasa un poco antes y un poco después de ese
instante?

Un modelo para 3 meses del coste de almacenamiento y transporte de materiales en un proceso de manufactura

viene dado en euros por la funcion C(x) = 100(100+9x +%j siendo x la cantidad de toneladas de materiales.
X

(A) (Qué cantidad de materiales hacen que el coste sea minimo? ;Cual es el coste en este caso?

(B) Se llama coste marginal de producir una nueva unidad de producto (la unidad x + 1) a la diferencia de
costes C(x + 1) — C(x), es decir, al incremento de costes para poder producirla. Un valor aproximado del
coste marginal de producir la unidad x + 1 es C'(x). Calcula el coste marginal de la tonelada 101.

- . . 2x-4 . . .
Las pérdidas o ganancias de una empresa siguen la ley y = a2 siendo x los afios de vida de la empresa e y las
X+

pérdidas o ganancias en millones de euros.

(A) Determina el afio en que la empresa deja de tener pérdidas.

(B) (Pueden ser sus beneficios de tres millones de euros en algin momento? Justifica la respuesta.
(C) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion.

(D) (Cuando se alcanza el maximo beneficio?

Una empresa ha realizado un estudio acerca de su coste de produccién llegando a la conclusion de que producir x

unidades de un objeto tiene un coste en miles de euros expresado por la funcién C(x) = 0.25x* + 25x +25. La

venta de x unidades de ese objeto proporciona un ingreso en miles de euros dado por la funcion

I(x) = (30 + 0.125x)x, siendo x el nimero de unidades producidas y vendidas. Se pide:

(A) Elnumero de unidades que se deben producir para que el coste sea minimo.

(B) Calcula la funcion beneficio suponiendo siempre que se venden las x unidades producidas.

(C) Halla el nimero de unidades que se deben producir y vender para que el beneficio sea maximo y halla el
valor de este beneficio.
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Un vendedor de pdlizas de seguros tiene unos ingresos que dependen del nimero de pélizas x vendidas y esta

expresado por la funcién S(x) = 100000 + 2660x — 0.2x°. Por realizar su trabajo asume un gasto, dependiente del

namero de polizas vendidas, que viene dado por la funcién G(x) = 20000 + 500x.

(A) (Cuantas polizas debe vender para que su beneficio sea maximo? ;Cudl es este beneficio?

(B) (Cual es el beneficio marginal de vender la 52.* poliza? ;Y la 582, 60.%, 61.* y 63.2? ;Qué te sugiere el
resultado?

Soluciones de las actividades del capitulo 4

1. (A) No definida en 0, decrece en los demas. (B) Decrece en -2, -1, 0y 1, crece en 5, y en 2 hay incertidumbre.
(C) Creceen 1, 2y 5, en los demas, no esta definida. (D) Crece en todos. (E) Creceen -2y -1, decreceen1,2y5y

en 0 no definida. 2.

A B [ D E F G

A | 1—0,0[ | J-o0, —2[U12, +oo[ | J—oo, +oo[ | -1, +oo[ o0, 2[ U ]3,+00[

N | 10, +oof 1-2, 2[ J-o0, +oo] 12, 3 J-o0, +oof
H [ J K L M

| 11, 0[U 1L, +oof J-0, 0[ | T-o0, =1[UT-1,0[ | 10, +oo[

| 170, —1[UI0, 1] | Jeoo, +oo[ | J-o0, 2[U12, +oo[ | 10, +oo[ 10, 1[U 11, +oo[ J—o0, O[

3. x=-bl2a. 4. (A)m=-11/12enx=-1, M =5/12enx =1. (B) No tiene. (C) m no tiene, M = 39/4 en x = 3.
5. (A)En R:m=-1/4enx=2.5, M no tiene; en [-2, 2.5]: m=-1/4enx =25 M =20en x = -2.

(B)En R:m= —¥ enx = ?,M:Z—f enx = —?;en[—Z,Z.S]:mlz —¥ enng,mzz—6en

X=-2;M; = % enx= —?, M; =13.125enx=2.5. (C) En R : no tiene ni m ni M; en [-2, 2.5]: m = -10
enx=-2,M=18125enx=25. (D)En R: m=-32enx=4,M=0enx=0;en[-2,25]: m;=-32enx=-2,
m,=-21.875enx =25 M=0enx=0. 6.(A)En R :notiene;en[0,5]:m=3enx=0,M=13enx=5.

(BYEn R:m;=-38enx=-1,m,=16enx=2, M;=-16enx=-2,M,=38enx=1;en[0,5]:m;=0enx=0,
m,=16enx=2,M;=38enx=1,M,=6550enx=5. (C)En R:m=1enx=2, Mnotiene;en[0,5]:m=1en
Xx=2,M;=17enx=0,M,=82enx=5 (D)En R:m=0enx=0;en[0,5]: m=0enx=0, M =25/26 en x =5.
7. m=-8,n=12. 8 (A)En[0,5: m=-6enx=5yM=4enx=0;en]-1, 3[:nohay. (Bym=M=-3,en
ambos casos. (C)En[0,5]:m=0enx=2yM=9enx=5;en]-1,3[:m=0y M no existe. 9. En [0, 5]: m =-27
enx=0,yM=13enx=2y5;en[l,4]: m=5enx=1y4, M=13enx=2. 10. En R, m=-48enx=-2, M no
hay; en [-3,2]: m=-48enx=-2,M=80enx=2. 11. 1tonelada, 10/3 toneladas, 7 toneladas. 12. (A) A partir
del primer afio. (B) A los 7 afios, 6428579 €. (C) La empresa tiene pérdidas durante el primer afio, beneficios a partir
de ahi, siendo maximos a los 7 afios. Después descienden tendiendo a 5 millones de euros a largo plazo (siempre son
mayores). 13. p=6.15 €, B =2703.75 € (cuando se venden x = 975 maquinillas). 14. Lado que linda con la
carretera: 40m, el otro lado, 60m. Gasto minimo: 3600 €. 15. (A) ]-o, —=1[U 11, +oo[. (B) ]-1, 1[. (C) -1y 1.

16. (A) fconcavaenx=-2,2y 1. (B) fconvexaenx =-2y 0, concava en x = 2.




17.

A B C D E F
Céncava 10, +oo[ 10, +oo[ 1-2, +oo[ =3 ,0[U13 | +oof 1-1, O[ U 11, +oo[ J~o0,0[
Convexa | ]-o,0[ | 1-,0[ J—o0, —2[ -0, =3 [U10, V3 [ J~o0, =1[U 10, 1[ 10, +oo[

18. A las 6 horas, hasta ese instante iba aumentando su velocidad, a partir de él la disminuye (instante de maxima

@)
-15 15

velocidad del recorrido); el recorrido es de 136.5 km.
19. \

A) ()

32

20.

® ®) © © |
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Soluciones de los problemas del capitulo 4

1. Respectivamente, f decrece, crece y crece; g crece en los 3; h crece en los 3; t crece en los 3; p es constante.
2. (A) fcreceen R ; gcreceen :|—oo _—2[ U } 2 + oo|: y decrece en }_—2 i{ ; h crece en 13/2, +oo[ y decrece en

-0, 3/2[; t crece en ]—oo, O[ y decrece en 10, +oo[. (B) f crece en 15, +oo[; g crece en 13, +oof; h crece en R ; t crece

-1 1 -1 1 -
en |-, —| U |0, == decrece en |—=,0| U |—==,+x| . 3. Aumenta en ]0, 6[ y disminuye en 16, 8[; la
}wdz[}dz[y Lz[}dz w[ 0.6l ve en 1o, 8l

aceleracion disminuye en 10, 8[. 4. (A)f:m=0enx=0,M=48enx=4;g:m=4enx=2,M=5enx=1,;

h:m=-lenx= i\/E,M:Benx:O. (B)f:M:% enx = —g;g:m:Oenx:—Z;h:m: —i en

33

1 1 . .
X=2+—= 2——=/;tnotiene. (C)fnotiene;g:M=-1lenx=0;h:m=-1/2enx=1,

2
M= ——=enx=
NG 33 NG

M=1/2enx=-1;tnotiene. 5. fytconcavas en los tres puntos, g y h convexas en los tres puntos, t es constante.
6.

f g h t p
Céncava | J-oo, ~1[U 1L, +oo[ | J-o0,2[ | 1-6,0[UTV6, +oo[ | J-o0,2-42 [UJ2+ 2 , +oof -, 2
Convexa -1, 1[ 12, +0[ | J-oo,—B[UT0, V6 122 ,2+\2 [ 12, +oo[

U




v (2A) \ /
5

(2B) x5

(4A)
| Vo4 U
1 2
(4B)
—4 1 4 1\23 -3
40 L
_ (-1, 1/2) y=1
- y=1
y=2 \\
N . @ -1/2)
x=2
=10
® s
% | i i 179
203 4

8 (Aim=-6enx=-1,M=6enx=3. Bym=-7enx=2,M=9enx=0. (C) mno hay, M = >7 enx= 3

(D) m=-28enx=-1, Mno hay. 9. (A) Decrece en ]J-o, —2[U]1, O[ y crece en ]-2, —1[ U ]0, +oo[. (B) Maximo
relativo en x = -1, valor f(1) = —7; minimo relativo en x = 2 y en x = 0, valor -8 en ambos. (C) No tiene maxima
absoluto en su dominio, pero el minimo absoluto es —8. 10. (A) Df= R, puntos de corte P(0, 0) y Q(-1, 0).

(B) Decrece en ]—oo, —1[U]-1/2, O[ y crece en ]-1, —1/2[ U ]0, +oo[. (D) Minimo relativo en x = -1y en x = 0, valor
f(-1) = f(0) = 0; maximo relativo en x = —=1/2, valor f(-1/2) = 1/16. 11. (A) Ds= R, puntos de corte P(0, 4), Q(1, 0)
y Q(=2, 0). (B) Decrece en ]-oo, —2[ U]-1/2, 1[ y crece en ]-2, —1/2[ U ]1, +oo[. (D) Minimo relativo en x = -2y en
x = 1, valor f(-2) = f(L) = 0; méximo relativo en x = ~1/2, valor f(-1/2) = 81/16. 12. (A) A(0,5), B(+/5,0),

C(—«/g,O), D(1, 0), E(-1, 0). (B) Crece en]—+/3, 0[U]+/3 , +o0[, decrece en ], —+/3 [U]0, +/3 [. Minimos
relativos en x = iJ§, valor —4; maximo relativo en x = 0, valor 5. (C) No hay maximo absoluto, hay minimo
absoluto: —4, para x = /3. (D) Céncava en J-o, —1[ U ]1,+oo[; convexa en ]—1, 1[. 13. (A) Crece en ]-2, +x [,

decrece en ]—oo, —2[. Minimo relativo en x = =2, valor —24. (C) Coéncava en ]—o, —1[ U ]1,+o0[; convexa en ]-1, 1].




(D) Plenx=+1. 14. (A) A(0, 0) y B(4, 0). (B) Decrece en ]—w, 3[, crece en ]3, +oo[. Minimo relativo en x = 3,
valor —27. (C) No hay méaximo absoluto, hay minimo absoluto: —27, para x = 3. (D) Concava en ]—o, 0[ U ]2, +o0],
convexaen]0,2[.Plenx=0yx=2. 15. (A) Ds= R ~ {3, 5}, puntos de corte P(0, 16/15) y Q(4, 0).

(B) AH: y =1 (bilateral), AV: x =3, x =5. (C) Crece en ]-o, 3[U]3, 4[ y decrece en 14, 5[ U5, +x[. (D) Méaximo

relativo en x = 4, valor f(4) = 0.
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16. (A) Ds= R ~ {1, 3}, puntos de corte P(0, —4/3) y Q(2, 0). (B) AH: y = -1 (bilateral), AV: x=1,x=3.
(C) Decrece en ]-oo, 1[U 11, 2[ y crece en ]2, 3[ U ]3, +o[. (D) Minimo relativo en x = 2, valor f(2) = 0.

17. (A) Ds= R ~ {3, 3}, puntos de corte P(0, —1/9). (B) AH:y =1 (bilateral), AV: x=-3, x = 3.
(C) Crece en ]—oo, O[ ~ {— 3} y decrece en ]0, +oo[ ~ {3}. (D) Méximo relativo en x = 0, valor f(0) = -1/9.
18. (A) D= R ~ {1, -1}, puntos de corte P(0, —2) y Q(-2/3, 0). (B) AH:y =0 (bilateral), AV: x =1, x=-1.

(C) Decrece en R ~ {1, -1}. (D) No hay maximos ni minimos relativos.

16 17 18

19. (A)Ds= R~ {1, -1}, AV:x=1,x = -1, AO: y = x. (C) fcrece en J—oo, —\/5[ u }/§,+oo[ y decrece en

33

}—«/3_’, \/5[ ~ {-1,1}. (D) Méximo relativo en x = —/f3, valor f(—\/§) :_T; minimo relativo en x = /3, valor

f(Js_’) = ? 20. (A) fcreceen]l, 3[U]3, +oof, f decrece en ]—oo, 1[, m = —g enx=1, fconcavaen ]-o, 3[y
linea recta en 13, +oo[. (B) g crece en ]0, +oof, decrece en ]—o, O[, m = -3 en x = 0, g cdncava en ]—oo, —1[ U ]-1, +oo[.

(C) hcrece en 1-2, 2[ U 12, +oo, decrece en ]—oo, —2[, m = —4 en x = =2, cdncava en ]—oo, 2[ U ]2, +oo.

2X si x>-1
21. (A) Continua en R y derivable en R ~ {-1}; f'(x) = -12x S x<-1 (B) f crece en J—oo0, —1[U ]0, +oo[ y
@+x%)?

decrece en ] -1, O[. (C) Maximo relativo en x = -1, valor f(—1) = 3; minimo relativo en x = 0, valor f(0) = 2.
22. (A)a=10. (B) Decrece en [2, 5[, crece en ]5, 7]. (C) Méaximo absoluto 20 en x = 7; minimo absoluto 2 en x = 5.

23. (A) Continua en [-2, 5] ~ {3}. (B) Decrece en ]0, 1[ y crece en [-2, O[ U ]1, 5[. (C) Méaximo absoluto 2 en
x =0y 2; minimo absoluto 0 en x = —2. (D) Méaximo absoluto 14 en x = 5; minimo absoluto 0 en x = -2. 24. 5.

25. 15x20m; 120 €. 26. Todas miden5cm. 27. r= i dm, h= i/z dm. 28. x=y=30m.
Y

$on
29. a=-8,b=0,c=20. 30. a=—3,b=3,c=—1. 3l. a=1,b=—3,¢=0,d=4. 32. a=1/3,b=1,¢c=—4/3.
33. 12x24cm. 34. 8,8y4m. 35. 50kg; 150 €. 36. (A)584 kgy 4104 kg. (B) 3520 kg. (C) 880 kg/h.
(D) 792, 944 y 1000 kg/h. (E) Siempre, pues la derivada es siempre positiva. (F) En [0, 5]. (G) 1000 kg/h, alas 5 h.
37. 12600 €, si. (B) f(x) = —2x*+ 80x + 12000. (C) Hasta 20 personas més. (D) 12800 €. 38. (A) 86250 €.
(B) 90000 €. (C) f(x) = (15 + x)(5750 — 250x). (D) 19 comerciales, 90250 €. 39. 15 &rboles adicionales;
produccién maxima 12 250 frutos. 40. 100 unidades; 3900 €; 53 €/u.




41. (A) I(p) = p(2000 — 1000p). (B)p=1¢€,1(1)=1000€. 42. (A) 30 personas/dia. (B) 20 dias. (C) 42 dias.

43. (A) AKX) = 10x — %2 (B) D(x) = V2x2 —20x+100 . (C)x=5m,A=25m% (D)x=5m, D= /50 m.

44. Ellado de la primera parcela 16 m y 24 m para la segunda. Coste minimo 1920 €. 45. x=3m,y=4m.

46. 25 m x 40 m. Coste 4000 €. 47. 20 m x 50 m; 8000 €. 48. (A) Precio sin romper: 2500 €, precio al romper:
1700 €; pérdidas: 800 €. (B) p(x) = —2x* + 100x > 0 en [0, 50]. (C) Peso: 25 gramos cada uno; pérdidas: 1250 €.
49. Siempre es creciente, por tanto no hay maximo absoluto, pero como B(x) tiende a 10 cuando X tiende a +o, el
beneficio no supera los 10 miles de €. 50. (A) Discontinua en x = 20. (B) Crecen ambas. (C) Si, al pasar de 20
horas. (D) No se alcanza, hay una asintota horizontal eny = 10. 51. (A) 3000 rev/min, 5litros. (B) 5000 rev/min,

13 litros. 52. 6.875m/s. (B) 11m/s. (C) 150 m, 12.375 m/s. 53. (A) A los 60 dias, 40.72 litros. (B) A los 300

10x — X2

dias, 29.2 litros. 54. (A) A(X) = . (B)x=3,y=35A=105m?% (C)x=5y=25 A=125m>

55. (A) 5 millones. (B) EI maximo se alcanza en 10 millones que es el extremo del intervalo.

56. f(x) = X =0.5x + 5+ 800 ; 40 litros; 45 €/1. 57. A 30 €; 20 unidades; 400 € de beneficio.
X X

58. (A) 90 clientes a las 11 de la noche. (B) Entre las 9 y las 10 de la noche y entre las 12 de la noche y la 1 de la
madrugada.  59. (A) I(x) = —150x? + 600x + 172800. (B) 34 €; 173400 €; 5100 abonados. 60. (A) No tiene
méximo. (B) 20 toneladas. (C) 10 toneladas; 0.5 miles de euros por tonelada. 61. (A) En la apertura, 2000 miles de
euros. (B) A las 13/3 horas de la apertura, 1493 miles de euros. 62. (A) Es decreciente en el intervalo. (B) a = -5,
b=20. 63. (A)46.67 %. (B) El rendimiento crece hasta las 1.5 horas y decrece desde las 1.5 horas hasta las 6 h.

El maximo rendimiento es del 58.33 %. 64. (A) Es continua en [0, +o0[. (B) Como f'(x)=—1.1si0<x<5,y

vy =35
f(X)_(><+2)2

maquina. (C) Si, porque f es siempre decrecientey lim f(x) = lim
X—>+00 X—>+0

si x > 5, f es siempre decreciente y el nimero de fotografias decrece con la antigiiedad de la

5x +45
X+
65. (A) f es continua en [0, 8]~{3}. (B) Valor maximo: 18, cuando x = 8; valor minimo: 10, cuando x = 4.

=5, por tanto f(x) > 5 siempre.

(C) Convino comprar a las 4 horas y vender a las 8 horas; beneficio: 18 — 10 = 8 €/accién. 66. (A) f es continua en
[0, 13]. (B) t = 13, maxima valoracion de 5.65 millones de euros. (C) t = 5, minima valoracion de 4.5 millones de
euros. 67. (A) I(x) = 8000x. (B) B(x) = —10x? + 6000x — 250000. (C) 300 moatos, con un beneficio de 650000 €.
68. (A) I(x) = 80x. (B) B(x) = —0.1x? + 60x — 2500. (C) 300 cajas, 6500 €. 69. (A) El beneficio inicial es del 1 %,
crece hasta los 18 meses y decrece desde los 18 meses hasta los 30 meses, donde el beneficio seria del 1.88 %.

(B) La inversion se ha de mantener 18 meses y el beneficio maximo seria del 2 %. (C) El beneficio se aproxima al

1 % cuando el tiempo tiende a +o.  70. (A) Pierde 159 oyentes/h. (B) Pierde 96 oyentes/h y gana 9 oyentes/h
respectivamente. (C) Maxima audiencia a las 12 de la mafiana, minima a las 7 de la tarde. (D) 660 y 23 oyentes
respectivamente. (E) A las 9 de la tarde con 12 oyentes/h. 71. (A) 5 millones de euros con el que alcanzariamos
237.5 millones de € de beneficio. (B) El maximo absoluto ya no estaria en x = 5 sino en x = 10 y se alcanzaria 250
millones de beneficio. 72. (A) 5000 kg. (B) —1000 kg/€, por cada euro que se incrementa el precio la demanda cae
en 1000 kg. (C) —1000 kg/€. (D) 9000 kg a 1 €. (E) Decrece en todo el intervalo. (F)I(p)=p - D(p);p=35€,

D(5) = 5000 kg. 73. (A) P’(t) = —6t? + 48t — 72. (B) 18, 22.5 y 18 piezas/h. (C) A las 4 h, a 24 piezas/h. Pasa de
aumentar el ritmo a disminuirlo (se llama punto de rendimientos decrecientes, es decir, en un punto de fatiga y
aunque sigue fabricando piezas lo hace a menor ritmo). 74. (A) 4 toneladas, coste: 17200 €. (B) C’(100) = 898.56
euros, la tonelada 101 tiene este coste afiadido sobre la tonelada 100. 75. (A) A partir del segundo afio. (B) No, la
funcion es creciente y con AH: y = 2, por lo que nunca alcanzara el valor 3. 76. (A) El coste es minimo cuando no
se produce; 25 miles de €. (B) B(x) = -0.125x? +5x — 25. (C) 20 unidades, 25 miles de €. 77. (A) x = 60 pélizas,
beneficio de 208880 €. (B) df(51) = 599.4 €; df(57) = 210.6 €; df(59) = 71.4 €; df(60) = 0 €; df(62) = —146.4 €.
Vender una poliza mas proporciona beneficio hasta alcanzar las 60 pdlizas, a partir de ahi no conviene vender mas

polizas.
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3.1 Variables aleatorias discretas

En cualquier experimento aleatorio, los sucesos de interés suelen estar relacionados con cantidades
numéricas, como por ejemplo el numero de caras al lanzar 3 monedas, el tiempo de espera en una
determinada cola, etc. Estas cantidades numéricas se expresan mediante variables, Ilamadas variables
aleatorias, en las que podemos definir conceptos tan conocidos como la media y la varianza.

> Variables aleatorias

Consideramos un experimento aleatorio de espacio muestral Q.

Llamamaos variable aleatoria X a una correspondencia X: Q — R que a cada resultado posible
o del espacio muestral Q le asocia un tinico numero real.

El conjunto de todos los nimeros reales que toma la variable aleatoria X se llama rango, Rx:
Rx = {X(®): ®eQ}
Clasificamos las variables aleatorias segun el nimero de valores de su rango:

« Siel rango Rx es un conjunto finito o infinito numerable, la variable se llama discreta.

o Siel rango Rx es un intervalo de nimeros reales, la variable se dice que es continua.

Ejemplo 1
]
o Consideramos el experimento aleatorio de lanzar dos dados. El espacio muestral Q contiene 36 resultados:

11 12 21 (13) 31 (22 14 G1) 23) (32 (15 (1)
24) (42) (3,3) (1,6) (6,1) (25 (52) (3,4) (43) (2,6) (6,2) (3,5
(5,3) (44) (3,6) (6,3) (45) (54) (46) (6,4 (55) (56) (6,5 (6,6)

Definimos la variable aleatoria X: “suma de puntos obtenidos con los 2 dados”.
X asocia a cada resultado del espacio muestral un nimero, la suma de los puntos de cada dado. Por ejemplo:

1,1) » 1+1=2 < X(L,1=2
1,2) - 1+2=3 < X(1,2)=3

(6,6) > 6+6=12 < X(6,6)=12
El rango de X, o conjunto de todos los valores posibles, es:
Rx={2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12}
Como Ry es un conjunto finito la variable X es discreta.
e Esperamos una llamada telefénica que se producird entre las 10 y las 11 horas de forma que suponemos
aleatoria. El espacio muestral podemos considerarlo como:
Q =10, 11]
Definimos la variable X: “tiempo que esperamos hasta recibir la llamada”.
El rango de X es Ry = [0, 1] y, por tanto, X es una variable continua.

La variable X transforma cada resultado de Q (instante de tiempo en que se produce la llamada) en un nimero
entre 0 y 1 (tiempo que hemos esperado) mediante la expresion:

X(®) = @ — 10, para cualquier ®eQ




> Sucesos relacionados con una variable aleatoria

Consideramos una variable aleatoria X definida sobre Q y un valor x de su rango Ry.

Representamos por {X = x} al suceso de Q que contiene los resultados para los que la variable X
toma el valor X, es decir:
{X=x}={0eQ/ X(w) = x}

Representamos por {X < x} al suceso de © que contiene los resultados para los que X toma
valores menores o iguales que X:
{X<x}={weQ/ X(w) £ x}

Representamos por {a < X < b} al suceso que contiene los resultados para los que X toma todos
los valores entre a y b:
{a<X<b}={weQd/a< X(w) <b}

De igual forma se definen los sucesos {X < x}, {X > x}, {a < X < b}, y otros parecidos.

Ejemplo 2
E—

Consideramos de nuevo la variable aleatoria X: “niimero total de puntos al lanzar dos veces un dado”.

e Elsuceso {X =2} se lee: “el nimero total de puntos obtenido es 2”, y contiene todos los resultados para los
que la suma de puntos es 2 (solo uno, en este caso):

X=23={1 1)}

Esto permite clasificar todos los resultados de © en sucesos incompatibles:

X=3}={12), (2 1)} {X=8}={(26).(6 2),(3,5),(53), (4 4}
X=4}={13).61),. (22} {X=9}={@.6).(6,3),(4,5).,(5,4)}
X=5}={14),(41),(273),3 2} {X=10}={(4.6), (6,4), (5, 5)}
X=6}={(15).(51).(24), (42,63} {X=11}={(5,6), (6, 5)}
{X=7}={(1.6).(6,1),(2,5).,(5,2), 3, 4. (4 3)} {X=12}={(6.6)}

e Elsuceso {X <5} selee: “el nimero total de puntos obtenido es menor o igual que 5
X<51={11).(12),(21).(1,3),(22),36 1). (14, 41.(23),6 2}
Este suceso se expresa también por {X <5} ={X =2}U{X =3}U{X =4}U {X =5}

e Elsuceso {3 <X <5} se lee: “el nimero total de puntos obtenido es mayor que 3 y menor o igual que 5”:
{3<X<5}={(1,3),(2,2),(31),(1,4),(41),(23), (3,2}
Se expresa también por {3 < X <5} ={X=4}U{X =5}.

1  Paralavariable aleatoria X del ejemplo 2, expresa los resultados de que constan los sucesos:
(A) {X>8} (B) {4<X<6} (C) {4<X<6} (D) {X<35}
Expresa también los anteriores sucesos como unién de sucesos de la forma {X = x}.
2 Halla las intersecciones o uniones de sucesos siguientes para la variable X del ejemplo 2:
(A) {XZ51N{X=23} (B) {XS<2}U{X<3} (C) {X=3}U{X=4} (D) {X=2}N{X=4}

3  En el experimento de lanzar dos veces una moneda expresa el espacio muestral, los valores de la variable
aleatoria X: “ntimero de caras al lanzar dos veces la moneda” y los sucesos de la forma {X = X}.



3.2 Distribucion de probabilidad de unav. a. discreta

La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta es cualquier expresion que relaciona
los valores de la variable y las probabilidades de los sucesos relacionados con dichos valores.

La més utilizada es la llamada funcién de cuantia de una variable discreta. Conocida dicha funcion
podemos obtener la probabilidad de cualquier suceso.

» Funcién de cuantia de una variable discreta

Consideramos una variable aleatoria discreta X definida sobre un espacio muestral Q siendo su
rango Ryx; llamamos funcion de cuantia de la variable X a la funcion f: R — R definida por:

f(x) = P(X = x), para todo xe R

Ejemplo 3
—

Consideramos de nuevo el experimento aleatorio de lanzar dos dados del ejemplo 2. Obtenemos la funcién de
cuantia de la variable X: “numero total de puntos obtenidos con los dados” y su representacion gréfica.

El espacio muestral Q del experimento aleatorio contiene 36 resultados:

11 12 21 (13) 31 (22) 14 G1 23 (32 (15 (1)
(24) (42) (33) (1,6) (6,1) (25 (52) (B34 (43) (2.6) (6,2) (35
(5.3) (44) (36) (6,3) (45 (54) (46) (64) (55) (56) (6,5 (6,6)

Cada uno de los 36 resultados es igualmente probable; por tanto podemos calcular las probabilidades con la regla

de Laplace:
X=23={1 1)} - f(2)=P(X=2)= %
{X=3={(1,2), (2 1)} S f(3)=P(X=3)= %
{X=4={(1,3), 3, 1), (2,2} S f(#)=P(X=4)= %
4

{X=5}={(1,4),(41),(2,3),3,2} > f5=P(X=5= %

De esta forma rellenamos todos los valores de la siguiente tabla. Observa que la suma de las probabilidades es 1.
En la gréfica siguiente representamos los valores de X en el eje OX y sus probabilidades en el eje OY.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 | Total
P(X=x) | 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 1

7136

6/36

5/36 |---

4/36

3/36

2/36 f---

1/36

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12




> Propiedades

(A) 0<f(x)<1
(B) Sdlo los valores del rango Rx tienen probabilidad no nula, o equivalentemente:
si xgRx entonces f(x)=0
(C) Lasuma de las probabilidades de todos los sucesos de la forma {X = x} es igual a 1:

2 f) = X P(X=x) =1

xeRy XeRy
Ejemplo 4
|
Tenemos un llavero con 5 llaves indistinguibles y 2 de ellas abren una puerta. Obtenemos la funcion de cuantia de
la variable:

X: “ntimero de intentos hasta abrir la puerta”

Suponemos que cada vez que no abrimos con una llave la eliminamos del llavero. EI nimero méaximo de intentos
es 4, en el caso de que eligiéramos primero las 3 llaves que no abren. El rango de X es:

Rx={1,2,3,4}
Para calcular la probabilidad de cada valor del rango, definimos los sucesos:

E;: “tenemos éxito (abrimos) en la eleccion i-ésima”,
F;: “tenemos fracaso (no abrimos) en la eleccién i-ésima”, i=1, 2, 3, 4.
Deducimos:

fQ)=P(X=1)=P(E) = % , pues corresponde a elegir una de las 2 llaves que abren.

3 2 3 N
f(2) = P(X = 2) = P(FL1NEy) = P(Fy) - P(Ex/Fy) = 7 = 0 que corresponde a elegir primero una de las 3
llaves que no abren y después una de las 2 llaves que abren, cuando ya nos quedan 4 llaves. Del mismo modo
obtenemaos:
3 2 2 2
f3)=P(X=3)=P(F1NF,NEz)= = - = - = = —.
@=P(X=3)=PFNFNE)= = 3~ 2=
1 1
f(4)=P(X=4)=P(FlszﬁF3ﬁE4)=§ 2.1 -E=— 4110

5 4 3 2 10

-, , 3/10
La funcion de cuantia de X es

2/10

1/10

X; 1 2 3 4 Total
f(x)) | 4/10 | 3/10 | 2/10 | 1/10 1

4  Calcula el rango y la funcién de cuantia de la variable aleatoria del ejemplo anterior en el caso en que
tenemos 4 llaves de las que solo una abre una puerta, en los siguientes casos:
(A) Sitras cada intento fallido, eliminamos la Ilave que no abre.
(B) Si tras cada intento fallido, no eliminamos la llave que no abre.

5  Lafuncidn de cuantia de una variable aleatoria X se puede expresar como f(x) = px, parax =1, 2, 3, 4, 5.
(A) Calcula el valor de p para que la anterior funcion sea de cuantia.
(B) Calcula las siguientes probabilidades: P(X < 2), P(X < 2), P(X > 2), P(X > 2), P(1 < X < 3),
P(1<X<3),P(1<X<3),P(1<X<3),P0.5<X<35).



3.3 Esperanza de una variable aleatoria discreta

Todos los conceptos que utilizdbamos para resumir la informacién contenida en la distribucién de
frecuencias de una variable estadistica, como la media, la varianza, la mediana, etc., pueden ser definidos de
forma analoga para resumir la informacion que sobre una variable aleatoria a partir de su distribucion de
probabilidades. Nos vamos a limitar a desarrollar los conceptos de esperanza y varianza, los mas utilizados,
por sus muchas propiedades matematicas.

» Definicion de esperanza

Llamamos esperanza de la variable aleatoria X, que representamos por E(X), a la suma de todos
los valores de la variable multiplicados por sus probabilidades:

E(X) =X1-p1+ Xz P2+ Xsg-P3+ =+ +Xn-Pn
siendo p1, p2, P3, ---, Pn las respectivas probabilidades de los valores X1, X2, X3, ..., Xn.
Si utilizamos los sumatorios la definicion de esperanza se escribe de diferentes formas:

EX)= Y P = T xP(X=x) = ¥ xf(x)

i=1 XeRy XeRy

La esperanza de X se llama también valor esperado, valor medio o media de X.
Como la suma de las probabilidades de todos los valores del rango Rx es igual a 1:
Prt+p2tps +-+py=1
E(X) es una media, de los diferentes valores de la variable X, ponderada por sus probabilidades:

E(X) =Xy - pr+Xo- P2+ Xg-P3t o+ Xy Pn

Ejemplo 5

|
En sus inicios, el concepto de esperanza aparecid ligado a los juegos de azar, porque los jugadores querian
conocer lo que “esperaban” ganar en el juego. Consideramos el experimento aleatorio de lanzar dos dados y
anotar el nimero de puntos obtenido. ¢Que esperamos obtener como resultado?

El espacio muestral Q del experimento aleatorio contiene 36 resultados:
11 (1,2 2,1) (1.3) 31 (22) (14 41) (23) (3,2 (15 (51)
24 42) (33) (1.6) (6,1) (25 (5.2) (34) (43) (2,6) (6,2) (3,5
(5,3) (4,4) (3,6) (6,3) (45 (54) (46) (6,4) (55 (56) (6,5 (6,6)

Los posibles valores de la variable X: “nimero de puntos al lanzar dos dados” y sus probabilidades estan en las
dos primeras filas de la tabla siguiente. La tercera fila contiene los célculos iniciales para obtener E(X):

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 | Total
pi 1/36  2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36 1
Xi-pi | 2/36 6/36 12/36 20/36 30/36 42/36 40/36 36/36 30/36 22/36 12/36| 7

L 1 2 3 1
E(X): Xi'pi:2'_+3'_+4'_+"'+12'_:7
gz: 36 36

36 36




Ejemplo 6
|
Una loteria consta de 10000 nimeros (del 0000 al 9999) y reparte los siguientes premios:

1000 € al que coincide con el nimero premiado.
100 € al que coincide en las 3 ultimas cifras.

10 € al que coincide en las 2 ultimas cifras.

1 € al que coincide solo en la Gltima cifra.

Si el precio de cada nimero es de 5 €, ;qué cantidad esperamos ganar?
Si llamamos X: “cantidad de dinero recibido por nimero”, el rango sera:
Rx = {0, 1, 10, 100, 1000}

Calculamos la probabilidad de cada valor de la variable X.

Cada una de las cifras tiene probabilidad % de coincidir con la premiada y % de no coincidir:

1 1 .
P(X=1000)= — + — + — + — =0.0001 (Acertar las 4 cifras.)
10 10 10 10

P(X=100)= — - — - o o =0.0009 (Acertar las 3 ultimas cifras y no la primera.)

P(X=0)= =0.9 (No acertando la dltima cifra no se recibe premio alguno.)

10

La tabla de la funcién de cuantia es:

X 0 1 10 100 1000 | Total
P(X =x) 0.9 0.09 0.009 0.0009 0.0001 1

Observamos que la suma de todas las probabilidades debe ser igual a 1:
0.9 +0.09 + 0.009 + 0.0009 + 0.0001 =1
La esperanza de la variable X es la suma de todos los valores de X multiplicados por sus probabilidades:
E(X)=0-09+1-0.09+ 10 -0.009 + 100 - 0.0009 + 1000 - 0.0001 = 0.37

Esperamos ganar 0.37 €, y teniendo en cuenta que nos gastamos 5 € en adquirir el nimero, en realidad esperamos
perder 4.63 €.

6  Lanzamos un dado; si obtenemos un ndmero par recibimos tantos euros como indica el nimero del dado pero
si obtenemos un ndmero impar, pagamos tantos euros como indica el dado. ;Cuanto dinero esperamos ganar?

7  Repite la pregunta de la actividad anterior si lanzamos dos dados observando la suma de los puntos obtenidos.
8  Calcula el nimero medio de caras que esperamos obtener al lanzar 4 veces una moneda.

9  Calcula el nimero de intentos que esperamos realizar hasta abrir una puerta con las llaves de un llavero que
tiene 5 llaves si al elegir una Ilave que no abre la eliminamos del llavero, en los siguientes casos:
(A El llavero contiene una Unica llave que abre la puerta.
(B) El llavero contiene dos llaves que abren la puerta.



3.4 Varianza de una variable aleatoria discreta

En estadistica descriptiva la varianza es un concepto utilizado para medir el grado de dispersién de los
valores de una variable respecto de su media, y se define como la media aritmética de las diferencias
cuadraticas entre los valores de la variable y dicha media. Para las variables aleatorias tenemos el mismo
concepto con una definicion parecida.

» Definicion de varianza y desviacion tipica

Llamamos varianza de la variable aleatoria X, que representamos por Var(X), al valor esperado
de las diferencias cuadraticas entre los valores de X y su esperanza E(X):

Var(X) = E(X-E(X) )

Si p1, p2, Ps, ..., Pn SON las respectivas probabilidades de los valores X1, X2, X3, ..., Xn:
n

Var(X)= Y. (x —E(X))* - p; = (x, ~E(Q)? - Prt - + (x, ~E(Q))’ - Pn
i=1

Llamamos desviacion tipica de X, o(X), a la raiz cuadrada positiva de la varianza:

o(X) = / Var(X)

» Definicion operativa de la varianza

La férmula que obtenemos a continuacion es mucho mas sencilla para calcular la varianza que la de su
definicion y es la utilizada habitualmente.

Var(X) = E(X*) - E(X)?
siendo

n
E(X)= 2 X;*P; = X1-Pr+Xa-P2+Xg-Pa+ oo+ Xn- Py
i=1

2 2 2 2 2
Xi*Pi =X; ~P1t X5 P2t X3Pt -+ X, - Pn

E(X?) = )

n
i=

Por la formula del cuadrado de un binomio, expresamos:
(x; —~E(X))* =% = 2% - E(X) + E(X)?

n
Si sustituimos esta expresion en Var(X) = Z (x; — E(X))? - p; y separamos en 3 sumandos, obtenemos:
i=1

var(x) = Zn: x{ - pi —2E(X) Zn: Xi - p; +EX)’ Zn: Pi
i=1 i=1 i=1

E(X?) E(X) 1
Obtenemos:
Var(X) = E(X?) — 2E(X) - E(X) + E(X)? - 1 = E(X?) - 2E(X)? + E(X)* = E(X?) — E(X)?

Por tanto Var(X) = E(X?) — E(X)°.



Ejemplo 7
|
Tenemos una urna que contiene 2 bolas blancas y 3 bolas negras. Calculamos la esperanza de las variables:
X: “numero de bolas blancas en dos extracciones sin reemplazo”.

Y: “numero de bolas blancas en dos extracciones con reemplazo”.

Calculamos la funcidn de cuantia de X. Si las extracciones son sin reemplazo:

32 3
P(X=0)=P(N;NNy) =P(Ny) - P(N/N)) = 2. 2 = = |
(X=0)=P(N1NN2) =P(Ny) - P(No/Ny) = = 2 =
23 32 6 21 1
P(X=1)=P(BiNNy) +P(N;NBy)==-= + =-= = — yP(X=2)=P(B;NBy)==-==—
( ) =P(B1NNy) + P(N; 2)54 5410)/( ) =P(B1 2)5410
Calculemos la funcidn de cuantia de Y. Como las extracciones son con reemplazo:
P(Y = 0) = P(Ns 1 Ny) = P(Ny) - P(N) = -5 = 2
1 2 1 2 5 5 25:
23 32 12 2 2 4
P(Y=1)=P(BiNNy) +P(NjNBy)==-= + =-= = = yP(X=2)=P(B;NBy)==-==—.
( ) =P(B1NNy) + P(N; 2)55 55 25Y( ) =P(B1 2)5525

Ambas variables tienen la misma esperanza pero la distribucion de probabilidad de X estd mas concentrada
alrededor de la media que la de Y como vemos en sus funciones de cuantia:

X 0 1 2 Total y 0 1 2 Total
P(X =x) 03 06 0.1 1 P(¥=y) | 036 048 0.16 1

EX)= Y x:P(X=x)=0-03+1-06+2-01=0.8
XeRy
E(Y)= Y y-P(Y=y)=0-036+1-048+2-0.16 =08
yeRy
La mayor concentracién de las probabilidades de la variable X se traduce en que la varianza de X es menor que la
de Y. Utilizamos la formula operativa de la varianza para comprobar este hecho:

3 6 1
E(X?) = x2 . P(X=x) =0%- = +12. — +2%. — =1
> X;*X ( ) 10 10 10
9 12 4
E(Y?) = Z.P(Y=y) =0% — +1%. = +2%. — =112
3 y§vy =y 25 25 25
Las varianzas de X e Y son:
Var(X) = E(X?) - E(X)?=1-0.8=0.36 Var(Y) = E(Y?) - E(Y)*=1.12-0.8°=0.48

10 Calcula la funcién de cuantia, la esperanza y la varianza de la variable X: “nimero de puntos obtenido al
lanzar un dado”.

11 Repite las preguntas de la actividad anterior, si el dado estda fabricado de forma que tenemos igual
probabilidad de obtener el 1 que el 6, doble probabilidad de obtener el 2 o el 5 y quintuple probabilidad de
obtener el 30 el 4.

12  Tenemos dos urnas que contienen bolas numeradas de la siguiente forma:
e Laurna 1 contiene 5 bolas con los nimeros 1, 2, 3, 4, 5.
e Laurna 2 contiene 10 bolas con los nimeros 1, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 5.
Extraemos una bola de cada urna y definimos las variables:
X: “nimero de la bola extraida de la urna 1” € Y: “numero de la bola extraida de la urna 2”.

Calcula las funciones de cuantia de ambas variables, sus esperanzas y varianzas.



3.5 Ladistribucion binomial

Es una de las distribuciones de probabilidad mas comin en Estadistica. Son muchos los experimentos
aleatorios que presentan las condiciones de la distribucion binomial. Vamos a expresarlas y a obtener, de
forma general, una formula para el célculo de probabilidades en experimentos aleatorios que las verifiquen.

De un experimento aleatorio consideramos un suceso que llamamos A.
Diremos que tenemos éxito si el suceso A ocurre o se verifica y fracaso si A no se verifica.

e Laprobabilidad de éxito es p = P(A).
e Laprobabilidad de fracasoesq=1-P(A)=1-p.

Del experimento hacemos n pruebas independientes, llamadas experiencias, y definimos la
variable aleatoria:

X: “numero de éxitos en las n experiencias”.

En estas circunstancias diremos que la variable aleatoria X sigue una distribucion de
probabilidad llamada binomial de pardmetros n'y p, que representamos por X ~ B(n, p).

Un examen tipo test consta de 5 preguntas con 4 alternativas por pregunta de las que solo una es correcta. Un
estudiante decide responder todas las preguntas al azar. Definimos la variable aleatoria:

X: “n0mero de preguntas acertadas en el test de 5 preguntas”.
Nos encontramos en las condiciones de la variable binomial:
e El experimento consta de 5 experiencias que son las 5 preguntas del test.
e Las experiencias son independientes porque las preguntas son contestadas al azar.

e En cada experiencia Illamamos éxito a acertar la respuesta y fracaso a no acertarla; como en cada pregunta
. - s 1 3
hay 4 alternativas y solo una correcta, las probabilidades de éxito y fracaso son en este caso: p = 1 yq= 1

Decimos que la variable X sigue una distribucion binomial con pardmetrosn=5y p = % X~B [5, %j .

» Caracteristicas de la variable binomial

Si X sigue una distribucion binomial, X ~ B(n, p):
e La funcién de cuantia es:

f(x) =P(X=x) = [2) . p* - g™, parax=0,1,2, .., 0N

o Laesperanza es el nUmero de experiencias por la probabilidad de éxito:
EX)=n-p
o Lavarianza es el niUmero de experiencias por las probabilidades de éxito y de fracaso:
Var(X)=n-p-q

No vamos a ver la demostracion general de los anteriores resultados pero lo haremos en el caso
particular del siguiente ejemplo.



Ejemplo 8

13

14

15

Consideremos nuevamente la variable aleatoria X: “numero de preguntas acertadas en el test de 5 preguntas”
que sigue una distribucion binomial, X ~ B (5, ﬂ . Obtenemos su funcién de cuantia, esperanza y varianza.
Como ejemplo, deducimos la probabilidad del suceso:
{X = 2}: “el nUmero de preguntas acertadas es de 2”.

Llamamos: Ei: “en la experiencia i-ésima tenemos éxito” — P(E)=p=1/4, parai=1,2,3,4,5.

Fi: “en la experiencia i-ésima tenemos fracaso” — P(F)=q=3/4, parai=1,2,3,4,5.
Podemos obtener 2 éxitos en las 5 pruebas consiguiéndolos en las primeras 2 pruebas y fracaso en las 3 restantes:

P(E:NE,NFsNFsNFs) =P(Ey) - P(Ey) - P(F3) - P(Fa) - P(Fs)=p-p-q-q-q=p"-q° (1)
Pero hay 10 formas de obtener 2 éxitos y 3 fracasos:
EEFFF EFEFF EFFEF EFFFE FEEFF FEFEF FEFFE FFEEF FFEFE FFFEE

Este nimero de formas es el de las permutaciones con repeticion de 5 elementos, de los que 2 son iguales entre si
y los 3 restantes también son iguales entre si:

23_ 5! _ [ _
PRZ _—2!3!_[2 =10 7

Como cualquiera de las distintas formas tiene probabilidad p? - g, la probabilidad de obtener 2 éxitos en 5 pruebas
es la probabilidad calculada en (1) multiplicada por el nimero de formas distintas de reordenarlos (2):

5 5 1 2 3 3
f(2) =P(X =2) = (2] p? . q® = [zNZ) (Zj - %:0.2636

En general se demuestra que:

5 1 X 3 5-x
f(x) =P(X=x) = « (Zj (Zj , parax=0,1,2,3,4y5.

Los valores de estas probabilidades los expresamos en la siguiente tabla:

X 0 1 2 3 4 5 | Total
243 405 270 90 15 1
PX=X) | 1024 | 1004 | 1024 | 1024 | 1024 | 1022 | 1
E(X):in.pi =0- 243 +1- 405 +2. 270 +....+5.L:§ P E(X):5 1:125
1024 1024 1024 1024 4 4
E(Xz):ZXiz.pi :02.£+ z.ﬁq. 2.ﬂ+....+52.L:§
1024 1024 1024 1024 2
2
5 (5 15 1 3 15
Var(X) =E(X) -EX)’== - |Z| == & Var(X)=5-= .2 ==
(%) = E(¢) ~E(X) 2(4) 16 9 4 4 16

Calcula la probabilidad de obtener 5 caras en 8 lanzamientos de una moneda, el nimero de caras que
esperamos obtener en los 8 lanzamientos y la varianza.

Una maquina fabrica piezas de forma independiente. Dichas piezas pueden ser defectuosas con una
probabilidad del 5 %. Calcula la probabilidad de que un lote de 10 piezas contenga:
(A) Dos defectuosas. (B) Alguna pieza defectuosa. (C) Mas de una pieza defectuosa.

En la situacion del ejemplo 8, calcula la probabilidad de aprobar el examen tipo test contestando al azar si se
aprueba acertando al menos la mitad de las preguntas.



Ejemplo 9
|

Efectuamos 10 lanzamientos con un dado de quiniela que tiene tres caras con el nimero 1, dos caras con la X y
una con el 2. Como cada lanzamiento es independiente de los demas y las probabilidades de obtener
respectivamente un uno, una equis o un dos son siempre las mismas en cada lanzamiento:

R O LB

Asi las siguientes variables aleatorias son binomiales:

1

X: “namero de unos en los 10 lanzamientos” — X~ B (10, —j
, . . 1
Y: “ntimero de equis en los 10 lanzamientos” — Y~ B|10, =

1
Z: “namero de doses en los 10 lanzamientos” — Z~ B(lO, —J

Las funciones de cuantia y las gréaficas de las 3 variables son:

X 10-x 10
P(X=x)= (1)(3} (%} . [%j = [10j (%) , parax=0,1,2,..,10

Y /o\10-y
P(Y =y) = [ioj . (Ej . (Ej  paray=0,1,2, ..., 10

3 3
10 z 10-z
P(z=2)= N , paraz=0,1,2,..10
z 6 6
x~B[10, 1 v~Bl10, % z~8l10, 1
2 3 6

e Laprobabilidad de obtener 4 unos en los 10 lanzamientos es:

(2] 3 (3 (2] o

e Laprobabilidad de obtener 4 equis en los 10 lanzamientos es:

4 ;6
P(Y = 4) = (ioj . (%} . (%J ~0.2276

e La probabilidad de obtener 2 doses en los 10 lanzamientos es:

2 8
P(Z=2)= [;OJ . (%] . [g] = 0.2907




Ejemplo 10
—

Un jugador de baloncesto tiene una efectividad del 75 % en los lanzamientos a canasta. Efectlia 5 lanzamientos y
suponemos que el resultado de cada lanzamiento que realiza es independiente de los anteriores. Calculamos las
probabilidades de que el jugador consiga en 5 lanzamientos:

(A) Dos canastas. (B) Alguna canasta. (C) Mas de dos canastas.

Nos encontramos ante un experimento aleatorio en el que la probabilidad de éxito (conseguir canasta) y fracaso
(no conseguirla) son:
p=P(E)=0.75 q=P(F)=0.25

Puesto que efectlia 5 lanzamientos, el experimento se realiza 5 veces siendo independiente cada experiencia.
Definimos la variable:

X: “numero de éxitos en 5 experiencias” — X~ B (5, 0.75)

5
(A) P(X:Z):[zj -0.75%0.25° = 0.0879
5 0 5 5
(B) P(X21)=1-P(X=0)=1-| ~|-075"025%=1- 0.25° =0.999

(©) P(X>2)—P(X—3)+P(X—4)+P(X—5)—(SJ-0753-0252+[5]-0754-025 +[5J-0755~
= P(X = = =5)=|, |0 : .0 : 5| 075 =

~0.2637 + 0.3955 + 0.2373 = 0.8965

Ejemplo 11

|
En un autobis viajan 10 personas que no se conocen. Hay 5 paradas hasta el final del trayecto y suponemos
igualmente probable que cualquier persona baje en cualquier parada. Calculamos la probabilidad de que en la
proxima parada bajen 2 personas.

Se trata de un experimento aleatorio con 10 experiencias independientes (cada persona). Para cada experiencia
Ilamamaos éxito a bajar en la proxima parada y fracaso a no bajar. Como hay 5 paradas, estas probabilidades son,
para cada persona:

p= q=

gl
[S2 N

Definimos la variable aleatoria X: “ntimero de éxitos en 10 experiencias” — X~ B(lo, gj

La probabilidad de que 2 personas bajen en la préxima parada es la probabilidad de obtener 2 éxitos:

2 8
P(X = 2) = [120j [%) (%) ~0.3020

16 Un motorista encuentra en su trayecto un total de 10 semaforos no sincronizados. Cada semaforo esta en
verde 3 minutos y en rojo 2 minutos. Calcula las probabilidades de que el motorista encuentre:
(A) Todos los semaforos en verde. (B) Dos de los 10 semaforos en verde.
(C) Alguno de los 10 seméaforos en verde. (D) Mas de 2 semaforos en verde.

17 Enel ejemplo 10, sea p entre 0 y 1 el valor de la probabilidad de conseguir una canasta en un intento. Calcula
el valor de p para que la probabilidad de conseguir alguna canasta en 10 intentos sea de 0.9.

18 Enel ejemplo 11, calcula las probabilidades de que en la proxima parada:
(A) No baje ninguna persona. (B) Bajen 3 personas.
(C) Baje alguna persona. (D) Bajen menos de 8 personas.



3.6 Ladistribucion hipergeométrica

Consideramos una poblacion finita de N elementos distinguibles entre si y supongamos que:
e M de ellos, llamados éxitos, tienen una caracteristica de interés A,
e el resto, N— M, no tienen esa caracteristica y los llamamos fracasos.

Elegimos al azar y sin reemplazo n elementos de la poblacion; interesa conocer el nimero de
éxitos obtenidos. Para ello, definimos la siguiente variable aleatoria:

X: “nUmero de éxitos obtenidos en la muestra de n elementos”.

Bajo estas condiciones, la variable X decimos que sigue una distribucion de probabilidad
hipergeométrica con parametros N, M y n, representada por X ~ H(N, M, n), donde:

N es el nimero de elementos de la poblacion,
M es el niUmero de éxitos existentes en la poblacion y
n es el nimero de elementos de la muestra.

» Caracteristicas de la variable hipergeométrica

Si X sigue una distribucién hipergeométrica X ~H(N, M, n):
e Lafuncion de cuantiade X, parax=0,1,2,.., N, X<Myn—-Xx<N- M, es:

)5
f(x) = P(X =x) = \.X N“_X
%)
e Sillamamos p = M/N a la probabilidad de éxito en una extracciény g = 1 — p, tenemos

—n.p=n-M —n-p-g- [ N=0
E(XX)=n-p=n N Var(X)=n-p-q (N—l)

La variable X ~ H(N, M, n) también se define X: “ntimero de éxitos en n extracciones sin reemplazo”.

Calculamos la probabilidad P(X = x) con la regla de Laplace. El espacio muestral del experimento aleatorio es el
conjunto de todos los grupos que contienen n elementos de los N de la poblacién; por tanto:

N
casos posibles = [ 0 ]

J formas de elegir

M S . L.
Como tenemos ( J formas de elegir x éxitos entre los M existentes en la poblacion y [
X

n — x fracasos entre los N — M existentes, de donde

M N-M
casos favorables = [ J . [ j
X n-x

M N-M
casos favorables X n-—x

f) =P(X=x)= casos posibles - [ N j

n

y la probabilidad de obtener x éxitos es:




Ejemplo 12
—

e Tenemos una baraja espafiola con 40 cartas y consideramos la variable hipergeométrica:

X: “ntmero de copas obtenidas al repartir 5 cartas sin reemplazo”

Numero de elementos de la poblacion (cartas): N =40
Numero total de éxitos (copas en la baraja): M =10 — X~ H(40, 10, 5)
Numero de elementos extraidos (cartas repartidas): n=5

La probabilidad de obtener 3 copas al repartir 5 cartas es:

P(X = 3) = w ~ 0.0793

40
5
1 — 1 40—

E(X):n-p:5-4—g:1.25 Var(X):n-p-q[%jzlo-—o-@- 0-5 =1.6827

La esperanza y la varianza son:

e Consideramos la variable Y: “nimero de copas obtenidas al repartir 5 cartas con reemplazo”.

Esta variable no es hipergeométrica, sino binomial: Cada extraccion puede ser interpretada como una
experiencia independiente de las demas, pues las extracciones son con reemplazo y las probabilidades de
éxito y fracaso son, para cualquier extraccion, las mismas pues siempre hay 10 copas y 40 cartas en total:

10 _30 _3

1

P= %0 "3 9273

Deducimos que Y sigue una distribucion binomial: Y ~ B (5 , %j .

La probabilidad de obtener 3 copas al repartir 5 cartas con reemplazo es:
P(Y=3)= {2} : GJS- (%)2 ~ 0.0879

La esperanza y varianza son:

E(X):n.pzs.

=125 Var(X):n-p-q:S-%-%:0.9375

19 Efectuamos 10 extracciones sin reemplazo de una urna que contiene 5 bolas blancas, 12 negras y 8 rojas.
Calcula las probabilidades de:
(A) Obtener 2 bolas blancas. (B) Obtener 2 bolas negras. (C) Obtener 2 bolas rojas.

20 Enuna clase hay 10 chicos y 15 chicas. Formamos al azar un grupo de 5 personas de la clase para realizar un
trabajo. Calcula la probabilidad de que el grupo:
(A) Esté formados solo por chicos. (B) Esté formado solo por chicas.
(C) Contenga mas chicos que chicas. (D) Contenga mas chicas que chicos.

21 Si realizamos una apuesta sencilla de la loteria primitiva (elegimos al azar 6 nimeros entre el 1 y el 49),
calcula la probabilidad de obtener premio (se obtiene premio al acertar 3 0 mas nimeros).

22  La primera prueba de un examen de oposiciones consiste en elegir al azar 3 temas de una coleccién de 100 y
responder bien uno de los tres para superar la prueba. Un estudiante se prepara 30 temas de los 100 de la
coleccion, calcula las probabilidades de:

(A) Elegir uno de los temas que se ha preparado. (B) Elegir 2 de los temas que se ha preparado.
(C) ¢Qué probabilidad tiene de superar la prueba?



Problemas del capitulo 3

Una variable aleatoria tiene una distribucion de probabilidad dada por la tabla siguiente:

X 1 2 3 4 5
P(X=x) |0.180.25| 0.3 |0.12| m

(A) Obtén el valor de m para que la anterior tabla represente una distribucion de probabilidad.

(B) Representa graficamente la funcion de cuantia f(x) = P(X = x).

(C) Calcula E(X)y Var(X).

(D) CalculaP(X<1),P(X<2),...,P(X<5).

(E) La funcién definida por F(x) = P(X < x) YxeR se llama funcién de distribucion de la variable X.
Represéntala graficamente.

La probabilidad de que un tirador haga blanco en una diana es p = 0.4 y supongamos que cada lanzamiento es
independiente de los anteriores. Calcula la probabilidad de:

(A) Hacer 2 blancos en 5 tiros.

(B) Hacer algun blanco en 5 tiros.

(C) Hacer por lo menos 3 blancos en 5 tiros.

(D) Necesitar 5 tiros para hacer blanco por primera vez.

Suponiendo que cada nifio nacido tiene una probabilidad 0.51 de ser vardn, y que la eleccion al azar del sexo es
independiente, calcula la probabilidad de que:

(A) Una familia con 5 hijos tenga 3 nifios.

(B) Una familia con 5 hijos tenga 3 nifias.

Un aparato eléctrico consta de 5 piezas diferentes conectadas de tal forma que el aparato funciona si todas y cada
una de las 5 piezas actian con éxito. La probabilidad de que cada pieza actle con éxito es 0.9, y cada pieza
funciona de forma independiente.

(A) Calcula la probabilidad de que el aparato funcione.

(B) ¢Y si el aparato funcionara siempre que actden con éxito al menos 4 de sus 5 piezas?

(C) ¢Y siel aparato funcionara siempre que actde con éxito alguna de sus piezas?

Un fabricante de circuitos electronicos afirma que la proporcion de unidades defectuosas de cierto componente

que éste produce es del 5 %. Un comprador de estos componentes revisa 20 unidades seleccionadas al azar y

encuentra 4 defectuosas.

(A) Si la afirmacion del fabricante fuera cierta, y podemos suponer independencia en la fabricacién de los
componentes, ¢;cual es la probabilidad de lo ocurrido al comprador?

(B) A lavista del resultado anterior, ¢crees que el fabricante esté en lo cierto?

Suponiendo que es igualmente probable nacer en cualquier mes del afio y los nacimientos son independientes,
calcula la probabilidad de que el cumpleafios de 5 personas ocurra:

(A) En el mes de enero. (B) En el mismo mes.

(C  Entre enero y marzo. (D) En el mismo trimestre.

(E) Enenero o en febrero o en marzo.

(F) Entre enero y febrero, pero de forma que queden libres exactamente 10 meses.

En una reunion hay 10 hombres y 15 mujeres. Elegimos al azar a 5 personas. Calcula la probabilidad de que:
(A) Haya 2 hombres entre las personas elegidas.

(B) Haya por lo menos 3 hombres entre las personas elegidas.

(C) Haya algin hombre entre las personas elegidas.

(D) Calcula también el nimero medio de hombres entre las 5 personas elegidas.

Supongamos que la probabilidad de que una persona contrate una pdliza de seguro después de la visita de un

agente es constante e igual a 0.05.

(A) Calcula la probabilidad de que tras visitar a 10 personas distintas, que no se conocen, el agente haya
contratado por lo menos una poéliza de seguro.

(B) ¢Cuantas visitas tendra que realizar el agente para que la probabilidad de contratar por lo menos una péliza
sea de 0.9?

Extraemos sin reemplazo (hazlo también con reemplazo) 3 cartas de una baraja espafiola. Calcula las
probabilidades de:



10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

(A) Obtener dos copas. (B) Obtener alguna copa.
(C) Obtener un oro. (D) Obtener dos copas y un oro.
(E) Obtener méas de un oro. (F) Obtener un oro, una copa y un basto.

Un juego de azar consiste en lanzar 3 monedas, si salen 3 caras 0 3 cruces se ganan 18 euros, y si se obtiene
cualquier otro resultado se pagan 6 euros. ;Es equitativo el juego? (Un juego es equitativo si la media es nula).

Una pista deportiva esta iluminada por 20 focos luminosos que funcionan de forma independiente. Cada foco tiene
una probabilidad p = 0.01 de fundirse en una jornada. Calcula la probabilidad de que durante una jornada:
(A) No se funda ningtn foco. (B) Se funda algun foco. (C) Se fundan més de 2 focos.

Extraemos sin reemplazo 3 cartas de una baraja espafiola. Calcula la funcion de cuantia, la esperanza y la varianza
de las variables siguientes:
(A) X: “numero de copas obtenido”. (B) Y: “numero de sotas obtenido”.

Una méaquina produce un tipo de articulos de forma independiente. Se sabe, por larga experiencia, que la calidad

de fabricacién (proporcién de articulos defectuosos fabricados) de un determinado producto es p = 0.1. Para

controlar la calidad se interrumpird el proceso de fabricacidn si al inspeccionar 10 articulos, tomados al azar, se

encuentran por lo menos 2 defectuosos.

(A) Calcula la probabilidad de encontrar 3 articulos defectuosos en los 10 inspeccionados.

(B) Calcula la probabilidad de que la produccion se interrumpa.

(C) Silacalidad cambia a p = 0.3 y se inspeccionan 10 articulos después del cambio, ¢cudl es la probabilidad de
que la produccién se interrumpa?

Una méaquina fabrica articulos de forma independiente. La probabilidad de que un articulo resulte defectuoso es

p=0.01.

(A) Calcula la probabilidad de encontrar algun articulo defectuoso al inspeccionar 10 articulos de la produccion.

(B) Calcula el nimero de articulos que hay que inspeccionar para que la probabilidad de encontrar alguno
defectuoso sea de al menos 0.95.

Un examen versa sobre 10 temas. Consiste en elegir dos temas al azar a los que se debe responder. Un tema bien
resuelto vale 10 puntos, uno regularmente resuelto vale 5 y uno mal resuelto vale 0 puntos. Un estudiante se
prepara perfectamente 5 temas, regularmente 3 y los otros dos no los prepara. Definimos la variable aleatoria
X: "puntuacidén obtenida en el examen". Calcula los valores posibles de X, sus probabilidades y la nota que espera
obtener.

Una caja contiene 9 bolas blancas y una bola roja. Calcula el nUmero medio de extracciones (sin reemplazo) hasta
obtener la bola roja.

Dos personas juegan a cara y cruz, y han convenido en continuar la partida hasta que tanto la cara como la cruz
hayan aparecido por lo menos 3 veces. Calcula la probabilidad de que el juego no se acabe cuando han realizado
10 tiradas.

Supongamos que para personas de una determinada edad, la probabilidad de que mueran por una enfermedad
contagiosa es 0.001. ;Cuantas personas de este grupo pueden exponerse a la enfermedad de manera que la
probabilidad de que ninguna persona muera sea de por lo menos 0.95?

Un lote de 30 bombillas contiene 2 defectuosas. Se obtiene una muestra aleatoria sin reemplazo de tamafio 5.

(A) Calcula la probabilidad de que la muestra contenga por lo menos una bombilla defectuosa.

(B) Calcula el nimero n de bombillas que habra que inspeccionar para que la probabilidad de encontrar por lo
menos una bombilla defectuosa sea de 0.8.

Un padre tiene en su cartera 5 billetes de 10 €, 4 de 20 € y uno de 500 €. Coge un billete al azar y se lo da a su
hijo. Calcula la cantidad que espera recibir su hijo.

Repite la pregunta anterior si el padre da dos billetes al azar a su hijo.

Un examen tipo test consta de 10 preguntas con 4 alternativas cada una, de las que solo una es correcta. Un

estudiante decide responder todas las preguntas al azar.

(A) Calcula el nimero de preguntas que espera acertar y el de preguntas que espera fallar, y la varianza del
numero de aciertos y del nimero de fallos.

(B) Si la puntuacidn del examen es igual al nimero de aciertos menos un tercio del nimero de fallos, calculamos
la probabilidad de obtener al menos 5 puntos y el nimero de puntos que esperamos obtener.



Soluciones de las actividades del capitulo 3

1. (A) {X>8}={(3, 6), (6,3), 4, 5), (5 4), (4, 6), (6, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 5), (6, 6)} = {X = 9}U {X = 10}
U{X=11}U{X =12}. B) {4<x<6}={(L 3), 3, 1), (2 2), (L 4), & 1), 2 3), (3 2), (1, 5), (5, 1),
2,4), (4,2), (3, 3)}={X=4}U{X=5}U {X=6}. (C){(L 4), 4 1), (2 3), (3,2)}={4<X<6}={X=5}
(D) {X<35}={X<3}={X=2}U{X=3} 2. (A){3<X<5} (B){X<3}. (C){3<X<4}. (D).

3. Q={CC, CK, KC, KK}; Rx={0, 1, 2}; {X =0} = {KK}, {X =1) = {CK, KC}, {X =2} ={CC}.

n-1
3 -%,n:1,2,3....

4. (A)Rx={1,2,3,4}, P(X=n) = %,connzl, 2,3,4. (B)Rx=1{1,2,3...},P(X=n) = [Zj

5. (A)p=15. (B)i;i;g;g;g;i;i;i;ﬁ. 6. 0.5€. 7. 0€. 8.2 9. (A)3. (B)2
15'15'15'15° 15" 15" 15" 15" 15

10. P(X=n)=1/6,n=1,2, 3,4, 5, 6; E(X) = 7/2; Var(X) = 35/12.

1 X 1 2 3 4 5 6
: f(x) | 1/16 | 2/16 | 5/16 | 5/16 | 2/16 | 1/16

E(X) = 7/2, Var(X) = 3/2.

X 1] 2]3]4]5 y 1] 23] 4]5
PX=x) | 15 | 1/5 | 1/5 | 1/5 | 1/5 POY=y) |15 | 15| 15 | 15 | 15

12.

8
E(X) = E(Y) = 3, Var(X) = 2, Var(Y) = 6/5. 13. P(X=5) = (g]@] = 0.21875, E(X) = 4, Var(X) = 2.

10
14. (A)P(X =2) = [2 ] .0.05%-0.95° = 0.0746. (B) P(X > 1) =1 - 0.95" = 0.401263. (C) P(X > 1) = 0.0861383.

10
15. %. 16. (A) 0.6'°=0.006. (B) (2 j -0.62.0.4% = 0.0106. (C) 1 -0.4'°=0.9999. (D) 0.9877.

10
17. P=1-901. 18. (A)0.8°=0.1074. (B) (3 j .0.2%-:0.8” = 0.2013. (C) 0.8926. (D) 0.9998.

19. (A)0.3854. (B) 0.026. (C)0.2082. 20. (A) 0.0047. (B)0.0565. (C) 0.3012. (D) 0.6989. 21. 0.0186.
22. (A)0.4481. (B)0.1883. (C) 0.6615.




Soluciones de los problemas del capitulo 3

1. (A)m=0.15. (B) E(X) = 2.81; Var/X) = 1.6539. (B) P(X < 1) = 0.18; P(X < 2) = 0.43; P(X <3) = 0.73;
P(X<4)=0.85P(X<1)=1.

1| f() =P(X =x) 0 six<l 1f F(X) =P(X <x) ™
H ’-—0
o8 0.18 sil<x<?2 og ‘ : 3
0.43 si2<x<3 0 o
o E) F(x)= | [
o (E) F) 0.73 si3<x<4 Iy —
0.85 si4<x<5 o4 ,_,L 3 3 3

EEEE | =]

0 1 2 3 4 5

2. (A) 0.3456. (B)0.9222. (C) 0.3174. (D) 0.0518. 3. (A)0.3185. (B)0.306. 4. (A) 0.59049. (B) 0.91854.

1 5 1 4 1 5 1 4 1 5

(C) 0.99999. 5. (A) 0.0133. (B) No. 6. (A) [EJ . (B) (E] . (©) (Z] . (D) (Z] . (E) 3(5} ,
1

5 5
(F) [%j _Z(EJ 7. (A) 0.3854. (B)0.3012. (C)0.9435. (D)2. 8. (A)0.4013. (B)45. 9. (A)0.1366

(0.1406). (B) 0.5891 (0.5781). (C) 0.4403 (0.4219). (D) 0.0455 (0.0469). (E) 0.1488 (0.1562). (F) 0.1012

(0.0937). 10. Si. 11. (A)0.8179. (B)0.1821. (C) 0.001.

12. (A) X 0 1 2 3 E(X) = 3/4.
f(x) | 0.4109 | 0.4403 | 0.1366 | 0.0121

(B) LY 1 2 3 4 E(Y) = 3/10.
f(y;) | 0.7227 | 0.2551 | 0.0219 | 0.0004

13. (A) 0.0574. (B)0.2639. (C) 0.8507. 14. (A)0.0956. (B) 299.

15. Yi 20 15 10 5 0 E(X) =13.
fy) | 10/45 | 15/45 | 13/45 | 6/45 | 1/45

16. 55. 17. 614. 18. 51. 19. (A)0.3103. (B) Al menos 17. 20. 63 €. 21. 126 €. 22. (A) E(A) = 2.5,

E(F) = 7.5; Var(A) = Var(F) = 1.875. (B) P(P > 5) = 0.0035; E(P) = 0.







