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Matematicas para bachillerato

Matemadticas para bachillerato es el resultado de mucha ilusién, trabajo, tiempo y gran experiencia
docente. Contiene todos los conocimientos matemdticos necesarios para comenzar los estudios de
Grado de cualquier Universidad.

Este proyecto conforma los libros de matemdticas de primero y segundo de bachillerato de las
modalidades de Ciencias y Tecnologia y de Ciencias Sociales, segln el curriculum que actualmente se
estudia en el estado espafiol, y estdn distribuidos en 3 volimenes por curso:

Primer curo Segundo curo
Algebra y Geometria Algebra lineal y Geometria
Modalidad de : . : ..
. . . Funciones Calculo diferencial e integral
Ciencias y Tecnologia
Estadistica Calculo de probabilidades
Algebra Algebra lineal
N[,Oda,hdad d.e Funciones Calculo diferencial e integral
Ciencias Sociales — _ — - ,
Caélculo de probabilidades y Estadistica | Calculo de probabilidades e Inferencia estadistica

Contenido de Matemadticas para bachillerato

Todo el curriculum de los bachilleratos del estado espafiol.

Mds de 1500 ejemplos resueltos de los epigrafes importantes.

Mds de 8000 problemas entre actividades y ejercicios propuestos.

Totas las actividades y ejercicios propuestos tienen la solucién al final del capitulo correspondiente.

Estructura y concepcion del libro Matematicas para bachillerato

Cada pareja de pdginas consecutivas (8 y 9, 10 y 11..) se conciben como una porcién cerrada del capitulo; ningtn
concepto quedard tratado a medias en ellas, y contiene ejemplos resueltos y actividades para resolver.

Nunca hay texto vertical paralelo. Siempre se lee de arriba hacia abajo, sin distracciones.

Para facilitar el estudio distinguimos con formas y colores:
. Definiciones: Siempre con recuadros de color verde, sin relleno.

. Propiedades y teoremas: Siempre con recuadros rellenos de color verde. Cuando hemos considerado conveniente
incluir la demostracién de una propiedad lo hacemos fuera del recuadro, resaltada por la izquierda con una barra
vertical de color verde.

. Ejemplos resueltos: Lo mds abundante en el libro; resueltos con detalle, para que el alumno aprenda de ellos. Muchos
son aplicaciones a otras ciencias, como la Fisica, Biologia, Economia, Topografia, por citar las mds aplicadas. Estdn
resaltados por la izquierda con una barra amarilla y numerados por capitulo.

. Actividades propuestas: Al menos al finalizar cada pareja de pdginas (10 y 11, 12 y 13...) incluimos un recuadro, relleno
de color naranja, con actividades numeradas por capitulo y relacionadas con la teoria explicada en esas pdginas y con
los ejemplos resueltos en ellas.

. Problemas de recapitulacion: Ademds, al finalizar cada capitulo incluimos una amplia coleccién de problemas
propuestos para acabar de reafirmar los conceptos del capitulo.
. Soluciones: Cada capitulo termina con las soluciones de totas las actividades y problemas propuestos en él.

Es un proceso de asimilacién de los elementos conceptuales nhecesarios para interpretar, enunciar y resolver los
problemas que plantea el estudio de los fenémenos propios de las diversas ciencias. El conocimiento matemdtico se organiza
en forma de sistema deductivo, de modo que definiciones, postulados, propiedades, teoremas y métodos se articulan
I6gicamente para dar validez a las intuiciones y técnicas matemdticas. Todo este proceso culmina en ejemplos y problemas.

El lenguaje formal se introduce lentamente, pero resulta imprescindible para no perder la linea conductora de la solucién
del problema. Incluimos demostraciones de algunas propiedades siempre que sean adecuadas al nhivel aunque no sean
necesarias para el desarrollo del texto.
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Capitulo 2

Polinomios

Expresiones algebraicas

Polinomios en una variable
e Igualdad de polinomios

Suma, diferencia y producto de polinomios

Potencias naturales de polinomios
e Binomio de Newton

Division euclidea de polinomios
e Algoritmo de la division

Division por (x —a): Regla de Ruffini

Valor numérico y raiz de un polinomio
o Teorema del resto

Raices de polinomios con coeficientes enteros
e Teorema 1. Busqueda de las raices enteras
e Teorema 2. Busqueda de las raices fraccionarias

Factorizacion de polinomios

e Teorema del factor

e Descomposicion de un polinomio en factores lineales
e Raices multiples de un polinomio




2.1 Expresiones algebraicas

Cualquier algoritmo matematico que pueda generalizar una serie de operaciones utiliza letras para su
expresion. Cada letra utilizada representa una magnitud numérica distinta; por ejemplo la expresion:

B+b

A= h

es la conocida formula del area de un trapecio: “El area A es igual a la semisuma de la base mayor y la base
menor multiplicada por la altura”. Al sustituir B, b y h por valores numéricos obtenemos el valor del area del
trapecio de esas magnitudes:

si B=5 b=3yh=4 — A=5—Z3 4=16

Las letras B, b, h y A reciben el nombre de variables. Las expresiones que involucran a una o varias
variables se llaman expresiones algebraicas. En el siguiente ejemplo efectuamos con ellas operaciones como
con los nimeros, pues simplemente los representan.

Ejemplo 1
|

En una tienda se cobra por la construccioén de un cuadro para fotografias 5 € por el trabajo, 10 € por metro de

longitud de marco y 10 € por metro cuadrado de area de cristal. 04 m

e ;Qué costara un cuadro de 30 x 40 cm?
El perimetro del marco es (2 - 0.3 + 2 - 0.4) metros. 0.3m 0.3 0.4m?
El area del cristal es 0.3 - 0.4 m’.
El precio total es
P=10-(0.3-04)+10-(2-03+2-04)+5=12+14+5=20.2€

e ;Qué costara un cuadro de 40 x 50 cm?
El perimetro del marco es (2 - 0.4 + 2 - 0.5) metros.
El 4rea del cristal es 0.4 - 0.5 m?.
El precio total es
P=10-(0.4-05)+10-(2-04+2-05)+5=2+18+5=25¢€
e Si hacemos abstraccion y llamamos x e y a las longitudes de los lados del cuadro, obtenemos una expresion
algebraica que nos ayuda a efectuar los calculos del precio en cada caso particular.
P=10-(X-y)+10- (X+X+y+Yy)+5 X Metros
Podemaos agrupar los términos iguales:
P =10xy + 10(2x + 2y) + 5 y metros x-ym
P =10xy + 20x + 20y + 5
No podemos reducir mas la expresion porque las magnitudes x, y, Xy son distintas ya que representan a
ntmeros en principio diferentes.

La expresion algebraica anterior se llama también polinomio o funcion polinémica en las variables x e y.
Permite obtener el precio P en funcion de las longitudes x e y de los lados:

si x=03,y=04 —» P=10-03-04+20-03+20:-04+5=12+6+8+5=20.2

si x=04,y=05 —» P=10-04-05+20-04+20-05+5=2+8+10+5=25




Ejemplo 2
—

Supongamos que el duefio de la tienda del ejemplo anterior quiere una expresion algebraica que proporcione el
precio de los cuadros cuadrados para facilitar el calculo a sus empleados. Si hacemos x = y en la anterior
expresion algebraica obtenemos

P =10xy +20x + 20y +5
X=y

P=10x - x+20x + 20X + 5

Agrupamos y expresamos en modo mas simple:
P =10x"+40x + 5

Esta Ultima expresion se llama polinomio o funcién polindmica en la variable x. Proporciona el precio de un
cuadro cuadrado en funcion de la longitud x del lado.

Si x=04 — P=10-04°+40-04+5=16+16+5=226
Si x=05 — P=10-05°+40-05+5=25+20+5=275
Si x=06 — P=10-06°+40-06+5=36+24+5=326

e Siqueremos gastar 100 €, ;cual sera el tamafio del cuadro cuadrado?

Nos preguntamos por el valor de x para que P = 100. Se trata de resolver una ecuacion polindmica de grado 2,
de la que conocemos una formula que nos da las soluciones:

—401,/402—4-10- —95)  —40+4f
10 +40x +5=100 — 10x2+40x-95=0 — Xx= (=95) _ ~40£+5400

2-10 20

Esta ecuacién solo tiene una solucion positiva x = w ~ 1.67.

Un cuadro cuadrado de 1.67 m de lado cuesta (aproximadamente) 100 €.

En este capitulo desarrollamos el algebra de polinomios y alguna de sus aplicaciones, como es el caso
de la resolucion de ecuaciones algebraicas.

1  Para ver un espectaculo hay 3 tipos de entradas, que se venden cada una a 5, 10 y 15 euros respectivamente.
Obtén una expresion algebraica que proporcione la recaudacion total por la venta de x entradas de 5 euros, y
entradas de 10 euros y z entradas de 15 euros.

2  Obtén una expresion algebraica que proporcione el capital acumulado por una persona tras invertir durante un
afio x euros al 10 % de interés anual. Y después de 2 afios si el beneficio se va acumulando al final de cada
afio? ¢Y después de 3 afios?

3  Si llamamos n al nimero de afos en los que una persona tiene invertido un capital de x euros al 10 % anual,
obtén una expresion algebraica que proporcione el capital acumulado transcurridos los n afios. ¢ Cuéntos afios
tendran que pasar para que obtenga el doble del capital inicial?

4 Una piscina tiene una longitud de 20 metros. Su profundidad minima es de
un metro y la méxima es de 3 metros.
(A) ¢Qué longitud tiene el fondo de la piscina? ;Y si la piscina tiene 40
metros de longitud?
(B) Si llamamos x a la longitud de la piscina, obtén una expresion
algebraica que proporcione la longitud del fondo de la piscina.

Im
3m

5  Una empresa compra tres productos, A, By C a 4, 6, y 12 euros la unidad, respectivamente. Encuentra una
expresion que permita hallar el valor de las compras en funcion de la cantidad de cada tipo de producto.



2.2 Polinomios en una variable

Llamamaos polinomio o funcion polindmica en la variable x a la expresion algebraica:
P(X) = ap+ aiX + a X* + ... + anx"

donde ay, a;, ..., an son nameros reales, que llamamos coeficientes, y los exponentes de x son
nameros naturales. El mayor de los exponentes n indica el grado del polinomio.

El coeficiente ap se llama término independiente del polinomio y a, coeficiente principal o
director.

Cada uno de los términos ag, aix, a,x, ..., a.X" recibe el nombre de monomio (polinomio de un
Unico término). Los monomios anteriores tienen grados 0, 1, 2, ..., n, respectivamente.

Ejemplo 3
I
El polinomio P(x) = 2 + 3x + 5x* — x* posee 4 monomios:
my(X) = 2, monomio de grado 0 con coeficiente 2 (piensa que 2 = 2x°).
m,(X) = 3X, monomio de grado 1 con coeficiente 3.
ms(x) = 5x%, monomio de grado 2 con coeficiente 5.
ms(x) = —x°, monomio de grado 3 con coeficiente —1.

El término independiente del polinomio es 2, el coeficiente principal —1 y el grado del polinomio es 3.

El orden de colocacion de los términos del polinomio no importa. Las siguientes expresiones representan el
mismo polinomio:
3x +1—x*+5x 5x? + 1 —x* + 3x

No obstante, los términos del polinomio seran ordenados generalmente de mayor a menor grado. En este caso:

P(x) =—x®+5x+3x+1

» lgualdad de polinomios

Diremos que dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y todos los términos
(monomios) de igual grado poseen idénticos coeficientes.

El polinomio P(x) = ax* + 6x° — x -2 es igual a Q(x) = 3x* + bx® + cx? — x + d Unicamente si
L a=3, b=6,c=0y d=-2.

La letra de la variable no importa puesto que en realidad representa a nimeros reales. Por ejemplo, los
polinomios P(x) = x> — 3x +5 y P(y) = y* — 3y + 5 son idénticos.

6  Di el valor de los términos independientes y de los coeficientes directores de los polinomios
PO)=4X+3¢-2x-3 Q) =-x"+3x"-2x+4  R(X)=x"-x'

7 Halla el valor de a, b y c para que los siguientes polinomios sean iguales:
P(x) = 2x + ax’ + x° + bx* Q(X) = ¢+ 2x — 4x? + x° - 3x*



2.3 Suma, diferenciay producto de polinomios

e La suma de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene sumando los monomios del
mismo grado (Illamados monomios semejantes) de ambos polinomios segln la expresion:

ax™ + bx™ = (a + b)x"
« Ladiferencia de polinomios se efectua restando los monomios semejantes:
ax™ — bx™ = (a—b)x™

e EIl producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene multiplicando cada
monomio del primer polinomio por todos los monomios del segundo y sumando a
continuacion los monomios semejantes. Los monomios se multiplican con la expresion:

ax"-bx"=(a-b)(x"-x™ =abx""™

Ejemplo 4
—

e Lasumay diferencia de los monomios semejantes M(x) = 2x* y N(x) = 5x* son
M(X) + N(X) = 2x% + 5x% = (2 + 5)x* = 7x? M(X) — N(x) = 2x* — 5x? = (2 — 5)x? = =3x*

e Lasumay diferencia de los polinomios P(x) = 2x% — x* + 3x — 2 y Q(x) = —2x® + 3x* — 2x son
PX)+Q(X) = 23 -x2+3x—2)+ (-2 +3x*—=2x) = 2-2)x+ (-1 +3)x*+ (3-2)x -2

=0+ +X—-2 = 2K+ X =2
PX)-Q(X) = 2 -x*+3x-2)— (-2 +3x°-2x) = R+ 2)x}+ (-1 -3)x*+ (3 +2)x -2

4x% — 4x* +5x = 2

e El producto de los monomios M(x) = 5x*y N(x) = —2x* es
M(x) - N(x) = (6X°) - (-2x*) = —10x*** = —10x’

e El producto de los polinomios P(x) = (2x* — 3) y Q(x) = x> + 2x — 5 es
P(X) - Q(X) = (2x*=3)(x*+2x-5) = 2xX*(x* +2x—5) - 3(x* +2x - 5) =
= 234+ 43 - 10X - 3x% —6x + 15 = 2x* +4x* — 13x* - 6x + 15

8  Efectuda las siguientes operaciones con monomios o binomios:

(A) 3x? +8x* — 2x* (B) 3x*- 5x (C) —2x* - (-5x°%) (D) 4x°-2x3 - 2¢°

(E) 23(x*-2) (F) x(2x +5) (G) —3x°(3x* — 2x — 6) (H) 2x(2x — 2) — x(4x — 4)
9  Dados los polinomios P(x) = 2x* + x — 1 y Q(x) = x* — x + 2, calcula:

(A) P(x) +Q(x) (B) P(¥)-Q(x) (C) P() - Q(x)

10  Dados los polinomios P(x) = x* + 2, Q(x) = x* + x — 1 y R(x) = x* — x — 1, efectia las operaciones siguientes,
para comprobar la validez de las propiedades:

(A) Propiedad asociativa del producto: P(x) -[Q(x) - R(x)] = [P(X) - Q(X)] - R(x) .
(B) Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: P(x)-[Q(x)+R(x)] = P(x)-Q(x) + P(x)-R(x) .



2.4 Potencias naturales de polinomios

La potencia enésima de un polinomio es el producto de dicho polinomio por si mismo n veces:

(n veces)

(P())" = P(X)-P(X) - ... - P(X)

En el caso de la potencia de un monomio tenemos, por las propiedades de las potencias:

(axm )n 3" (Xm )n — a"x"m

o (2 )4 =2¢ - 2¢ 20 20 = 24 )4 = 1612

o (2F+3P7=(2x*+3)- (2X*+3)=4x"+6x* +6x° + 9 =4x" + 12x* + 9

Las siguientes férmulas son de gran aplicacién en los productos y potencias de polinomios:

(1) Cuadrado de unasuma: (a + b)? = a® + 2ab + b?

(2) Cubo de unasuma: (a + b)®=a’+3a’h + 3ab* + b*

(3) Suma por diferencia es igual a diferencia de los cuadrados: (a + b)(a — b) = a® — b?
(4) Cuadrado de un trinomio: (a+b + c)® = a? + b? + ¢® + 2ab + 2ac + 2bc

(1) (a+b)>’=(a+b)a+b)=a?+ab+ba+b’=a?+2ab+b?
(2) (a+b)*=(a+b)(a+hb)’>=(a+b)(a®+2ab+hb?) =a’+2a’h+ab’+a’b+2ab>+b®=a’+ 3a’b + 3ab® + b*
(3) (a+b)(a-b)=a’+ab—ba+b’=a’-b’

(4) (atb+c)? = (at+b+c) - (a+b+c) =a’ + ab +ac + ba + b? + bc + ca + cb + ¢ = a® + b? + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc

o (2F+3P2=(2x)%+2-2x* - 3+3F=4x"+12x*+9

o (2 -32=(2x*+(=3))?=(2x})*+2 - 2x* - (-3) + (-3)? = 4x* - 12x* + 9

o (2F+5P°=(2x)%+3(2x%)?5+3-2x*- 52 +5°=8x° + 3 - 4x* . 5+ 150x% + 5° = 8x° + 60x* + 150x? + 125

o (2 -5)=(2x*+ (-5))* = (2x)° + 3(2x?)? (-5) + 3 - 2x*(-5)* + (-5)* = 8x° + 3 - 4x* (-5) + 150x° + (-5)°

= 8x° — 60x* + 150x° — 125

o (2x+x)2x-x}) = (2x)? - (x})? = 4x* - x°

o (C+2x=1 =0+ (2X)°+ (1)?+2-x2-2Xx+2 - x> (1) +2 - 2x - (1) =x* + AP + 1+ 4x3 —2x° — 4x
=X+ 22— Ax + 1

11 Efectua los siguientes productos de polinomios, simplificando el resultado en lo posible:
(A) (3x*+2)(3x*+2) (B) (3x*-2)(3x*-2) (C) (3x*-2)(3x* +2) (D) (5x —4) - (5x +4)

(E) (2 -3x-1)- (x*+3x+2) (F) (x*+2-3x+4) - (- +x*-3)
12 Calcula las siguientes potencias de polinomios:
(A) (2x+3)° (B) (2x-3)? (€) (x*+1)? (D) (X" -1y’ (E) () - (X

(F) (X% + X + 1)? (G) (x +1)° (H) (x-1)° M x+1° () (x-1*



>» Binomio de Newton

El binomio de Newton es una formula que permite hallar las potencias naturales de cualquier binomio.
No deducimos en estos momentos el desarrollo de la misma, pero indicamos su evidencia que, ademas,
sugiere la manera més facil de recordarla.

Exponemos las potencias 0, 1, 2, 3y 4 de un binomio:

1
Potencia 0: (a+b)° = 1 1 1
Potencia 1: (a+b)t = la + 1b 1 2 1
Potencia 2: (a+b)? = 1la? + 2ab + 1b° 1 3\ f 1
Potencia 3: (a+b)®* = 1a® + 3a’b + 3ab® +1b° 1 4 6 4 1
Potencia4 :  (a+b)* = 1a*+ 4a’0 + 6a’0’ + 4ab® + 1b* 1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Observa las potencias decrecientes de a y crecientes de b en cada uno de los términos y la secuencia de
los coeficientes de dichos términos que Ilamamos niimeros combinatorios y que expresamos por

ny _ n! dond n indica la potencia a calcular
k) k! (n—Kk)! k indica el término dentro de cada potencia, 0<k <n

hallados, de modo préactico, con el llamado tridngulo de Tartaglia del cuadro anterior. De este modo la
expresion de la férmula del binomio de Newton es:

n — [M}.npo N _n-1p.1 N _n-2,.2 n\_2.n=2 N ) _1pn-1 N)_0pn
(a+hb) —[o]ab+(Ja b+[2ja b+...+( 2]ab +[n_ljab +[n]ab

Ejemplo 5
—

(Bx—2)°=(3x+(-2))°=
@ (@0°(-2)' + G J T @ (07 (2 + @ (@07 (27 + @ (@07 (2 + @ (307 (2=

= 103%)°(=2)° + 53@x)* (-2 + 10(3%)°*(-2)? + 10(3x)°(-2)°® + 5(Bx)(-2)* + 1(3x)°2°
= 3¥X - 5.3%2x + 10-3%22x® - 10-3%2°x* + 5.3.2%x - 2° =

= 243x° — 810x* + 1080x°> — 720x° + 240x — 32

13 Halla las siguientes potencias de binomios:
(A) (3x+2)° (B) (2x-1)* (C) (*-2)* (D) (x+1)°-(x-1)
(E) (x+3)° (F) (2x - 4)° (G) (¢ +3x)* (H) (%xz + 2x3j4
14  Obtén el término de grado indicado en los siguientes binomios:
(A) Cuartode (3x—2)®  (B) Tercerode (2x +1)® (C) Segundo de (4x —1)° (D) Décimo de (x* — 4)™°



2.5 Division euclidea de polinomios

La division entera o euclidea de polinomios generaliza la misma operacion existente en los nimeros
enteros. Dividir un nimero entero D, llamado dividendo, entre otro nimero entero d, divisor, es encontrar
dos nimeros enteros C y R, Ilamados respectivamente cociente y resto, que verifican:

D=d-C+R siendo R<d

Si R =0, decimos que la division es exacta. Asi:

8 |4_ < 8=2-4 divisidn entera exacta, cociente 2 y resto 0
0 2

38 |5_ < 38=7-5+3 division entera no exacta, cociente 7 y resto 3
3 7

La division entera o euclidea del polinomio P(x), dividendo, entre el polinomio Q(x), divisor,
consiste en obtener dos polinomios C(x) y R(x), respectivamente cociente y resto, tales que:

P(x) = C(x) - Q(x) + R(x)
siendo el grado del resto R(x) menor que el del divisor Q(x).
e Siel resto R(x) = 0, decimos que la division es exacta:

P(x) = C(x) - Q(X)

Ejemplo 6
I
e La division entre dos monomios es siempre exacta si el grado del dividendo es mayor o igual que el del
divisor. Se puede expresar como en la division de nimeros:

6x® | 3x* | e3¢
0 2x 0 7x
3
6x° = 3x% - 2 7x3=3x% - %x

e Pero en otro caso no existe como operacion entre polinomios. En el siguiente ejemplo, el cociente es 0; no hay
otro polinomio que al multiplicarlo por 3x® produzca como resultado 6x°:

6x° | 3x°

6x° 0

o =3 0+6x°

e La divisién entre un polinomio y un monomio es exacta solo si el grado del monomio es menor que el de
todos los términos del polinomio. En cualquier caso, se efectla dividiendo término a término los monomios
del dividendo con grado mayor que el divisor; los que no lo cumplen constituyen el resto.

X-3+2x | x XX -3 +2x | X
0 x> —3x +2 2x  x-3
X2 = 3x% + 2x = x(x* — 3x + 2) X2 —3x2 + 2x = x(x — 3) + 2x

Division exacta: resto 0 Division entera: resto 2x




» Algoritmo de la division

La division entre dos polinomios se realiza repitiendo el proceso que explicamos en el proximo ejemplo
mientras el grado del resto sea mayor que el grado del divisor:
(1) Ordenamos los términos del dividendo de mayor a menor grado, dejando huecos si falta alglin
término.
(2) Dividimos los monomios de mayor grado del dividendo y del divisor (es una division exacta). El
cociente obtenido se multiplica por el divisor y a continuacion se resta del dividendo.
(3) Si el resto obtenido es de grado menor que el del divisor hemos terminado la division.

(4) Si el resto obtenido no es de grado menor que el del divisor el resto es considerado como el nuevo
dividendo y repetimos los pasos anteriores.

Ejemplo 7
E—
Dividimos el polinomio P(x) = 6x* + 4x* + 3x? + 2x — 1 entre Q(x) = 2x* + 1.

6x* + 43 +5x2+3x—1 | 2x*+1
—6x* -3x? 3x?
4 122 + 3% — 1 ey | BXHAC+5X +3x—1 | 2 +1
Resto de grado 3: Seguimos dividiendo -6x’ -3’ 3¢ +2x
43 +2x% +3x—1
— 43 —2x
oX + 43 +5x +3x—1 | 23 +1 == 2¢ +x -1
—6X4 — 3X2 3)(2 +2x +1 Resto de grado 2: Seguimos dividiendo
A3+ 2x%+3x -1
— 43 - 2x
2%+ x-1
—2x* — 1
R r 1, menor | del divisor.
x=2 m— | emos terminads fa dvingn

El cociente es C(x) = 3x* + 2x + 1y el resto R(x) = x — 2.

Escribimos:
X+ 4 +5x%+3x—1= (X% + 1) (3 +2x + 1) + x =2

15 Obtén el cociente y el resto de las siguientes divisiones euclideas y expresa el resultado de la division en la
forma “dividendo es igual a divisor por cociente mas resto”:

(A) P(x)=x*+1entre Q(x) =x*+1 (B) P(x) =x*+1entre Q(x) =x* -1

(C) P(x)=x*—1entre Q(x) =x*+1 (D) P(x) =x*+1entre Q(x) =x*—1
(E) P(x) =x*+3x* + x* -3x — 2 entre Q(X) = x>+ 3x + 2 (F) P(x) =x*—5x+6entre Q(x) =x—1

(G) P(x) = 2x* + 5x% + x + 3, Q(X) = 4x* + 2 (H) P(x) = %x4+ gxs— %xz—l, Q(x) = %xz +Xx—-2



2.6 Division por (x — a): regla de Ruffini

En forma general, al dividir un polinomio P(x) por el polinomio de grado 1, Q(x) = X — a, obtenemos
P(x) = (x—a) - C(x) + R(x)

' + ... +a,X +a, es de grado n sabemos que:

Como P(x) = a,Xx" + a, ;X"
e El cociente C(x) es un polinomio de grado n — 1: C(x) = cnflx”’l + ... +C X +Cy.

o El resto de la division es de grado 0: R(X) = R.

Ademas, las operaciones gque conducen a obtener los coeficientes del cociente y resto de la divisién
pueden ser resumidas en el siguiente tipo de formato. Colocamos en la primera linea los coeficientes del
dividendo (si falta alguin monomio, se pone un 0) y el niamero a. A la derecha tenemos las operaciones
sucesivas que hay que realizar. Es la llamada regla de Rufinni:

Coeficientes del dividendo
g A~ — C,, = Qa,
an a'n—l ’ a2 al a0 Cn—2 = an—l +a- Cn—l
De (x-a) —| a a-c,, a-c, a-c
C,b, = a ta-c¢
Cn—l Cn—2 cl CO R _
— - — Resto R=28 +a: ¢
Coeficientes del cociente

Ejemplo 8
I

Obtenemos el cociente y el resto de la division de P(x) = 2x> — x* + 1 entre Q(x) = x — 2, mediante el algoritmo de
la division y, con la regla de Ruffini, coloreando los coeficientes coincidentes en ambos algoritmos:

& 2
2X — Ix*+ 0x +1 [x-2 5 1 0 1
23+ 4x? 2x% +3x+6

3% + 0x -1 2 4 6 12
—3x% + 6X 2 3 6| 13

6x — 1

6x +12

2C-x2+1 = (x—2)(2x* +3x+6)+13
13

La regla de Ruffini se aplica en 4 rapidos pasos, hasta obtener la expresion anterior:

2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1
21 7 4 7 4 6 2 4 6 A12
ad ad
|2 2" 3 |2\3 6 |2 36| 13

16  Con la regla de Ruffini obtén el cociente y el resto de la division de P(x) = x* — 3x + 2 entre los binomios:
(A) (x-1) (B) (x+1) ©) x-2) (D) (x+2) (E) x

17 Halla el valor de m para que al dividir P(x) = 4x° + mx* — x + 3 entre Q(x) = x — 2 se obtenga 3 de resto.



2.7 Valor numerico y raiz de un polinomio

Consideramos el polinomio P(x) = ag + aix + a2 X* + ... + a,x", y a un nimero real.
e Llamamos valor del polinomio P(x) en x = a, que representamos por P(a), al nUmero que
obtenemos al sustituir en el polinomio la variable x por el nimero a:

P@=ay+aa+aa’+... +aa"

o Decimos que el nimero real a es una raiz del polinomio P(x) si P(a) = 0.

El valor numérico del polinomio P(x) = x® — 4x? + 2x + 4 en x = —1 es P(~1) = -3, pues
P(-1) = (-1 —4(-1)?+2(-1) +4=-1-4-2+4=-3

Mientras que, como P(2) =2°—4 . 22+2.2+4=8-16 + 4 + 4 = 0, decimos entonces que el nimero 2 es una
raiz del polinomio P(x).

> Teorema del resto

El resto de la division del polinomio P(x) por el binomio x — a es igual al valor de P(x) en a:

P(x) | x-a — R=P(a)

R C(x)

Si efectuamos la division de P(x) por x — a, obtenemos
PX)=(x—a)-C(x) +R
y sustituyendo x por a en la anterior expresion, obtenemos:

P@=(a-a)-Cl@+R=0-C@+R — P@E=R

Ejemplo 9
—

Dado el polinomio P(x) = x° — 3x*> — 16x + 12, calculamos el valor numérico en x = 3y en x = -2, efectuamos la

divisién de P(x) por los binomios x — 3 y x + 2 con la regla de Ruffini y comprobamos que el resto de dichas
divisiones coincide con los valores numéricos anteriores.

P(3)=3°-3-3"-16-3+12=243-27-48+12=180
P(=2) = (-2)°-3:(-2)*—16-(-2) +12=-32-12+32+12=0

1 0 O -3 -16 12 1 0 0 =g il 12
3 SR 27 72 168 =2 -2 4 -8 22 12
| 1 3 9 24 56 180 | 1 -2 4 -1 6 0

18  Obtén el valor numérico de P(x) = x> +~2Xx —4enx= /2, yenx=—+/2.

19 Halla el valor de m para que al dividir el polinomio P(x) = x* + mx® —4x — 3 entre Q(x) = x + 1 se obtenga de
resto 5.

20 Halla los valores de my n para que al dividir el polinomio P(x) = 2x* + mx® + 3x? + nx + 4 entre el polinomio
Q(x) =x — 1y entre R(x) = x + 2 se obtenga de resto 7 y 58 respectivamente.



2.8 Raices de polinomios con coeficientes enteros

Veremos que es importante obtener las raices de los polinomios de grado n:
P(X) = apX" + ... + X + aX + ap

pues, si existen, son las soluciones de la ecuacion a,x" + .... + a;x* + a;x +ap = 0.

Una consecuencia del llamado teorema fundamental del Algebra es que:
“Cualquier polinomio de grado n tiene a lo sumo n raices reales”
No existe un método general para obtener dichas raices. Los siguientes teoremas permiten conocer qué

nameros enteros o fraccionarios pueden ser raices de un polinomio que tenga por coeficientes nimeros
enteros. También es aplicable a los polinomios de coeficientes fraccionarios como vemos en el ejemplo12.

» Teorema 1. Busqueda de las raices enteras

Consideramos el polinomio con coeficientes enteros
P(X) = anX" + ... +a X% + a;X + @, CON ay, ay, ..., a, € Z.

Si a es una raiz entera de P(x) se tiene que a es un divisor de ao.

Si a es una raiz de P(x) se tiene que P(a) = 0, entonces:
and" +... +@pal+taqyat+ta=0
Aislamos ag:
ap=—(@a"+..+aa’+aa) — a=--a(@a" ‘+..+aat+a)
Sib=- (ana”’1 +..+aa+a)setienequeas=a- b.
Necesariamente b es un nimero entero, pues a es entero y los coeficientes ay, ay, ..., a, también.

Como ay = a - b obtenemos que ay es maltiplo de a y, por ello, a es divisor de ag.

Ejemplo 10
|
Obtenemos las raices enteras del polinomio P(x) = x* — 4x* + x + 6.

Como los coeficientes de P(x) son todos enteros, el teorema 1 asegura que los Gnicos nlimeros que pueden ser
raices enteras de P(x) son los divisores del término independiente a, = 6:

Divisores de 6: {1, -1, 2, -2, 3, -3, 6, -6}

Calculamos el valor de P(x) en cada uno de los candidatos anteriores:

e Como P1)=1*-4-12+1+6=4%0 —  1noesraiz de P(x)
e Como P(-1)=(-1)°-4-(-1)* + (-1)+6=0 — —1esraizde P(x)
e Como P(2Q=2°-4.-22+2+6=0 —  2esraiz de P(x)
e Como P(3)=3*-4.-22+2+6=0 —  3esraizde P(x)

Asi, las raices de P(x) son los nimeros —1, 2 y 3, no siendo necesario continuar la bisqueda porque el teorema
fundamental del Algebra asegura que un polinomio de grado 3 tiene a lo sumo 3 raices. Esto quiere decir que el
valor de P(x) en los restantes divisores de 6 no es cero.




Ejemplo 11
|
Si el polinomio tiene coeficientes fraccionarios, también podemos buscar si hay soluciones enteras:

. . 7 3 1 .
Las raices del polinomio P(x) = x® + gxz — X+ 5 son las mismas que las de Q(x) = 6x° + 7x* — 9x + 2,

polinomio obtenido al multiplicar los coeficientes de P(x) por el m.c.m. de los denominadores, que es 6. Esto es
debido a que las ecuaciones siguientes tienen las mismas soluciones:

m.c.m.=6
x3+zx2—§x+l:0 = 6t Ix_3x+ 1) 20 o 6X+7E—9x+2=0
6 2 3 6 2

Las Gnicas raices enteras posibles de Q(x) = 6x° + 7x* — 9x + 2 son los divisores de a, = 2: {+1, +2}.
Puedes comprobar que Q(1) =6, Q(-1) =12, Q(2) =60y Q(-2) = 0.

Entonces el polinomio P(x) solo tiene una raiz entera, —2. ; Tendr4 raices fraccionarias?

» Teorema 2. Busqueda de las raices fraccionarias

Consideramos el polinomio con coeficientes enteros:
P(X) = anX" + .... + @z X* + a;x + ap, €ON ag, a, ..., an € Z

. r . . .
Si a= 5 esunaraiz de P(x) — resdivisordeagy s esdivisor de a,

Se requiere que la fraccion r/s es irreducible, es decir, r y s son primos entre si.

La demostracion es similar a la del teorema 1; en realidad dicho teorema es un caso particular del teorema 2 pues
toda raiz entera es racional.

Ejemplo 12
|
Hallamos las raices fraccionarias del polinomio del ejemplo 11: Q(x) = 6x° + 7x* — 9x + 2.

Todos los coeficientes de P(x) son enteros, aplicando el teorema 2, si r/s es raiz de Q(x) se tiene que r es divisor de
ap =2y sesdivisor de a, = 6.

Divisores de 2: { +1, 2}
Divisores de 6: { +1, £2, +3, +6 }

Cualquier divisor de 2 entre cualquier divisor de 6 puede ser una raiz de Q(x). Observa que entre los candidatos a
raices fraccionarias obtenemos también los candidatos a raices enteras.

Puesto que P(1/2) = 0, P(1/3) = 0 y P(-2) = 0, P(x) tiene una raiz entera, —2, como vimos en el ejemplo 11, y dos
raices fraccionarias, 1/2 y 1/3.

21 Busca las raices enteras de los polinomios:

(A) P()=x*+3x3—2x*—2x+12  (B) P(x) = x* — 2x3 —x* + 2x (C) P(x) =x*+3x3+3x* +x
22 Busca las raices enteras y en su defecto, las fraccionarias, de los siguientes polinomios:
(A) P(x) =x*—6x*+11x — 6 (B) P(X) =x®—x*-2x +2 (C) P)=x3+3x%+3x +1

(D) P(x) =x*—5x*+4 (E) P(X) =4x® - 4x* —x +1 (F) P(x)=12x3 - 4x* - 3x + 1



2.9 Factorizacion de polinomios

Supongamos que al dividir un polinomio P(x) por otro polinomio de grado inferior Q(x) obtenemos que
el resto es 0. Esto significa que P(x) es divisible por Q(x)

P(x) \% < P(X)=C((X) - Q(X)
0 C(X

En ese caso tenemos expresado P(x) como producto de dos factores, C(x) y Q(x). Decimos que tenemos
una factorizacion de P(x).

» Teorema del factor

Dado el polinomio P(x), son equivalentes:

aesunaraizdeP(x) < (x—a)esun factor de P(x)

Efectuamos la divisidn euclidea de P(x) por (x — a)
PX)=(x—-a)-C(x)+R
siendo, por el teorema del resto R = P(a).
e SiaesraizdeP(x) - P@=0 - R=0 — PX)=(x—a)-C(X) = (x-—a)esunfactorde P(x)

e Si(x—a)esunfactordeP(x) —» P(X)=(x-a)-C(x) — P(@=0 — aesunaraizdeP(x)

La combinacion del teorema del factor, el teorema del resto y la busqueda de raices enteras o racionales
permite obtener factorizaciones de polinomios de grado mayor o igual que 2.

Ejemplo 13
[
e Obtenemos las raices y la factorizacién del polinomio P(x) = x + 2x — 15.
Los candidatos a raices enteras son los divisores de 15: {+1, £3, +5, £15}.

Obtenemos que P(3) = 0 y P(-5) = 0. Segun el teorema del factor, los factores asociados a las raices 3 y -5
son, respectivamente, (x — 3) y (x + 5). Obtenemos la factorizacion de P(x) con la regla de Ruffini:

1 2 =15
X*+2x-15 | x-3
3 3 15 = =  X*+2x-15=(x-3)(x +5)
| 1 5 0 0 X+5

Las raices de P(x) son 3y -5, y su factorizacion es P(x) = (x — 3)(x + 5).

e Obtenemos las raices y la factorizacion del polinomio Q(x) = x® + 2x* — 15x.

Los candidatos a raices enteras del polinomio Q(x) no se pueden obtener pues no hay término independiente.
Pero observa que en ese caso, el 0 es una raiz de Q(x), pues Q(0) = 0. Podemos sacar factor comdn x, que es
el factor asociado a la raiz O:

Q(x) = x3 + 2x% — 15x = X(x* + 2x — 15) = x - P(X) = X(X — 3)(x + 5)
Entonces las raices de Q(x) son 0, 3 y -5y su factorizacion es:

Q(X) = x(x = 3)(x +5)




» Descomposicion de un polinomio en factores lineales

Si el polinomio P(x) = a,x" + ... + a, X* + a;x + ap tiene como raices a los n nimeros reales
distintos ri, ry, rs, ..., ry se descompone en factores lineales o de primer grado del modo
siguiente:

P(X) = an(X = r))(x —rz) - (X —rn)

Ejemplo 14
|
Hallamos las raices y la factorizacion del polinomio P(x) = 12x* + 4x* — 3x — 1.

Los candidatos a ser raices racionales de P(x) son:
Divisores de —1: { +1}

o — Posibles raices racionales: {il, +
Divisores de 12: { +1, 2, +3, +6, +12}

N |~
H
Wl
H+
ol
I+

=
l\)|"
H_/

Comprobamos que P(1/2) =0 — 1/2esraizde P(x) — (x—1/2) es factor de P(x)

= 123 +4x3-3x-1=(x-1/2)(12x* +10x +2) (1)

Ahora factorizamos el polinomio Q(x) = 12x* + 10x + 2. Comprobamos que Q(-1/2) = 0, por lo que (x + 1/2) es
un factor de Q(x).

12 10 2
_1/2 6 -2 = 123 +10x+2=(x+1/2)(12x+4)  (2)
12 4o

Agrupando (1) y (2) obtenemos la descomposicion de P(x) como producto de factores lineales
1253 + 4x% = 3x — 1 = (x =1/2)(12x2 + 10x + 2) = (x —=1/2) (x + 1/2) (12x + 4)

Del Gltimo factor extraemos factor comdn 12, que es el coeficiente principal de P(X) y, con esta factorizacién
equivalente, en cada factor observamos la raiz asociada:

P(x) = 12(x =1/2) (x + 1/2)(x + 1/3)
Las raices de P(x) son 1/2, -1/2 y —1/3.

23 Comprueba que las raices de P(x) = 4x* + 4x* — 25x* — x + 6 son 2, -3, 1/2 y —1/2, y escribe su
descomposicion en factores lineales.

24 ;Qué polinomio de grado 3 tiene por raices —2, 4, 6 y coeficiente principal —3? ¢ Y coeficiente principal 1?
25 Obtén un polinomio de grado 3 cuyas raices sean 0, 1y —1.

26  Obtén las raices y la descomposicion en factores lineales de los siguientes polinomios:
(A) X¥*-9  (B) 9x*-4 (C) 3x’+x (D) 2X*+8x-10  (E) 6x*+x-2  (F) 3x*+2x
(F) 3 +6x2-9x  (H) 4x®-8x°—x+2 (I) 183 +9x*-2x-1  (J) x*—10x> + 35x* — 50x + 24
(K) > +x-2 (L) 23— x?—x (M) x*—5x*+4 (N) x*—10x2+9 (N) —2x% + 3x



» Raices multiples de un polinomio

Ejemplo 15
|
Obtenemos las raices y la descomposicién factorial del polinomio P(x) = x* — 6x° + 8x* + 6x — 9.

Los candidatos a ser raices enteras son {+1, £3, +9}. De todos ellos, obtenemos que P(1) = P(-1) = P(3) = 0.
Por tanto, 1, —1 y 3 son raices de P(x), y sus factores asociados son (x —1), (x + 1) y (x =3).

Para obtener la descomposicion factorial de P(x), dividimos sucesivamente por los anteriores factores, con la regla

de Ruffini:

1 6 8 6 -9

1 1 5 3 9
1 -5 3 9 0 = x'-6+8x+6x-9=(x-1)(x*-5x*+3x+09)

il -1 6 -9

1 -6 9 0 =  X-5x+3x+9=(x+1)(x* - 6x+9)

3 3 -9
1 -3 0 = X-6x+9=(x-3)(x-23)

En resumen, la factorizacién de P(x) es:
P(x) = (x =1)(x + 1)(x — 3)(x — 3)

Observa que el factor (x — 3), asociado a la raiz 3, aparece dos veces. Decimos por ello que la raiz 3 es doble.
Como los otros factores no estan repetidos, sus raices asociadas 1 y —1 se llaman simples.

La factorizacion de P(x) se expresa mas agrupada:
P(x) = (x =1)(x + 1)(x — 3)?

Dada la descomposicion del polinomio P(x) en producto de factores lineales
P(X) = an(X = r)(X = 1) -+ (X =)
donde las raices ryq, o, ..., I'h NO Son necesariamente todas distintas:

Una raiz se llama simple si su factor asociado aparece solo una vez en la descomposicion de
P(x), doble si aparece dos veces, triple si aparece 3 veces, etc. En general se llaman maltiples si
aparece mas de una vez.

L e El polinomio P(x) = (x — 2)® (x + 3)? tiene una raiz triple, 2, y una doble, —3.
[ )

El polinomio P(x) = x* (x — 2) (x +1) tiene dos raices simples, 2 y —1, y O triple, pues x* = (x — 0)°.

27 Comprueba que las raices de P(x) = x* + x* — 5x> — x> + 8x — 4 son 1 (triple) y -2 (doble) y escribe su
descomposicién en factores lineales.

28  Escribe un polinomio de grado 4 con raiz triple 0 y raiz simple 3.
Escribe polinomios de grado 4 que solo tengan por raices los nimeros 1y —1.



Ejemplo 16
I

En ocasiones la blsqueda de raices enteras o fraccionarias no es suficiente para obtener la factorizacion de un
polinomio, pues algunas de sus raices pueden ser nimeros irracionales.

Hallamos las raices y la factorizacién del polinomio P(x) = x* — 3x®> + 6x — 4.
Las raices enteras de P(x) solo pueden ser los divisores del término independiente —4 que son { +1, +2, +4 }

Comprobamos que P(1) = P(2) = 0, por lo que los nimeros 1 y 2 son raices de P(x). La factorizacién
correspondiente se obtiene con la regla de Ruffini.

1 3 0 6 -4
1 1 2 =2 4

i 2 2 4 0 = P(x) = (x — 1)(x® — 2x* — 2x + 4)
2 2 0 -4

1 0 -2 0 = =22 -2x+4=(x-2)(xX*-2)

Tenemos la siguiente factorizacion de P(x), en dos factores de grado 1y otro de grado 2:
P(X) = (x = 1)(x - 2)(x* = 2)

Llegados a este punto no podemos continuar porque no hay ninguna otra raiz entera ni fraccionaria (no hay raices
fraccionarias porque el coeficiente principal de P(x) es 1).

Pero el polinomio Q(x) = x? — 2 tiene dos raices irracionales, J2 y 2, gue obtenemos de resolver la ecuacién
X¥-2=0 o xX=2 o x=+2

y se puede factorizar como x* — 2 = (x—ﬁ)(x+ «/5) .

De este modo obtenemos la descomposicién en 4 factores lineales del polinomio P(x):

P(X) = (x=1)(x+1)(x=+2)(x++2)

El polinomio P(x) tiene dos raices enteras, 1y 2, y dos raices irracionales, 2 y 2.

Observamos que cuando no hay raices fraccionarias, pero alguno de los factores del polinomio (o el

mismo polinomio) es de grado 2, la resolucion de ecuaciones de segundo grado permite obtener raices
irracionales. En el apartado siguiente resolvemos ecuaciones de primer y segundo grado, y otras reducibles a
ecuaciones de segundo grado.

29

30

Obtén las raices y la factorizacion de los polinomios:

(A) PX)=x*+3x-4 (B) P(x) =6x*—x—1 (C) P(X)=6x"-13+7x*+x -1
(D) P(X)=x*-x*-12 (E) P(x) =x°—x®—6x (F) P(x)=x*-5x*+6

(G) P(x)=x*-6x+11x* - 6x (H) P(x) =x3+x*—2x -2 () P =x—x"-x3+x?

()  P(x) =2x*-x? (K) P(x) =x*—3x+2 (L) P(x)=-8x°+9x*—1

(M) P(X)=x3—4x*+x+6 (N) P(x) = x*— 7x% +12 (N) P(X) =x*+ x> - 4x2—2x + 4
(0) P(x) = x*+10x> + 35x° + 50x + 24 (P) P(x) = x* + 5x° + 3x* — 5x — 4

Teniendo en cuenta la propiedad (a — b)@a + b) = a® — b% muchos polinomios se pueden factorizar
rapidamente, sin necesidad de recurrir a la division euclidea. Aplicala a los polinomios siguientes:

(A) PX)=x*-4 (B) P(x)=3x*-2 (C) P(x) = x®—4x (D) P(x) =x*—x?

(E) P(x)=x*-9 (F) P(x) =9x*—4 (G) P(X)=x*-x (H) P(x) = x> —3x

()  P(x) = 10x° — 160x ) P(x)=2x*—x? (K) P(x)=4x*-1 (L) P(x) =-2x*+8x*
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Problemas del capitulo 2

Efectda las siguientes operaciones con los polinomios P(x) = 3x* — x® + x*y Q(x) = —x* + 2:

(A) P(x) +Q(x) (B) P(x) —Q(x) (C) P(x) - Q(x) (D) P(x) : Q(x)
(E) (P())? (F) (QM))* (G) (QM)? (H) QM)*
Calcula las siguientes potencias:

(A) (x+7y)’ (B) (X + 4y’ (©) (¢ +2y)° D) (x-y)*
B) (45’ ) @x-17 © (b)) (Mo
Efectlia las siguientes operaciones con polinomios:

(A) (2x +3)* = (3x —4)? + (5 + 2x)(5 — 2X) (B) (3x +4)? + (2x +5)? — (5x + 1)( 5x — 1)
(C) (Bx+2)?+ (2x—5)—12(x — 1)(x + 1) (D) (a+b)?+ (a+2b)?+ (2a+b)?

(E) (x—3)"- (x +3)° (F) (2a—b)*(2a + by’

(G) (x+2)*—(x-2)* (H) 2x-1)(2x +1)(3x -2)

N x=1)(x-2)(x+3) (J) (2x—-1)2x+ 1)(3x —2)(3x + 2)

Obtén el término de grado 4 de los siguientes polinomios:
(A) 3x-2)* (B) (3x-2)° (C) (3x-2)° (D) (3x*-2)° (E) (3% +4x)°

Obteén el cociente y el residuo de las siguientes divisiones de polinomios:
(A) P(x)=5x"-6x—2x*+x—-5,Q(X) =x*+x —|.

(B) P(x) =3x*+5x*+x—5, Q(x) = 3x — 1.

(C) P(X)=x*—x*+1,Q(X)=x*+2x — 1.

(D) P(X)=2x—x3 Q(X) =x*+ 1.

(E) PX)=x"+1,Q(x) =x>-1.

Obtén el valor de m para que el resto de la division de P(x) = (x® — 7x* + 3x + m) entre Q(X) = x> — x + 2 sea
r(x) = —-5x+ 2.

Obtén m para que el resto de la division de P(x) = (x* + x* + 2x*> + mx? — 5) entre Q(x) = x> — X + 2 sea un
polinomio de primer grado.

Obtén my n para que el resto de la division de P(x) = x* + 2x® + mx + n entre Q(x) = x* + 3x — 1 sea 2x +1.

Aplicando la Regla de Ruffini obtén el cociente y el resto de las divisiones:
(A) PX)=x3+x*+x+1, Q(X)=x+1.

(B) P(x) = 4x>—68x* -5, Q(X) = x.

(C) PX)=x¥—x"+x*+x, Q(X)=x—1.

(D) P(x)=x}-ax’-ax+a", Q(Xx)=x+a.

(E) P(x)=6x>—7x*+3x—4,Q(x) = 2x — 1.

(F) P(x)=9x*—12x3 - 3x*+ 15x + 3, Q(X) = 3x + 2.

Obtén el valor de m para que el resto de la divisién de x* — x* + x + 3m entre x — 2 sea 9.

Obtén el valor de m para que la division de x* + 5x° + 2x? + mx + 6 entre x + 3 sea exacta.
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Por el teorema del resto, obtén el resto de la division de P(x) = x*~7x* + 10x? + 9x + 3 entre el binomio x — 4.

Obtén los valores de my n para que el polinomio P(x) = x*> — 5x* + mx + n sea divisible, al mismo tiempo, por

X+1lyporx-1

Obtén el valor de m para que el polinomio x* + mx® — 2x? + 3x + 6 sea divisible por x + 2.

Obtén las raices y la factorizacion de los siguientes polinomios de grado 2:

(A) X%~ 3x+2
(E) 2x*+x-3
(1) x*+3x

(B) X*+3x+2 (C) X*-5x+4 (D) x*+4x +4
(F) 2 +x-1 (G) 6x*—5x+1 (H) x*—2x+1
() 2x*+4x (K) 3x* - 4x (L) x>+x

Obtén las raices y la factorizacién de los siguientes polinomios de grado 3:

(A) X*—4x
(E) 2x*-3x?
() x*+1

(M) x®—3x +2

(B) x°+4x (C) x*—4x? (D) X3+ 4x?

(F) x*-3x (G) x®—3x%+2x (H) x3+5x% + 4x

() x+3x%*+3x+2 (K) xX*-3x*+3x—2 (L) x*-1

(N) X*-3x—-2 (N) x*~7x+6 (0) X*+6x*+11x +6

Obtén las raices y la factorizacién de los siguientes polinomios de grado 4 0 més:

(A) x*=x°

(E) x*-1

) x*+2x2+1
(M) x* —8x*-9

(B) x*—x* (C) x*—x (D) x*-8x
(F) x*-4 (G) x*—4x* (H) x*+8x?
() x*-2x*+1 (K) x*—5x°+4 (L) x*-3x*+2
(N) x*+x*-2 (N) x*=x*-2 (0) x*+3x*+2

Descompdn factorialmente los siguientes polinomios:

(A) P(x)=3x*—5x>+2x*

(B) P(x) =3x*—28x*+63x — 18

(C) P(x) = 75x* — 30x® + 3x* (D) P(x) =x*+2x—-3

(E) P(x) = 6x*+ 7x> — 36x*>— 7x + 6 (F) P)=x*+x*-2

(G) P(x) = 2x° — 15x* + 14x> + 75x* —88x — 60 (H) P(x) = 4x° - 5x* + x

(1) PX)=x*+x*-3x*-4x—-4 () PX)=x>-7x+6

(K) P(x) =x*—6x%+5x + 12 (L) P(x) =3x%+10x* — 23x + 10

(M) P(x) = x® + x* — 8x — 12
(N) P(x) =x*—2x 3+ 2x — |

(P) P(x) = 2x* - lIx— 40

(N) P(x) =4x3 - 37x 2+ 70x + 75
(0) P(X)=x*+3x*+10x + 8
(Q) P(x) =x*—2x3-8x*

Factoriza, utilizando la diferencia de cuadrados, los siguientes polinomios:

(A) x*-25
(E) x*—m?
(1) 2x3-4x
(M) X° - 4x

(B) X*-5 (C) 4x*-1 (D) 3x*-5
(F) 2x*-1 G) x*-1 (H) x*-9
(3) 2x3-4x? (K) 4a® - 9b? (L) x*—4x°
(N) x°—4x®



Soluciones de las actividades del capitulo 2

1. 5x + 10y + 15z. 2. C;=1.1x; C, = 1.1%; C3 = 1.1%. 3. C,=1.1"x;n=7.27 afios. 4. (A) 404 ; 1604 .

(B) \/m . 5. V=4x+6y+12z. 6. Respectivamente, -3y 4;4y-1;0y1l. 7. a=-4,b=-3,c=0.

8. (A) 9%% (B) 15x%. (C) 10x5. (D) 0. (E) 2x°— 4x%. (F) 2x2+ 5x. (G) —9x” + 6x°+ 18x>. (H) 0. 9. (A) 3x%+ 1.
(B) X2+ 2x=3. (C) 2x*=x3+ 2x2+ 3x = 2. 10. P(X)Q(X)R(X) = x® = x* = 5x% + 2; P(X)(Q(X)+R(x)) = 2x* + 2x*— 4.
11 (A) 9x* + 122+ 4. (B) 9x*— 12 x>+ 4. (C) 9x*— 4. (D) 25x* = 16. (E) 2x° + 6x* + x* — 10x% — 9x — 2.
F)x =3+ 23 +6x* - 13+ 4x% + 9x — 12. 12, (A) 4%+ 12x + 9. (B) 4x* - 12x + 9. (C) x*+ 2% + 1.
(D) x*=2x*+ 1. (E) 0. (F) x*+ 2x3+3x2+ 2x + 1. (G) x®+ 3x?+ 3x+1. (H) x®—3x%+ 3x — 1.

X+ 03+ 43+ ax+ 1. ) x* -3+ 4% —4ax+1. 13. (A) 273 + 54x2 + 36x + 8. (B)16x* — 32x3+24x — 8x+1.
(C) xB—8x%+24 x*—32x%+16. (D) 10x* + 20x* + 2. (E) x° + 18x° + 135x* + 540x° + 1215x% + 1458x + 729.
(F) 32x° - 320x* + 1280x° — 2560x° + 2560x — 1024. (G) x*2+ 12x'° + 54x%+ 108x° + 81x".

(H) 16x™ + 16xM + 6x°+ x* + (1/16) x®. 14. (A) 4860x". (B) 448x°. (C) -160x% (D) —8064x°.

15. (A) ¢+ 1D)(-1)+2. (B) (*—1)(x*+ 1) +2. (C) (¢*+ 1)(x*~1). (D) (x*-1)-1+2.

(E) (6% + 3x +2)(x*-1). (F) (x=1)(x — 4) + 2. (G) (4x*+ 2)(x*/2 + 1)+(x+1). (H) (0.5x*+ x — 2)(x*+ X + 1) + (X + 1).
16. (A)C(X)=x*+x-2,R=0. B)C(X)=x?—x-2,R=4. (C)C(X)=x?+2x+1,R=4. (D)C(X)=x>=2x+1,
R=0. (E)C(x)=x*~3,R=2. 17. -63/8. 18. 0y —4. 19. 5. 20. m=n=-1. 21. (A)-3,-2. (B)0,-1,1,2.
(C)0,-1. 22. (A)1,2,3. (B)1. (C)-1. (D)-2,-1,1,2. (E)-1/2,1/2,1. (F)-1/2, 1/2, 1/3.

23. A(x + 3)(X — 2)(x — 1/2)(x + 1/2). 24. —3x3+ 24x%— 12x — 144; x*— 8x2+ 4x + 48. 25. x> —x.

26. (A) (x — 3)(x + 3). (B) 9(x + 2/3)(x — 2/3). (C) 3x(x + 1/3). (D) 2(x + 5)(x — 1). (E) 6(x — 2/3)(x + 1/2).
(F) 3x(x + 2/3). (G) 3x(x + 3)(x — 1). (H) 4(x — 2)(x + 1/2)(x — 1/2). (1) 18(x — 1/3)(x + 1/2)(x + 1/3).

Q) (X - A)(x = 3)(x — 2)(x — 1). (K) (X + 2)(x — 1). (L) 2x(x — 1)(x + 1/2). (M) (x — 2)(x — 1)(x + 2)(x + 1).
(N) (x = 3)(x + 3)(x — 1)(x + 1). (N) —2x(x —3/2). 27. (x—1)3(x + 2)%. 28. x*(x — 3); (x*~1)(ax® +bx+c).

29. (A) (x-1)(x+4). (B) 6(x—1/2)(x+1/3). (C) 6(x — 1)*(x + 1/3)(x — 1/2). (D) (x — 2)(x + 2)(x* + 3).

(E) x(x = 3)(x + +/3)(X*+2). (F) (x— v2)(x+ J2)(x— 3)(x+ V3). (G) X(x-1)(x-2)(x-3).

(H) (x+ D(x = V2)(x + V2). () x3(x+ )(x - 1% () (X~ N2 12)(x + N212). (K) (x +2)(x — 1),

(L) -8(x — 1)(x — 1/2)(x% + x + 1)(x? + x/2 + 1/4). (M) (x — 3)(x — 2)(x + 1). (N) (x — 2)(x + 2)(Xx — +/3)(x + 3).
(N) (x +2)(x = 1)(x — /2)(x + +2). (O) (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4). (P) (X + 4)(X — 1)(x + 1)%

30. (A) (x+2)(x—2). (B) (v/3x — V2)({/3x + V2). (C) x(x - 2)(x +2). (D) x*(x + 1)(x — 1).

(E) (¢ +3)(x = V3)(x+ V/3). (F) Bx+2)3x - 2). (G)x(x + 1)(x—1). (H) x(x = +/3)(x + +/3).

(1) 10x(x + 2)(x — 2)(%+ 4). (3) X*(~2x — 1)(+/2x +1). (K) (2x — 1)(2x + 1). (L) -2x3(x + 2)(x - 2).




Soluciones de los problemas del capitulo 2

1. (A)3x* —x®+2. (B) 3x* —x®+ 2x2 - 2. (C) -3x°+ x°+ 5x*— 2x* + 2x% (D) Cociente: —3x%+ x — 7,

Resto: —2x + 14. (E) 9x%— 6x"+ 7x8— 2 + x*. (F) x* = 4x% + 4. (G) —x® + 6x* - 12x* + 8.

(H) x® = 8x% + 24x* — 32x2 + 16. 2. (A) X2 + 14xy + 49y%. (B) x* + 8x%y + 16y°. (C) x° + 6x*y + 12x%y? + 8y°.

(D) x* — 4xCy + 6x%y? — 4xy® +y*. (E) X* + 53x* + 30X + 304/3x% + 45x + 94/3.

(F) 32x° — 80x* + 80x® — 40x* + 10x — 1. (G) 2x® - 8x" + 8x°.

(H) (1/64)x** — (3/8)x*® + (15/4)x** — 20x** + 60x”° — 66x™° + 64x'8. 3. (A) —9x? + 36x + 18. (B) —12x* + 44x + 42.
(C) x> — 8x + 41. (D) 6a’ + 6b° + 10ab. (E) x*—18x*+ 81. (F) 16a* — 8a’h? + b*. (G) 16x* + 64x.

(H) 123 -8x2-3x+2. (1) x®-7x+6. (J) 36x* —25x° +4. 4. (A) 81x*. (B) -810x*. (C) 4860x".

(D) 2160x*. (E) 144x*. 5. (A) C(x) = 5x*— 11x + 14, R(X) = —24x + 9. (B) C(X) =x*+ 2x + 1, R(X) = —4.

(C) C(X) = x2— 2x + 4, R(X) = —10x + 5. (D) C(X) = 2x3—3x, R(X) = 3x. (E) C(x) = x*+x, R(X) = x + 1.

6. -10. 7. 1. 8. m=15n=-3. 9. (A)C(X)=x*+1,R=0. (B) C(X) = 4x*— 68X, R = 5.

(C)CX) =x*+xE+x"+x+2, R=2. (D) C(x) =x*—2ax +a% R=0. (E) C(x) = 3x?= 2x + 1/2, R = =7/2.

(F)C(x) =3x*-6x2+3x+3,R=-3. 10.3. 11.-10. 12.7. 13.m=-1,n=5. 14. 1. 15. (A)1ly2;
(x=1)(x=2). (B)=1y—=2; (x +1)(x+2). (C)1y4; (x—1)(x—4). (D)=2doble; (x +2)%. (E) 1y -3/2;
(x—1)(2x +3). (F) -1y 1/2; (x + 1)(2x — 1). (G) 1/2'y 1/3; (2x — 1)(3x — 1). (H) 1 doble; (x — 1)*. (1) 0y -3;
X(x+3). )0y-2;2x(x+2). (KYOy4/3;x(3x—4). (L)Oy-1;x(x+1). 16. (A)0,2y-2; X(x—2)(x + 2).

(B) 0; x(x2 + 4). (C) 0 dobley 4; x¥(x — 4). (D) 0dobley —4; x3(x + 4). (E) 0 dobley 3/2; x}(2x—3). (F)0, 3y
—Bix(x= VB)X+ V3). (G)0,1y2;x(Xx —1)(x—2). (H)0, -1y —4; x(x + 1)(x +4). (1) =1; (x + 1)(x2 = x + 1).
(3) -2; (x+2)(C +x+1). (K)2; (x-2)(0¢—x+1). (L)1; (x—1)(+x+1). (M) 1dobley—2; (x—1)*(x +2).
(N) -1 dobley 2; (x + 1)’(x —2). (N) 1,2y -3; (x—1)(x — 2)(x + 3). (O) -1, -2y =3; (x + 1)(x + 2)(x + 3).

17. (A) Otripley 1; x3(x — 1). (B) 0doble, 1y —1; x3(x — 1)(x + 1). (C) 0y 1; x(x — 1)(x*+x +1). (D) 0y 2;
X(x—2)(% + 2x +4). (E)1y-1; (x—1)(x + 1) +1). (F) V2 y—2; (x— 2)(x + J2)(x* +2). (G) 0 doble, 2
y —2; X3 (x — 2)(x + 2). (H) 0 doble; x3(x? + 8). (1) No tiene raices; (x* + 1)2. (J) 1y —1 dobles; (x — 1)%(x + 1)%
(K)1,2,-1y-2; (x= D)X+ D(x = 2)(x +2). (L) L, -1, V2y-+2; (x=D(x + D)(x = 2)(x + 2). (M) 3y -3;
(x=3)(x +3)(x*+1). (N) 1y -1; (x—1)(x + ) +2). (N) V2 y—v2; (x = V2)(x + ¥2)(< + 1). (O) No tiene
raices; (x* + 1)(x* + 2). 18. (A) 2x*(x — 1)(x — 3/2). (B) 3(x — 3)(x — 1/3)(x — 6). (C) 75x*(x — 1/5)°.

(D) (x +3)(x—1). (E) 6(x +3)(x—2) - (x + 1/2)(x — 1/3). (F) (x — 1)(x + 1)+ 2).

(G) 2(x = 5)(x = 3)(x — 2)(x + 2)(x + 1/2). (H) 4x(x — 1)(x — 1/2)(x + 1) - (x + 1/2). (1) (x = 2)(x + 2)(x*+ x + 1).

Q) (x = 1)(x = 2)(x + 3). (K) (x = 4)(x = 3)(x + 1). (L) 3(x +5)(x — 1)(x — 2/3). (M) (x — 3)(x + 2)

(N) 4(x — 5)2(x + 3/4). (N) (x + 1)(x — 1)>. (O) (x + 1)(x*+ 2x + 8). (P) 2(x — 8)(x + 5/2). (Q) X*(x — 4)(x + 2).

19. (A) (x=5)(x +5). (B) (x— +/5)(x+ VB). (C) (2x-1)(2x+1). (D) (V3x~ \B)(\B3x+ 5).

(E) (x—m)(x +m). (F) (N2x-1)(¥2x +1). (G) (x—1)(x + D)(x* +1). (H) (x— +/3)(x + /3)(x* +3).

(1) 2x(x — J2)(x + 2). (3) 2x3(x — 2). (K) (2a—3b)(2a + 3b). (L) X3(x — 2)(X + 2).

(M) X(x = N2)(x + +/2)(x* +2). (N) X*(x = 2)(x + 2).
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Capitulo 5

Funciones exponenciales y logaritmicas
Aplicaciones financieras

El interés simple

El interés compuesto
e Vencimiento de intereses en otros periodos

La funcién exponencial de base a
e Propiedades de las funciones exponenciales

El nimero e y la funcion exponencial de base e
e Ecuaciones exponenciales

Funciones logisticas

Los logaritmos
e El niimero logaritmico

Propiedades de los logaritmos
e Propiedad del cambio de base
e Resolucion de la ecuacion exponencial a* =b

e Ecuaciones logaritmicas

Funciones logaritmicas
e Propiedades de las funciones logaritmicas

Tasa anual equivalente TAE
Anualidades de capitalizacion

Anualidades de amortizacion




5.1 Interés simple

Ejemplo 1

|
Alberto desea comprar una motocicleta de 1000 €. Carece de liquidez pero su amigo Jordi accede a prestarle el
dinero a condicion de obtener un beneficio del 5 %. /Cuanto dinero entregara finalmente Alberto a Jordi?

El capital prestado al inicio (capital inicial) Cy es 1000 €.
El beneficio o interés B que obtendra Jordi es:

1000-5

B=5%de 1000 = =50¢€.

El capital final Cr que Alberto debera devolver es Cg = Cy + B = 1000 + 50 = 1050 €.

El beneficio se calcula (ejemplo anterior) como porcentaje del capital inicial prestado.

Pero no es indiferente que Alberto cancele su deuda en un afio o en un mes, Jordi recibiria la misma
cantidad de dinero pero preferird obtenerlo en menos tiempo. Aparece asi el periodo de tiempo necesario
para aplicar dicho porcentaje al capital.

o El porcentaje aplicado al capital para obtener el beneficio se llama rédito o tipo de interés
R, al que anadimos un adjetivo que indica el tiempo de generacion del beneficio; éste es
anual, mensual R, semestral R;, diario Ry...

e La caracteristica del interés simple es que el beneficio se genera, y corresponde ser
entregado, al finalizar cada periodo de tiempo que indica el tipo de interés. En caso de
no concluir todo el periodo, corresponde abonar la parte proporcional al tiempo transcurrido.

Ejemplo 2

|
Disponemos de 5000 euros que depositamos en un banco que ofrece un tipo de interés simple del 5.25 % anual.
Calculamos el beneficio y el capital final que obtendremos si el depdsito se mantiene durante 3 afios y 6 meses.

Como el tipo de interés R = 5.25 % es anual, el beneficio que nos corresponde al cabo del afio es:
5000 -5.25
B;=5.25%de5000= ——— =262.5€
100

Como el capital continua depositado en el banco (estara 3 afios y medio), al finalizar el segundo afio nos
correspondera de nuevo un beneficio de

B,=B;=525%de 5000= =262.5€
Al finalizar el tercer afio el banco nos dara de nuevo un beneficio B; = 262.5 €.
Si el deposito se mantiene 6 meses mas, se producira una nueva entrega de beneficios B* correspondiente a esos 6
meses, la proporcion 6 a 12 del beneficio anual:

B* = % B, =05-B,=131.15€

El beneficio total B y el capital final obtenido, transcurridos los 3.5 afios, seran:

B= 5000-5.25-3.5
100

=918.75€ y Cy=Cy+B=5000+918.75=5918.75 €




Observando la ultima expresion del calculo del beneficio total del ejemplo 2 obtenemos la expresion
que proporciona el beneficio para el caso del interés simple.

El beneficio total generado por un capital inicial C,, al tipo de interés simple anual R, invertido
durante un tiempo t, medido en afos, viene dado por:

_GCiRt _
100

En la segunda expresion r = R/100 es el tipo de interés anual expresado en tanto por uno.

B Co‘r‘t

Las mismas expresiones son vdlidas para tipos de interés semestrales, trimestrales, mensuales...,
teniendo en cuenta que el tiempo t, o sus partes, vendran medidos en semestres, trimestres...; al mismo
tiempo el beneficio se generara cada semestre, trimestre..., vencido, 0 sus partes proporcionalmente.

Ejemplo 3

|
Queremos depositar 6000 € en el banco durante 3 afios. El banco A ofrece un interés anual R = 6 % y el banco B
un interés mensual R, = 0.5 %. ;En qué banco interesara depositar nuestro dinero?

Beneficio en el banco A Beneficio en el banco B
B=Cy-r-t=6000"-0.06-3=1080¢€ B=Cj 1, 36=6000"-0.005-36=1080 €.
r=R/100=6/100=0.06 y t=3 afios Im = Ry/100 = 0.5/100 = 0.005 y t=36 meses

Como el beneficio final es idéntico, daria igual la eleccidn; pero es preferible recibir antes el beneficio.
Ademas, el banco A puede ofrecer un tipo de interés anual con vencimiento mensual (o cualquier otro plazo);
significa que cada mes entrega la parte proporcional (1/12) del beneficio anual:

B"‘:i - 6000 - 0.06 - 1=30€
12

El beneficio al cabo de los 3 afios (36 meses) es el mismo: B =36B* =36 - 30 = 1080 €.

El beneficio, generado durante un afio, correspondiente a un tipo de interés anual R (o r en tanto
por uno) con vencimiento mensual es equivalente al beneficio generado durante 12 meses
correspondiente a un tipo de interés mensual Ry, = R/12 (0 rp, = r/12 en tanto por uno).

1 El banco A ofrece depositos al tipo de interés simple del 4.75 %. Juan realiza un depdsito de 4000 € por un
periodo de 5 afos y 3 meses. ¢Qué beneficio total y qué capital final obtendra? ¢Cuando recibe los intereses?

¢ Qué capital necesitas para que al 4 % de interés simple anual se genere un capital final de 6000 € en 3 afios?
En un banco colocamos 5000 € que producen 150 € al afio de beneficio. A qué rédito se colocaron?

¢ Cuantos meses se colocaron 24000 €, al 2 % de interés simple anual, si produjeron 4000 € de intereses?

g B~ W DN

Depositamos 4500 € al tipo de interés simple del 4 % trimestral. ;Qué capital final obtendremos dentro de 3
afios y un mes?

6 ¢Qué beneficio se obtiene al invertir durante un afio 1000 € al 10 % anual con vencimiento mensual de
intereses? ¢Y al 0.6 % mensual con vencimiento diario?



5.2 Interés compuesto

Cuando el interés o beneficio periddico generado por un capital NO se abona al vencimiento de
cada periodo sino que se acumula al capital inicial (capitalizacion), para producir a su vez
beneficio en los siguientes periodos durante la vigencia del contrato, aparece el llamado interés
compuesto.

Veamos como se produce la capitalizacion en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4
|
(En cuénto se convertird un capital de 1000 €, en 3 afios, al tipo de interés compuesto anual del 7 %?

1.

Como en el interés simple, al cabo del primer afio (en general, primer periodo) el beneficio generado y el
capital final seran:

Bi=Cy:r-t=1000-0.07 -1=70€ y Cs;=Co+B;=1070€

Al comenzar el 2.° afo, el nuevo capital inicial es Cyy; al terminar el 2. afio el beneficio de dicho periodo y
el nuevo capital final seran:

B,=Cg 1r-1=1070-0.07-1=749€ y Cp=Cy +B,=1070+749=11449 €
Al comenzar el 3. afio, el nuevo capital inicial es Cp,; al terminar el 3. afio el beneficio de dicho periodo y
el capital final seran:

B;=Cp-1r-1=11449-0.07=80.143€ y Cp=Crp +B;=1225.043 €

El beneficio total es B= Cp; — Cy =B, + B, + B; =225.043 €.

Un capital inicial Cy, al tipo de interés compuesto anual r, en tanto por uno, invertido durante un
tiempo t, medido en afios, produce un capital final y un beneficio dados por las expresiones:

Cr=Co(1+1r)' vy B=Cg-Cy

Siguiendo los pasos del ejemplo anterior obtenemos que al cabo del primer afio, el capital final acumulado es:

CF1:C0+B1:C0+C0'Y'1:C0+C0'TZC0(1+T)

Al cabo del segundo afio, el capital final acumulado es:

Cry=Cp +By=Cp; +Cp; - 1=Cp; (1 +1)=Co (1 +1)(1 +1)=Co (1 +1)°

Al finalizar el tercer afio, el capital acumulado es:

CF3=CF2+B3=CF2+CF2'I'=CF2(1+I')=C0(1+I')(1+I')(1+I')=C0(1+I')3

En general al transcurrir t afios el capital acumulado es:

CF: C() (1 “"I')t

Comprobamos la validez de la expresion con los datos del ejemplo anterior:

Ce=Co(1+1) = Cp=1000(1+0.07)°=1000 - 1.07° = 1000 - 1.225043 = 1225.043 €



» Vencimiento de intereses en otros periodos

Cuando el tipo de interés compuesto es mensual, semestral..., (las capitalizaciones se producen en esos
intervalos de tiempo) se obtienen expresiones correspondientes analogas, teniendo en cuenta que el tiempo se
medirad en meses, semestres...; por ejemplo, en el caso mensual seria:

Cr=Co(1 +ry)™ (mes el tiempo de la inversion en meses) (1)

Al igual que el interés simple, el interés compuesto anual puede tener vencimientos diferentes (por
ejemplo mensual). La proporcionalidad alli indicada para calcular el beneficio se mantiene y produce la
proporcionalidad de los tipos de interés compuestos para diferentes periodos; asi por ejemplo

r

1 2)
y la expresion del capital final que se obtiene a partir de un capital inicial C,, al tipo de interés compuesto
anual, con vencimiento mensual, invertido t afios es

r 12t
Cr=0C, (14-5)

Esta expresion es idéntica a la (1) puesto que se verifica (2) y 12t son los meses que hay en t afios,
tiempo que el capital esta invertido.

Im

Ejemplo 5

|
Un banco ofrece unos depositos especiales al 3.5 % de interés. Invertimos 4 000 € durante 5 afios y 3 meses y
calculamos el capital final que obtendremos si el tipo de interés es compuesto anual con:

(A) Vencimiento anual. (B) Vencimiento mensual. (C) Vencimiento diario.

(A) En este caso utilizamos la expresion Cg = C, (1+ r)t ,conr=0.035,t=5.25 afos:

Pz =4000 - 1.197944882 = 4791.78 €

Cr=4000 (1+ 0.035 )5-25

=4000 (1.035
12t
(B) La expresion sera Cr = C, (1+ Ej ,conr=0.035,t=5.25 afios (12t =63 meses):

0.035 1252
Cr=4000 (1+ Tj =4000 (1.0029167)63 =4000 - 1.201394 =4805.58 €

365t
(C) Laexpresion sera Cg = Cy (1+ ﬁj ,conr=0.035,t=5.25afos (365t=1916.25 dias):

365-5.25
Cr = 4000 (1+ %) = 4000 (1.00009589)

191025 = 4000 - 1.201704768 = 4806.82 €

7  Calcula el valor final de una inversién de 1 euro, al tipo de interés compuesto anual del 2 % y capitalizado
diariamente.

8  Suponemos que las viviendas incrementan su valor a una tasa anual de 8 %. ¢ Cuénto valdr& hoy una de ellas
si dentro de 10 afios tendré un valor de 250000 €? (Su precio hoy es el valor actual de la vivienda.)

9  Los pagarés de empresa se emiten al descuento. Significa que si su valor nominal es de 1000 euros, se paga
una cantidad menor por él, teniendo en cuenta que, transcurrido el plazo indicado, su valor final sera el
nominal. Compramos un pagaré, de valor nominal 100000 euros, por 95500 €. Si su vencimiento es dentro de
un afio, ¢qué tipo de interés compuesto anual aplica? (Este tipo de interés se llama tipo de descuento.)



5.3 La funcion exponencial de base a

La diferencia entre crecimiento lineal y exponencial se observa claramente en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 6
|

e Un capital inicial C, de un euro colocado a un interés simple anual del 5 % crece linealmente, respecto del
tiempo t que permanece invertido, produciendo un capital final:

C(t)=Co+B=Co+Co-r-t=1+1-005-t=1+0.05t
e Si el mismo capital inicial es invertido al tipo de interés compuesto anual del 5 %, el capital final obtenido es:
C(t)=Co (1 +1)'=1"(1+0.05)=1.05"

12

Observa que, en el segundo caso, el crecimiento es mucho mayor, es

10
lo que llamamos crecimiento exponencial.

0] 1 2 3 5 10 | 4 50 6
111.05( 1.10 | 1.15 |1.25|1.50| 1.20| 3.5 4
111.05(1.102(1.158|1.28 [ 1.63 | 1.22|11.56 2

Dado a> 0, a # 1, la funcion exponencial de base a se define como:

f: R > R tal que f(x)=a"

Ejemplo 7
]
Obtenemos una tabla de valores y las graficas de las funciones exponenciales:
f(x) = 2%, vxeR gx) = (1/2)* =27 vxeR
X f(x) X g(x)
-3 1/8 \ / -3 8
2 | ua | o= -2 4
B 000 = (12 1] 2
0 1 ° 0 1
1 2 i 1 1/2
r: yF 0 »
2 4 Asintota ho ﬁ N 2 1/4
3 8 ISR et S N D oS S 3 1/8
4 3 2 1 2 3

Observa que para valores de x negativos, muy grandes, los valores de la funcion f(x) = 2* tienden a 0, mientras
que lo mismo ocurre con valores x positivos muy grandes en la funcién g(x) = (1/2)*. Por ejemplo:

f(-10)= 270 = 2%0 ~ 0.00097 9(10) = (1/2)*° ~ 0.00097

Larecta r: y =0 es asintota horizontal de las graficas de ambas funciones, aunque solo en una direccion.




» Propiedades de las funciones exponenciales

Ejemplo 8
|
Con ayuda de la calculadora obtenemos las graficas de las siguientes funciones exponenciales:

_____ Ve

o]

~

|
>

a

f(x) =a*, cona>1 f(x)=a% con0<a<l1

La funcién exponencial f(x) = a* verifica las siguientes propiedades:

o f(0)=a"=1yf(d)=a'=a = lagrafica pasa por los puntos (0, 1) y (1, a)

« El dominio es D= R, y puesto que f(x) = a* > 0 VxeR, el rango es Ry =]0, +oo].

o La funcion exponencial f(x)=a" es inyectiva, lo que significa que la ecuacion:
a* =b tiene solucién Gnica, para Vb >0

e Sia>1, f(x)=a" es una funcion creciente.

e Si0<a<l1, f(x)=a"es una funcion decreciente.

o Larectar:y=0 es asintota horizontal de todas las funciones exponenciales.

Ademas deducimos:

e Sia>1,los valores de f(x) = a* tienden a +oo cuando los valores de x tienden a +oo.
e Sia>1,los valores de f(x) = a* tienden a 0 cuando los valores de x tienden a —co.
e Sia<1,los valores de f(x) = a* tienden a 0 cuando los valores de x tienden a +oo.
e Sia<1,los valores de f(x) = a* tienden a +oo cuando los valores de x tienden a —oo.

10 Representa graficamente las funciones f(x) = 3* i g(x)= 3.

11 Considera los valores de x = 10, x = 100 y x = 1000. Comprueba, para la funcién f(x) = 1.1%, que las imagenes
tienden a +oo. De igual modo, para x = —10, x = -100 y x = —1000, comprueba que las imagenes tienden a 0.
Haz lo mismo con la funcién g(x) =0.9™.



5.4 El numero ey la funcion exponencial de base e

Ejemplo 9

]
Supongamos de nuevo un capital inicial Cy de un euro que se invierte al tipo de interés compuesto anual del
100 %. Si la capitalizacion se realiza al afio, obtendremos un capital final:

Ce=Co(1+n'=1-(1+1)'=2¢€

Si la capitalizacion se realiza cada mes del afio, se obtendria:

1\ 1\ 1\
Ce=Co|1+—| =1-|1+—| =|1+—| =2.613035€
12 12 12

Si la capitalizacién fuera diaria:

365 365
Cr=Cy (1+—j = (1+—) =2.714567 €
365 365
Si la capitalizacion fuera en cada segundo del afo:
J31536000

=2.718281778 €

]31536000

CF = C() (1

e 1+ ——
31536000 [ 31536000

1y o NP ,
El valor de Cy corresponde al valor de [1+ —j donde n indica el nimero de capitalizaciones realizadas durante
n

el afio y crece conforme n aumenta durante el afio. En caso de acumulacion instantanea de los intereses (pasamos
del interés compuesto al llamado inferés continuo) el capital final alcanzado serd un nimero irracional llamado

n
numero e; matematicamente se denomina como el limite de los términos (1+ —j , cuando n crece hacia +oo.
n

o El nimero € es un irracional (de valor aproximado 2.718 281 828 459 05) al que tiende la

n
., , 1\" . oy 1
sucesion de numeros (1+—) , cuando n crece hacia +oo, y se escribe IIm(1+ —) =e.
n n—ow n

» La funcion exponencial por excelencia es aquella que tiene por base el nimero irracional €:
f(x)=e*, vxeR

Representamos comparativamente las siguientes graficas de funciones exponenciales:

f00= 25 B00= €5 h0 =3 @@= (%j =37 g0 @ e g H -2




> Ecuaciones exponenciales

Las ecuaciones exponenciales son aquellas en las que la incognita aparece en el exponente. La
propiedad que permite resolver muchas ecuaciones es la inyectividad de la funcidon exponencial:

a*=a’ o x=y

Ejemplo 10

|
Para resolver las siguientes ecuaciones, expresamos las potencias de ambos miembros en la misma base, para
luego igualar los exponentes. Finalmente, obtenemos la solucién al resolver una ecuacion polinémica.

e Las potencias de la siguiente ecuacion se pueden expresar en la base comin 2:

1 1
=2 o 2= o 2=2° o x=-3
8 2
e Las potencias de la siguiente ecuacion se pueden expresar en la base comun 3:
x+7
A (32) o3t o 373X o xt14=2-x o x=-4

e Las potencias de la siguiente ecuacion se pueden expresar en la base comun 2:

3x2-5 - 3)3%°-5 6) X 9x%-15 _ —6x 2
8 S o (2) =(2) o 2 =2 o 9x*—15=-6x

9x*~15=-6x — x=1,x=—§

Ejemplo 11
I
Para resolver las siguientes ecuaciones, primero aislamos la parte exponencial:

500
. 5;'0=5 & ——=40+15-2% < 100=40+15-2* < 60=15-2%
40+15-2% 5

o 4=2% o 22=2% 5 x=2

o 10-577+20-5"7=550 < 10-5°-5°+20-5-5=550 < 250-5°+2500- 5" =550
550
2750

2750 - 5*=550 < 2750-5°=550 < 5*= 5X=% - x=-1

12  Si en lugar de un euro considerado en el ejemplo de la pagina anterior, tomaramos 3 euros, ;a qué nimero
irracional llegariamos con el interés continuo?
X

13 Representa graficamente las funciones f(x) = 2* "', g(x) =2* !, h(x) = 2> y t(x) = 25, e indica qué efecto se
produce sobre las graficas de las funciones exponenciales basicas correspondientes.

14  Halla los valores de m y n para que la funcion f(x) = 16 - 8" se exprese en la forma f(x) = 2™ *".

15 Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

(A) 2X2+l — 4—X (B) 7X3—1 — 1 (C) 29X—21 — '239 (D) 53)(—2 — 5 (E) 4—X+3 — 2—3X+4

(F) 5-3*+9-3"'=24 (G) 9*-7-3*=18 (H) _100__,, @) _ 8 g
80(1+2%) 5+90-3%



5.5 Funciones logisticas

Las funciones logisticas o de crecimiento frenado son aquellas de expresion general:

f(x) = < VvxelR, siendo C y k constantes positivas.
X
l+k-a

Son funciones muy utilizadas para modelizar el crecimiento de poblaciones bioldgicas o en
Demografia.

Las poblaciones bioldgicas de todo tipo (incluida la humana) experimentan grandes crecimientos, de
tipo exponencial, cuando se dan condiciones favorables. Pero la Tierra es un espacio limitado de recursos
para todas las especies, y el aumento de un tipo de poblacién conlleva al final una disminucién de las
condiciones favorables, con lo que el crecimiento se frena.

Las funciones logisticas tienen un crecimiento “con freno” no superando el valor de la constante C.

Ejemplo 12

|
Obtenemos una tabla de valores y la representacion grafica de la curva logistica dada por la funcién
8
fx)= ——, vxeR
1+3-(1/2)*
X -0 | =6 | 3| 2| -1 0 1 2 3 6 10 | +eo

f(x) 0 [004]032(061(1.14( 2 |32 (457|581 |7.64|797| 8

Esta funcién es siempre creciente, pero sin embargo:

e Los valores de la funcién estan limitados superiormente por 8:

Cuando x tiende a +oo, las imagenes se acercan a 8. Matematicamente se escribe lim ——— =8

x—+01+3-(1/2) %
La recta y = 8 es asintota horizontal de la curva, limitandola superiormente.

e De igual modo los valores estan limitados inferiormente por O:

. . . . 8
Cuando x tiende a —o, las imagenes se acercan a 0. Decimos que lim ———— =0

x—>-01+3-(1/2)%
La recta y = 0 es también asintota horizontal de la curva, y la limita por debajo.

y = 8 asintoti horizontal

b ¢ —r G+ ——— _—— -

T
'
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)
)
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Ejemplo 13
E—

16

17

18

La poblacién humana mundial sigue un crecimiento exponencial que necesariamente tendra un freno.
Supongamos que la capacidad poblacional de la Tierra es de 12000 millones de habitantes (limite superior que
asumimos) y que la poblacion mundial, en millones de habitantes, se ajusta a una funcion logistica

C(x) = ﬂ parax >0
1+k-a*

siendo x el nimero de afios desde 1960.

(A) Hallamos los valores de k y de a para que esta funcién se ajuste a los 3000 millones de personas de 1960 y a
los 4000 millones de 1975.

(B) Con la funcién obtenida, ¢cual es la poblacion para el afio 2020?

Segun el significado de la variable X, el afio 1960 es x =0, el afio 1975 es x = 15y el 2020 es x = 60.

(A) Queremos que C(0) = 3000y que C(15) = 4000:

12
C(0) = 3000 12000 _3000 o 12000 _).4a0 o 4=14k o k=3
1+ka’ 3000
k=3 12
C(15)= 4000 < 12000 _ jo0p o 12000 aa5 o 3og43als
1+3a’ 4000

2 2\ /18
o 3aP=2 o a15=§ & a=(§)

La funcidn logistica que se ajusta a los datos es:

12000

CX)= —————, ¥x=>0
) 2\ X/15 X 12000 : — —
1+3() oot
10000 |44 hebede :
(B) La poblacién en 2020 es el valor de C(x) en x = 60: 2000 .
6000 |-t A
C(60) = 1200(6)0/15 _ 120004
2 2 4000 |-
1+3] = 1+3
3 3 P :
e A
12
= 12000 = ﬂ =~ 7534 millones — I L
16 43 0 40 60 90 140 190
- Afo: 1960 2000 2020 2050 2100 2150

+ N
27 27

Estas funciones logisticas suelen Ilamarse también funciones de crecimiento frenado.

(Cual es la asintota que limita superiormente la funcion del ejemplo anterior? ;Qué significado poblacional
tiene? ;,Qué poblacion habra en el afio 21007

12000

Halla el valor de la constante k y de la base a para que la funcion f(x) = Y
+ .

VxeR verifique

f(0) =2000 y f(8) = 11770.11494.
Modeliza una funcion logistica f(x) que tenga un limite superior de 250, f(0) =20 y f(10) = 111.8666787.



5.6 Los logaritmos

Ejemplo 14
|
o En apartados anteriores hemos resuelto ecuaciones exponenciales, como por ejemplo:

2X=16 o 2%=2* - x=4

La solucion x = 4 es el exponente al que elevamos la base 2 para obtener el nimero 64. Se Ilama también
logaritmo en base 2 del nimero 16, y se expresa log, 16 = 4.

o De igual modo, la solucion de la ecuacion

=64 o 2°=2° = x=6=log,64, logaritmo en base 2 del nimero 64

o También la solucion de la ecuacion

2% = % o 2=21 5 x=-1-= Iogz%, logaritmo en base 2 del nimero 1/2

o Lasolucion de la ecuacion

1 2 2 1 . 1
= — o 28=25 5 x=-==log,——, logaritmo en base 2 del nimero —
% 5% %

e Pero no siempre podemos expresar la solucion de una ecuacién de este tipo mediante un nimero entero o
fraccionario. Por ejemplo, la ecuacion siguiente tiene solucion, pero es un ndmero irracional:

2 =3 < x=log,3, logaritmo en base 2 del niumero 3

Hallamos un valor aproximado de este nimero a partir de la grafica de la funcién exponencial de base 2 y con
ayuda de la calculadora:

20=1 215 ~ 28284
D) — log,3¢]1, 2] ) — log,3€]15,16]
2! 216 ~ 30314

2198 ~ 2 9897 21584 ~ 2 99799
2) — log, 3¢ ]1.58,1.59[ (4) — log, 3¢ ]1.584,1.585[
2159 =~ 3.0105 21585 ~ 300007

16 /'> 4 /”
14 38 /
14
/ 3.6 //
! /' 3.4 /
10 32 '/
8 3 /~/
2.8 7
& y /
/ 2.6 v
* ] pe
24
S L vn // |9gz3:l.5 49...
00 log,2 log,4 log,16 . ~
C,;A= 1/2 s
1 05 ¥ 05 1 15 2 25 3 35 4 1 11 12 13 14 15 16 17 18 19 2

Un valor aproximado por defecto es log, 3 = 1.5849625 con el que obtenemos 21-%%25 ~ 2 99999999985,




» El nUmero logaritmico

Dado b > 0, la tinica solucion de la ecuacion a* = b, cona > 0y a # 1, es un numero real,
llamado logaritmo en base a de b, representado por log, b:

x=log,b siysolosi & =b

Si la base es a = 10, se llama logaritmo decimal que se representa por logb = log,, b .

Si la base es a = e, se llama logaritmo neperiano que se representa por Inb = log, b .

La definicion del nimero logaritmo es posible porque la funcién exponencial f(x) = a* es inyectiva:

Vb > 0 la ecuacién a* = b tiene solucién Unica (el logaritmo en base a de b).

Las rectas horizontales solo cortan
una vez a la gréfica de una funcion
inyectiva.

log.b

Ejemplo 15
—

Calculamos el valor exacto de los siguientes logaritmos resolviendo la ecuacion exponencial equivalente:

log,27 =x < 3 =27 o 3 =3 = x=3 = log,27 =3

ne®=x o e=¢% = x=-3 = Ine®=-3

1 1 i} 1
logs— =x < 5 =-— o 5 =5% = x=—-4 = logs— =—4
625 625 625

l0og0.00001 =x < 10¥ =0.00001 < 10X =10 = x=-5 = log 0.00001 =-5

2

2
log 3100 =x < 10 =300 < 10¥=103 = «x-= 3 = log $hoo =

w| N

X X
|0gl,2 256 =x <& (—) =256 < (—j = 28 = 27X = 28 = x=-8= Iogllz 256

19

Halla los siguientes logaritmos:

(A) log,1024 (B) logs2 (©) Iogzi’/g (D) logs0.04 (E) logsl6 (F) logy42
(G) 10og10000 (H) 10g0.001 (1) log, 4 () logs Yo (K) 10g1100.001 (L) Ine*

(M) Ine?® (N) logyee™  (N) logs5 (O) logs625 2 (P) logys125 (Q) log.a®




5.7 Propiedades de los logaritmos

(P1) log,1=0 (P2) log a =1 (P3) Ioga% -1

(P4) log a” =p

Son consecuencias inmediatas de la definicion. Planteemos las ecuaciones equivalentes para demostrarlas:

0

(1) log,1=x < a¥=1 & a*=a" > x=0 - log, 1 =0

@ log,a=x < a*=a < a‘=a - x=1 - log,a=1

X -1

1 x _ 1
(3) Iogag:x e a =

X

(4) log.a’ =x < a*=aP - x=p — log aP =p
a a

1
& at=a - x=-1 - Iogaaz—l

(P5) Del logaritmo del producto: log (X -y) = log_ X + log_y

e
y
(P7) Del logaritmo de una potencia: Ioga x) =y- |Oga X

(P6) Del logaritmo del cociente: log, IOga1 X — Ioga y

Las demostraciones se deducen a partir de las propiedades de las potencias.

Llamamos u al nimero logaritmo log,x, y llamamos v al nimero logaritmo log,y. Tenemos

u

u=log.x < a =x v=lo & oa
a a

(P1) Como: x-y=a".a"=a""" - x.y=a"""

Entonces u + v es el logaritmo en base ade x - y:

utv=log,(x-y) < Iogax+logay:Ioga(x-y)

u
a _
= =" >

\

(P2) Como:

< | x
QD
< | x

. X
Por lo que u — v es el logaritmo en base a de —:

X X
u-v= Iogay < log,x —log,y = log,

y .
(P3) u=log, x < a' =x o (a”) =xY o U=y

Entoncesy - u es el logaritmo en base ade x¥ :

y-u=log,x¥ < vy-log,x =log, x¥

=y




Ejemplo 16
.
Las propiedades anteriores permiten calcular, de otro modo, logaritmos:

(

(P4) P2)
log; 729 = log;3° =" 61logs3 = 6-1=6

(P4) (P2)
log1000000 = log 10° =" 6-log10 = 6-1=6

1 (P6) (P1/P2) (P2)
e logs % - logs1 — logs5* = 0-2-logs5 = -2
(P6) (P1/P2) (P4) 2 (P2) 2 2
. In3L = 1-mYe2 = 0-Ine¥® = —Zhe = -Z.1=_%
2 3 3 3

» Propiedad del cambio de base

La calculadora solo proporciona un valor aproximado del logaritmo decimal o del logaritmo neperiano
de cualquier nimero, pero no en otras bases. Para hacer esto, recurrimos a la propiedad del cambio de base:

. ) log. X
Para cualesquiera dos bases a > 0, b > 0, se verifica log b X = I % b
0g
a

Si llamamos y = log , X tenemos bY = x de donde log , bY = log, x . Por la propiedad (P6):

log. x log, X
- b =1 = =2 = Jog, X = —a&__
Y 10, 9, X y log, b 9o log, b

Ejemplo 17
]
Hallamos el valor logs12 . El cambio de base permite hacerlo con la calculadora, tanto en base 10 como e:

Cambiando de la base b =5 a la base a = 10 Cambiando de labase b=5alabasea=¢

logl2 _ 1.079181
log5  0.698970

_In12 _ 2.484906

logs12 = = 1.543959 logs12 = = = 1.543959
In5 ~ 1.609437

20 Aplicando las propiedades de las potencias calcula los siguientes logaritmos:

1
(A) logs4096  (B) IogBY—;g © g (0)l0gu2s6  (E) log: 425 () 100 /256

21 Aplicando el cambio de base calcula los siguientes logaritmos: (A) loge34 (B) 1091250 (C) logyss 4425

22  Comprueba la falsedad de las siguientes igualdades:
(A) log(x+y) = logx - logy (B) log(x+y) = 29X

(C) log(nx) = n logx
logy



> Resolucion de la ecuacion exponencial a* = b

Si a>0ya#1 = laecuaciona®=b solo tiene solucion (que es Ginica) para b > 0:

e Como a* >0 V¥xeR, es imposible que la ecuacién a* = b tenga solucién si b < 0.

e Como f(x) = a* VvxeR es inyectiva, entonces si b > 0, la ecuacién a* = b tiene solucién Gnica. Dicha
solucién se expresa como:

Veamos en el siguiente ejemplo cdmo obtenemos el valor de la incégnita de una ecuacion exponencial.

Ejemplo 18
I

¢Cuanto tiempo debemos tener invertido un capital de 6000 €, al tipo de interés compuesto anual del 3.5 %, con
vencimiento mensual, para obtener un capital final de 8510 €?

La expresion que permite obtener el capital final es

r 12t
Ct)=Cy|1+—
® ( 12)

donde C, es el capital inicial (6000 €), r es el tipo de interés en tanto por uno (r = 0.035) y t el tiempo medido en
afos.

Sustituyendo tenemos

12t
8510 = 6000 (1+%J

8510 _ (12.035)™
6000 12

Tomamos logaritmos neperianos en ambos miembros y aplicamos la propiedad P4 para despejar t:

i 8510

8510 _, (12.035)" 8510 _ 12.035 _ 1 6000

In =In In— =12t - In—/——— = t= ————Fc

6000 12 6000 12 12 | 12.035
12

11418333 _ 1

t= — .120 =10 afios

T 120002912 12

23  ¢Cuando alcanzara la Tierra una poblacion de 11 000 millones de habitantes? Utiliza la funcion logistica del
12000

x/15
1+3(2j
3

24 ;Cuanto tiempo debemos tener invertido un capital de 11000 €, al tipo de interés compuesto anual del 5 % y
vencimiento mensual, para obtener un capital final de 15598.4 €? ;Y si el vencimiento de intereses se produce
semanalmente?

ejemplo 13, P(x) =



» Ecuaciones logaritmicas

Ejemplo 19
E—

La definicion de logaritmo, sus propiedades y la relacion con las exponenciales permiten resolver determinadas
ecuaciones, las logaritmicas.

X X
4logx =5 + log — logx* — log— =5 lo
* *l 900 < 98T < 9

4
100X° _5 o log(100x%) = 5
X

10°=100x° < 10°=x} < x=10

5X +2 5X+2

=x+4

o log(5x+2)—log2=log(x+4) < log =logix+4) <
5x+2=2x+8 < 3x=6 < x=2

Las propiedades también permiten resolver sistemas de ecuaciones en los que alguna de las ecuaciones es

logaritmica:
X=9+ X=9+
X-y=9 } X=9+y y y
i 2 X _ = X _anl
logx-2logy =1 logx —logy? =1 Iog—z—l — =10

y

X=9+y X=9+y X=9+y X=9+y x =10
5 = (= 5 = =
x =10y 9+y =10y 10y° —-y-9=0 y=1 y=1

Observa que la ecuacién de segundo grado 10y? — y — 9 = 0 posee otra solucién, y = —9/10, pero no es valida
porque no existe log(—9/10).

log(x +y) +log(x —y) =log 75 log(x+y) +log(x-y) =1log 75 log(x + V) +log(x —y) =log 75
T T v g8 = g%y _ g5

log(x +y)+log(x-y) =1log 75 - log(x+y)+log5=1log 75 - log(x+y) =log75—-1log5
X-y=5 X-y=5 X-y=5

75
I =log— I =log15 =15 =10
og(x +Y) = log : Xog(;<_+ é/) 0g } X+y } X }

X-y=5

25 Resuelve las siguientes ecuaciones y sistemas:

(A) logx +logd=1 (B) log(x +1)—log(x—1)=2 (C) logx —log2 =2 log(x —3)

(D) log(x+3)—log4-x)=1 (E) log(3x — 1) + log2 = 2log(x + 1) (F) logy(x+2)—logy2 =5
X—y=9 logx — logy =1 2logx + 3logy =5 2x-y=3

(&) (H) I d 5
logx—logy =1 logx + logy =3 3logx — 2logy =1 log, x—log, y =1

Iog X + 3log y = 8 L 2X+l — 2y—1 M 2X+l _ 2y—l 2X+1 — 8)’-1
log(x? : y) = log100 logx—logy = log 2 log(x:y)=log2 log(x :y) =log15



5.8 Funciones logaritmicas

Sabemos que la funcion exponencial f(x) = a* vxeR es inyectiva y, por tanto, su correspondencia
reciproca es una funcién. Dicha funcidn reciproca se obtiene al despejar x en la ecuacion y = f(x):

y=fx) & y=a*>0 < x=log,y

Por tanto, mientras la funcién exponencial asocia a cada nimero real x la potencia a*, su funcion
reciproca asocia a cada numero positivo y su logaritmo en base a. Por ello la llamamos funcion logaritmica.

Llamamos funcion logaritmica de base a (con a > 0, a # 1) a la funcién que a cada niamero
positivo x le asocia su logaritmo en base a:

g: R > R tal que g(x)= log, X, Vx>0

Es la funcion reciproca de la funcion exponencial de base a.

Ejemplo 20

|
Obtenemos dos tablas de valores comparativas de funciones exponenciales con sus reciprocas, las funciones
logaritmicas. Observamos como los origenes de una funcion son las imagenes de la otra, y a la inversa. Por ello
sus graficas son simétricas respecto de la recta y = x.

f(x) = 2°, vxeR 9() = log, x, vx>0
B e
-3 1/8 1/8 -3
2 | 14 4 | -2
S V) 12 | -1
0 1 1 0
miE NN -
i ‘]2 : ir ;
3| 8 8 | 3 P B I T T
f(x) = (1/2)", vxeR g(x) = log,,, X, ¥x>0 X
_ X | g™ (1512):U s
K RN A R
T N R i
0 1 1 0
1 1/2 1/2 1
2 1/4 1/4 2
3 1/8 1/8 3




> Propiedades de las funciones logaritmicas

Ejemplo 21

Comparamos las graficas de algunas funciones logaritmicas para observar las propiedades dadas a continuacién.

001{01| 1 | 10 | 100 |1000 100 | 10 | 1 | 0.1 | 0.01 | 0.001

2 |-1|0 1 2 3

14 |12 | 1 2 4 8 4 2 1 |12] 1/4 | 1/8
=2 |-110 1 2 3 -2 (-11] 0 1 2 3

s 15| 1 |57 |G 67)°

---------------------------------------

------ L T T S S

- ——

La funcion logaritmica g(x) = log, X verifica las siguientes propiedades:

e g(1)=1log,1=0yg(a)=log,a =1 = lagrafica pasa por los puntos (1, 0) y (a, 1)
o El dominio es Dy =] 0, +oo [ y el rango es Ry = R.

e g(x) = log, X es creciente si a> 1, y decreciente si a <1.

e Larectar: x =0 es asintota vertical.

26  Del mismo modo que en el ejemplo anterior, representa graficamente, sobre los mismos ejes de coordenadas,
los siguientes grupos de funciones. Obtén el dominio de todas ellas.

(A) f(x) =logs, X, g(x) = Inx, h(x) = logs x

(B) f(x) =logysx, g(x) =logy. X, h(x) =logsx
(©) f(x) =Inx, g(x) = In(x + 1), h(x) = In(x — 1)
D) f(x)=Inx, g(x) = In(2x), h(x) = In(x/2)

(E) f(x) = Inx, g(x) = In(—x)

(F) f(x) = lInx!, g(x) = In| x|



5.9 Tasa anual equivalente TAE

Diferentes tipos de interés, distintos vencimientos de los mismos, etc. conducen a que el consumidor
habitual tenga una gran confusion a la hora de valorar qué le conviene. La tasa anual equivalente
homogeneiza toda la casuistica para facilitar la comparacion.

Llamamos tasa anual equivalente de una inversion al tipo de interés anual al que equivale la
inversion realizada si los intereses capitalizaran anualmente.

Ejemplo 22

|
Una caja de ahorros establece que el tipo de interés cargado al cliente por sus descubiertos (estar sin saldo cuando
se presentan recibos al cobro) es del 24 % anual compuesto mensualmente.
¢A qué tipo de interés compuesto anual equivale?, es decir, ¢cuél es su TAE?

Cada euro se convierte en un mes en 1+% =1.02 €.

R 0.24)" "
Y al cabo de un afio en 1+? =(1.02) " =1.26824 €.

Un tipo de interés TAE que obtuviera el mismo capital final, a partir de 1 euro, con devengo anual seria:
(1+TAE)' =(1.02)?=1.26824 = 1+TAE=126824 = TAE=0.26824
En tanto por ciento: TAE = 26.824 %.

El ejemplo anterior permite hallar la expresion para calcular el TAE de una inversion facilmente.

El TAE de una inversion se halla con la expresion
n
1+ TAE = (1+%)

donde r es el tipo de interés compuesto anual, con n capitalizaciones a lo largo del afio.

Veamos cual es el TAE de dos inversiones, al tipo de interés compuesto anual del 6 %, pero que en el banco A se
capitaliza trimestralmente y en el banco B mensualmente.

Banco A Banco B
4 12
1+TAE= (HO.T(,)GJ = TAE =6.136 % 1+TAE= (1+%) = TAE =6.167 %
r=R/100=6/100 y n=4 r=R/100 =0.06/100 =0.06 y n=12

27 Halla el TAE de una inversion realizada al 3 % de interés compuesto semestral y vencimiento mensual.

28  ;Qué prefieres depositar tu dinero al 12 % anual y vencimiento mensual o al 1 % mensual y vencimiento
diario?

29 EI TAE de una inversion es el 5 %. ¢ Qué tipo de interés mensual tiene?



5.10 Anualidades de capitalizacion

Ejemplo 23

|
Antonio quiere ahorrar para comprar un coche. Piensa que cada 1 de enero, desde 2010 hasta 2014, podra ingresar
en una cuenta bancaria 3 000 €. Si la cuenta ofrece un tipo de interés compuesto anual del 5 %, ;cuanto habra
capitalizado hasta el 1 de enero de 2015?

01-01-2010 A=3000¢€ Cr =3000 (1 +0.05)° €
01-01-2011 A=3000€ Cr2=3000 (1 +0.05)* €
01-01-2012 A=3000¢€ Cr3=3000 (1 +0.05)° €
01-01-2013 A =3000€ Crs=3000 (1 +0.05)* €
01-01-2014 A=3000¢€ Crs=3000 (1 +0.05)' €

De este modo, la capitalizacion total obtenida por Antonio es
C=Cp +Cpp+ Cpz + Cpg + Cps =
=3000 (1 +0.05)°+3000 (1 + 0.05)* + 3000 (1 +0.05)* + 3000 (1 + 0.05)* + 3000 (1 + 0.05) =

(1.05)° — (1.05)

=3000 [(1.05)° + (1.05)* + (1.05)* + (1.05)* + (1.05)] = 3000
[(1.05)" + (1.05)" + (1.05)" + (1.05)" + ( )](1) 1051

(1.05)° — (1.05)

C=3000 =3000 - 5.801912812 =17405.74 €

(1) Este cociente es la suma de 5 términos (1.05) + (1.05)? + (1.05)% + (1.05)* + (1.05)° de la progresién geométrica de primer
término 1.05 y razén 1.05. Puedes ver la férmula en el capitulo 6.

La capitalizacion obtenida por una anualidad A al tipo de interés compuesto anual r, expresado
en tanto por uno, durante t afios viene dada por la expresion:

L+ —(1+r)
r

C=A

El ahorro puede hacerse en periodos de tiempo diferentes al afio; aparecen asi, por ejemplo, las
mensualidades. La expresion de la capitalizacion es la misma pero, como en casos anteriores, el tipo de
interés seria mensual (ry, = r/12) y el tiempo se daria en meses (12t, si t fueran afios).

30 ¢Qué capital acumularemos si trimestralmente, durante 2 afios y medio, ingresamos en el banco 2000 € al tipo
de interés compuesto trimestral del 1.5 %?

31 Quique es un apasionado de las fiestas de moros y cristianos de Alcoy. Necesita para cubrir los festejos del
préximo afio 2 000 € por lo que realiza, durante 51 semanas, un montepio (acumulacion de capital). ¢Qué
cantidad debera ingresar semanalmente para cubrir sus gastos al 3 % de interés compuesto anual?



5.11 Anualidades de amortizacion

Ahora tratamos lo que habitualmente llamamos pago a plazos: amortizamos una deuda mediante pagos
periddicos iguales (anualidades, mensualidades...) a lo largo de un cierto tiempo.

Ejemplo 24

|
Yolanda comprd el 05/02/2000 una casa por 100000 €. Como no disponia de liquidez solicita un préstamo que es
concedido inmediatamente a un tipo de interés compuesto anual del 4 %. Debe amortizarlo en 25 anualidades
(hasta el 05/02/2025). ;Qué anualidad debera entregar cada uno de los 25 afios para saldar la deuda?

El problema se resuelve pensando en dos contratos diferentes:

(A) (Qué capital final Cr pagaria al cabo de 25 afios si no devolviera cantidad alguna de su deuda D (100000 €)
hasta dicho instante?

(B) Constituir una capitalizacion con anualidades de A euros hasta conseguir acumular un capital equivalente al
capital final Cg que producira la deuda D del apartado A.

(A) Ladeuda D generara un capital final acumulado al cabo de los 25 afios de:

Cr = 100000 (1 + 0.04)” =266583.63 € (1)

(B) Debemos calcular una anualidad de modo que tras 25 afios, capitalicemos un total de 266583.63 €:

05-02-2000 Ninguno; de O’tra manera solicitaria

un prestamo menor
05-02-2001 A€ Cri=A(1+0.04)* €
05-02-2002 A€ Cra=A(1+0.04)> €
05-02-2024 A€ Cra=A(1+0.04)' €
05-02-2025 A€ Cps=A€

Observa que la capitalizacion realizada por Yolanda no es exactamente igual a las anualidades de capitalizacion
vistas anteriormente; alli al comenzar el periodo ya se colocaba la primera anualidad y la Gltima se deposita el afio
anterior al reintegro del capital. Aqui la primera anualidad se coloca transcurrido un afio (se supone que carece de
liquidez pues de otra manera pediria un préstamo menor) y la ltima es el pago final con el que cancela la deuda.

Cr=Cp +Cpr+Cps+ ... + Cpas + Cras =A (1 + 0.04)* +A (1 +0.0H) 2+ .. +A(1+0.04) + A=

2!
= A[(1.04) %+ (1.04)2 +... + (1.04) + 1] = AL04* -1

= A - 41.64590829 € 2)
® 1.04-1

(*) El cociente anterior es la suma de 25 términos (1.04)° + ... + (1.04)® + (1.04)* de una progresién geométrica de primer
término 1 = (1.04)° y razén 1.04. Puedes ver la férmula en el capitulo 6.

Ahora, los dos contratos deben cancelarse entre si; igualando los capitales finales Cg de (1) y (2) tenemos:

A (L04)® -1

1041 =100000 (1+0.04)” = A-41.64590829 =266583.63 = A=6401.20¢€

Yolanda paga 25 anualidades de 6401.20 €, desde el 05-02-2001 hasta el 05-02-2025, y genera una capitalizacion
exactamente igual a la que produce su deuda de 100000 €, contraida el 05-02-2000, al comprar su vivienda.




Una deuda D contraida, a un tipo de interés compuesto anual r en tanto por uno, se amortiza
mediante t anualidades iguales A obtenidas de la expresion:

A(1+ r'-1 D-r-(1+r)
r

=D (1+r1)' oequivalentemente A= -
(I+r) -1

La cantidad a pagar A puede hacerse con otras periodicidades, por ejemplo, en meses y tendriamos las
mensualidades. La expresion correspondiente serd analoga pero, como en casos anteriores, el tipo de interés
sera mensual (r, =r/12) y el tiempo vendra en meses (12t, con t afios).

Ejemplo 25

|
Una empresa compra un equipo informatico cuyo coste total es 7000 €. El banco le presta el dinero a un tipo de
interés compuesto anual del 4.8 % y la deuda debe satisfacerse en un plazo de 2 afos y medio. ;Qué mensualidad
debe pagar la empresa?

La deuda contraida D es 7000 €. El tipo de interés en tanto por uno es r = 4.8/100 = 0.048. Como hablamos de
mensualidades el tipo de interés mensual es r,, = /12 = 0.004. El tiempo t = 2.5 afios, es decir, 2.5 - 12 = 30
meses.

La mensualidad A sera:

_ Dury-(@+n)™" _ 7000-0.004-(1+0.004)%

A =248.08 €

@+t -1 (1+0.004)% —1

Ejemplo 26

|
Juan ha comprado un coche por 20000 €. El banco le ha hecho un préstamo por todo el capital a un tipo de interés
compuesto anual del 6.6 %. Si abona una mensualidad de 534.61 €, ;cuanto tiempo tardara en pagar su préstamo?

El tipo de interés en tanto por uno es r = 6.6/100 = 0.066. Como hablamos de mensualidades el tipo de interés
mensual sera r,, = /12 = 0.0055.

o 12t . . 12t . 12t
A D (1: r s34.6] — 20000-0.0055 (1;20.0055) s34.6] - 110 (1.0035)
@+t (1+0.0055)*" -1 (1.0055)*" -1

534.61 - [(1.0055)12‘—1] =110 - (1.0055)'" = 534.61 - (1.0055)'?' —534.61 =110 - (1.0055)**"

534.61
534.61 — 110) - (1.0055)'?' =534.61 1.0055)%' = ———— _ =1.2591
( )+ (L0059) = @008 = o1 110

Aplicando logaritmos:

In(1.0055)' =1n1.2591 = 12t-In1.0055=1n1.2591 = 12t=42 = t=23.5 afios

32 Compramos a plazos una moto de 6600 €. ;Qué capital debemos amortizar semestralmente si el préstamo se
realiz6 por 5 afios al 3 % de interés compuesto anual?

33 ¢Cuéntos meses se requiere si queremos saldar una deuda de 3000 euros al tipo de interés compuesto anual
del 12 % con mensualidades de 266.54 €?

34 Necesitamos 50000 euros para comprar una Vvivienda, con un préstamo a 20 afios y amortizacién mensual. El
banco A cobra un tipo de interés compuesto anual del 4 %; el banco B un tipo de interés mensual del 0.3 %.
¢En qué banco conviene solicitar el préstamo y cudl es la amortizacion mensual?



Problemas del capitulo 5

Calcula las siguientes potencias:
4 4 0 2 -3 -2 -3
5 -2 -1 2 -2 1 3
A) | = B) | — C) | — D) |—= E) | — F) | — G) | —
()(3j ()ESJ ()(SJ ()(SJ ()(SJ ()(—SJ ()(—4)
Efectua las siguientes operaciones con potencias:

@ (24 ® (297 © [szf (D) H%_T ®) (23°3%4)  (F) (F422°)

Expresa en base 2 las siguientes potencias:

(A) 4 (B) 8 © 4 (@ & E) 8 @ (v2)°
5 X 3 4 1 5 1 X 1 X
© (2 o 0@ o3 w3 o

Expresa en base 4 las siguientes potencias:

A 24 (B) 2° ©) 8* (D) 16* (E) 2% (F) 8%
5 X 3 4 1 5 1 X _

© (2 (g 0@ o w3 o
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

x_1 x_ 1 X _ X _ 5y _2
(A) 2 =3 (B) 4 7 (C) 5" =1 (D) 9" =3 (E) (2) c

1Y x 1 x % 2\ 9
(F) [gj =2 @ (V2) -5 ® (vV2) =42 @ 16" =4 QU [5] -
Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
(A) 2% =% (B) 4% =2 ©) 5% *t=1 (D) 3 =9

5 3 2 x2-1 3X—2 _ 2X _
® || =¢ F) 7°1t=1 (G) 22 =16 H) 4> =2

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
(A) 32x-2 _ gl-x (B) 83x2—5 — 64~ ©) 4%+ — 92-x (D) 4% — 2%

(E) 32X72 — 3 . gl—x (F) 4X2+l — 2X2+5 (G) 27X+7 — 927X (H) 4X 3X

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
(A) ¥4 264 2= 112 (B) 4%+ 22 = 40 (C) 9¥-7-3*=18

(D) 4+3- 2% =100 (E) 4°-12.2*+32=0 (F) 10572420 5" =550

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

450 150 + 2.5 17 + 2%
(A) ——— =5 B) —————=2 (©) —=5
10+5-2 25+3-5 3+2
4
®) 10 josozx 0 ®) 5+9§ 3 - ® = 72

8+3 210
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Calcula el valor exacto de los siguientes logaritmos:

(A) log,128 (B) log, 0.5 (C) logps 2 (D) logs 625 (E) loges4 (F) log 0.1
(G) log,1024 (H) logs2 () log, 38 (J) logs0.04 (K) loggl6 (L) logys2

Calcula el valor exacto de los siguientes logaritmos:

(A) log10000 (B) 10g0.001 (C) log, 4 (D) logs 9 (E) 109100.001  (F) Ine*
(G) Ine? (H) log,e™ (1) log5™ () logs62572  (K) logys125 (L) log.a®

Obtén el valor de x que verifica las siguientes ecuaciones:

(A) log,x =3 (B) logy16 =4 (C) logg 25 = x (D) logx=2logx

(E) logzx =4 (F) logy 1000 =3 (G) log, (%j =X (H) logx=1+2logx

Sin utilizar la calculadora, obtén el valor de los siguientes logaritmos:

3
(A) logy1073/2 (B) log,,16" (C) log, ﬁ (D) In(¥e-e7')
27"
Con ayuda de las propiedades de los logaritmos, expresa los siguientes logaritmos en funcién de log2 y/o de log3:
(A) log6 (B) log12 (C) logl.5 (D) log 15 (E) log72 (F) log J6
(G) log19.2 (H) log500 ) IogZS Q) Iog3 2 (X) |Og6 90

Expresa con un unico logaritmo, simplificando al maximo:

(A) 2log6 —logl8 + logg (B) log24 + log6 — 2log3 — 3log?2.
Compara los nimeros Iog2 5y Iog4 25.

Obtén entre qué nimeros enteros consecutivos se encuentran los siguientes logaritmos:
(A) logy,, 150 (B) log, 150 (C) log; 150 (D) In150 (E) log150

Establece una adecuada tabla de valores y representa graficamente las siguientes funciones:
(A) fix)= 4* (B) f(x)= 47" (©) fx)=4"" (D) f(x)= 47
(E) g(x)=logsx (F) gx)=logisx  (G) g(x) =logs(x +2) (H) g(x) =logu(x -2)

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales y logaritmicas:

(A) 10*°*=0.001 (B) 4572+ 272 =20 (C) 4—5-22+64=0
(D) 9*—6-3*=27 (E) 4"+ 222 =27 (F) 3% 73 +4-32=]

(G) 2"+ 2+ 2 =7 (H) log, x + logox> =9 () 1logl0**'+1ogl00* '=3
(J) logy(x—1)+logy(x+1)=3 (K) log(x*—1)—log (x —1)=2

Resuelve los siguientes sistemas:
logx +logy =3 X-2y=4 logs x —3logs y =10
(A g gy - (B) y ) ©) Os g5y 3
logx —logy = 2 log, x—log, y =2 —2logs x +4logs y =30

X-y=9 x?—y? =12 log, x+1log, y =5
D) { ) E Y I P
logx +2logy =1 log, x—log, y =1 3log, x—-2log, y =0
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Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:

5000 50 17 +2%
(A) _ =25 (B) —— =0.5 ©) = —5
8+3:2 1+11-3 3+2%
Con ayuda de los logaritmos, resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales:
X+1
(A) 10" =5 (B) 9 =5 (C) 2+5:2=10 (D) 6+4-210 =90
X 30 —2-5% 12000
(E) u =5 (F) -9 (G) 4-2 5x =3 (H) — = 10000
1+ 2% 5+2.3% 2-45 1+3-0.6%

Durante un determinado periodo de tiempo el valor de un producto del mercado se puede modelizar con una
funcién exponencial. Inicialmente el producto valia 50 euros y cada 3 meses duplica su valor.

(A) Obtén una funcioén que represente el valor del producto en funcion del tiempo transcurrido x (en meses).
(B) (Cuanto valdra el producto después de dos afios?
(C) (Cuando valdra el producto 5000 euros?

Cierto capital se presto a interés simple del R % y produjo un rendimiento de 115.50 € en 7 meses. Si, en lugar del
R %, el préstamo se hubiera realizado al (R + 2) % hubiera producido 161.70 € de intereses. Calcula el capital y el
tanto por ciento al que se presto.

El precio de un producto, al principio de ser comercializado, era de 3 € mientras que 3 meses después su precio
erade 6 €:
(A) Obtén la funcién afin, y = mx + n, que se ajusta a los anteriores datos.

(B) Obtén la funcién cuadratica, y = ax” + b, que se ajusta a los anteriores datos.

(C) Obtén la funcidn exponencial de la forma y = Ka* que se ajusta a los anteriores datos.

(D) Obtén el precio del producto, tras un afio de ser comercializado, con cada una de las funciones obtenidas.
(E) Obtén el tiempo que ha de pasar para que el precio del producto sea 1000 € con cada una de las funciones.

(F) Representa conjuntamente las graficas de las tres funciones y compara su crecimiento.

Un banco presta a un cliente bajo ciertas condiciones:

(A) Si el banco le presta 6 000 €, a un 3 % de interés compuesto anual, ;qué cantidad tendrd que devolver
transcurridos 5 afios? ;Y transcurridos 10 anos?

(B) Si el banco presta al cliente 6 000 €, al 3 % de interés compuesto anual durante 5 afios, ;qué mensualidad
tendra que pagar?

(C) Si el banco presta al cliente 5000 € y 5 afos después el cliente devuelve al banco 5657 €, ;cual es el interés
compuesto anual?

(D) (Cuantos afios deben transcurrir para que, al 5 % de interés compuesto anual, un cliente que recibe 5000 €
de préstamo tenga que devolver 10000 €7 ;Y al 4 %?

(A qué tanto por ciento de interés compuesto anual hay que colocar un capital para que se triplique en 15 afios?

(Cuantos afios tienen que pasar para que un capital, colocado al 10 % de interés compuesto anual, se triplique? ;Y
si el interés es del 5 %?

La siguiente funcion exponencial proporciona el dinero que un cliente recibe de un banco después de t afios,
cuando invierte en ¢l un capital de 6000 € al interés compuesto anual r, expresado en tanto por uno (por ejemplo,
r=0.05 equivale a un 5 % de interés) y con vencimientos trimestrales:

r 4t
cm:sooo(uﬂ .

(A) Siel interés fuera del 4 % ¢qué capital tendriamos 10 afios después?
(B) ¢Cual seria el interés anual que después de 10 afios proporciona un capital final de 12 000 €?
(C) ¢Cuéntos afios hay que mantener la inversién al 4 % de interés para obtener al final 12000 €?
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La inflacion es la pérdida del valor adquisitivo del dinero producida por el paso del tiempo. Con una inflacion
anual del 5 %, productos que hoy podemos comprar por 1 € costarian 1.05 € un afio después, si no se producen
incrementos por otros motivos. La expresion que proporciona el precio de un producto, x afios después, si la
inflacion se mantiene constante todos los afios y no existen otros incrementos, es la misma que la de variacion del
capital por interés compuesto, es decir,

P(X) = po(L +)*
donde x se mide en afios, p, es el precio inicial del producto, i es la inflacién en tanto por uno y p(x) es el precio
transcurridos x afios.

(A) Si un producto cuesta actualmente 20 €, calcula su precio dentro de 10 afios, con una inflacion del 2 %
anual. ¢y si es del 10 % anual?

(B) Si un producto que cuesta 15 € se revalorizara a 40 € transcurridos 15 aflos, calcula la inflacién anual, bajo
el supuesto de que es la misma todos los afios.

Una persona ahorra, cada aflo, un capital de 5000 € (es por tanto una anualidad). Si el tipo de interés compuesto
anual es del 3 %, halla:

(A) El capital acumulado al cabo de 20 afios.
(B) Sial cabo de 12 afios acumula 600000 €, ;qué cantidad habra ido anualizando?

El numero de afectados por una enfermedad depende del tiempo x (en dias) transcurrido desde que se detectd con

una funcion exponencial del tipo
X

f(x)= K-a10,
(A) Obtén el valor de K y de a que se ajusta a los 4000 enfermos que habia a los 10 dias de detectar la
enfermedad y a los 2560 enfermos que quedaban a los 30 dias.
(B) ¢Cuéntos dias han de pasar para que queden 10 enfermos?

En una determinada region, la cantidad y de biomasa (medida en kg) por unidad de superficie se puede expresar
en funcién del tiempo x (en afios) con una funcion exponencial del tipo

X
y=1+k-al%, conx=>0.

(A) Calcula los valores de k y de a para que al principio haya 5 kg de biomasa y a los 20 afios haya 2 kg.
(B) ¢Cuéntos afios tienen pasar para que quede solo 1.25 kg de biomasa?

Durante un periodo de tiempo, en una determinada region, la cantidad de biomasa C (en kg) por unidad de
superficie se puede expresar en funcion del tiempo x (en afios) con una funciéon del tipo

Cx) = conx>0.

4
1+K-aX10 "

(A) Obtén el valor de K y de a para que a los 10 afios haya 1 kg de biomasa y a los 20 afios haya 1.6 kg.
(B) ¢Cuéntos afios tienen que pasar para que la cantidad de biomasa sea de 3 kg?

En una determinada poblacion el numero de afectados por una enfermedad viene dado por la funcion

~ 100000
E(t) = 14990125t °
cont> 0y correspondiendo t = 0 al afio 2000.

(A) Halla el nimero de enfermos en 2010.
(B) Halla el tiempo que tardara en triplicarse el nimero de enfermos existentes en 2000.



Soluciones de las actividades del capitulo 5

1. B=997.5 €; Cg =4997.5 €; transcurridos los 5 afios y 3 meses. 2. 5357.14€. 3. 3%. 4. 100 meses.
5. 6720€. 6. 100 €y 73 € respectivamente. 7. 1.02€. 8. 115798.37€. 9. 4.712 %.

10. 10A f(x) = 3* 10B g(x) =3~
> y:1\¥
11.
x | 10 100 1000 | +wo X | -10 | -100 -1000 | —oo
f(x) | 2.59 | 13780.6 | 2.46-10" | +co f(x) | 0.38 | 0.00007 | 4.04-10 | ©
x | 10 100 1000 | 4o X | -10 | -100 -1000 | —o
g(x) | 0.34 | 0.00002 | 1.47-10% | 0 g(x) | 2.87 | 37648.6 | 5.72:10%® | +w0
12. 3e. 13A f(x) = 2% 13B fx) = 2 13C f(x) = 22* 13D o) = 2%
f(x) = 2* = o ™ x
f(x) = 2% ™S~ fog =2 fx)=2

J //L~— 12 ! 1

14. f(x) = 2*. 15.(A) -1. (B)1. (C) 9/2. (D) 1. (E) 2. (F)1. (G)2. (H)-2. (1) -2. 16. y = 12000; es el
limite superior al que la poblacion mundial tiende (en millones); 11733.4 millones. 17. k=5,a=0.5.

fo = 20

18. =
1+11.5-0.8"

. 19. (A)10. (B) 1/2. (C)3/5. (D) 2. (E)4/3. (F)-1/2. (G)4. (H)-3. (1) 2/3. (3) 2/5.

(K)3. (L) 4. (M)-3. (N)4. (N)-16. (O) -8. (P) -3. (Q)2. 20. (A)4. (B) -6. (C) -5. (D) -4. (E) 3/4.
(F)—2/7. 21. (A)1.968. (B)-5.644. (C)—2.977. 22. (A) Falsa: log(10+10) = log20 ~1.3, y log10 - logl0=1.1=

log10
log10

1. (B) Falsa: log(10+10) = log(20) ~1.3,y =1. (C) Falsa: log(2:10) = 10g200 =~ 1.3,y 2logl0 = 2. 23. En

2089. 24. 7 afios; 6.98 afios. 25. (A)5/2. (B) 101/99. (C) 9/2,2. (D) 37/11. (E) 1, 3. (F)62. (G)x=10,y=1.
(H)x=100,y=10. (Ix=y=10. (J)x=2,y=1. (K)x =y =100. (L) No tiene solucién. (M) x = -4,y =-2.
(N)x=-5,y=-1/3. 26. (A) Df=Dg=D;=]0, +o[. (B) Df=Dg= Dy =]0, +oo[. (C) Ds=1]0, +oo[, Dg = ]-1, +oo[,

Do =11, +oof. (D) Dy=Dy=Dy= J0, +oof. (E) Dy=]0, +oof, Dy =J-=0, O[. (F) Dy = R~{0}, Dy =10, +oo[:.

1t
\\ 26B 26C| loga(x+1) 10g2x ——
\\ -
\ logysx ///
|
! I~ //1 Iogzgx—l)
10gueX ~ e~ = Il
logy2x ll
'
268 In(-x) Inx 26F '\ [Inx]
-~ [\
/>/ “\
1 //1 -1 1
I/
f Inlx|

v
27. 6.168 %. 28. Lasegunda (TAE =12.75 % frente a TAE = 12.68 % de la primera). 29. r,, = 0.004074 %.
30. 21726.52 €. 31. 38.63€. 32. 715.67€. 33. 12 meses. 34. En el banco B; 292.56 €.




Soluciones de los problemas del capitulo 5

12
. %,ﬂ,l, 4 , 125,25, 6 212,2*12,27
81 625 " 25" 8 27 36

12
_GJ ,35,2%.3 3.(A) 2°. (B) 2. (C) 220

D) 22, () 22X, (F) 22. (G) 252. (H) 2¥'2. (1) 2%3. () 275. (K) 2. (L) 272 . 4. (A) 42.

(B) 45/2. ©) 46. (D) 42X. (E) 4X/2. ) 43X/2. (G) 45/4. (H) 4x/4. 0 42/3_ 0) 475 (K) 4—X/2.
(L) 473%/2 5 (Ayx=-3. (B)x=-1/4. (C)x=0. (D)x=1/2. (E)x=-1. (F)x=-1/3. (G)x=-1.
(Hyx=1/2. (I)x=1/2. B)x=-2. 6. (A)x=-3/2. (B)x=-1/4. (C)x=1/3. (D)x= 2. (E)x=-1/3.
(F)x=%1. (G)x=2. H)x=1/8. 7. (A)x=1. B)x=1,x=-5/3. (C)x=-4. (D)x=0. (E) x=5/4.
F)x= +3. (G)x=-17/5. (H)x=0. 8. (A)x=5. (B)x=1/2. (C)x=2. (D)x=3/2. (E)x=2,x=3.
(F)x=-1. 9. (A)x=4. B)x=2. (C)x=-1. (D)x=3. (E)x=-2. (F)x=60. 10. (A)7. (B)-1. (C)-1.
(D) 4. (E) 1/3. (F)-1. (G)10. (H) 1/2. (1) 3/5. (3)-2. (K)4/3. (L) -1/2. 11. (A)4. (B)-3. (C) 2/3.

(D) 2/5. (E) 3. (F)4. (G)-3. (H)4. (I)-16. () -8. (K)-3. (L)2. 12. (A)x=8. (B)x=2. (C)x=2.

(D)x=1. (E)x=81. (F)x=10. (G)x=-2. (H)x=1/10. 13. (A) —% (B) % (€) % (D) —%.

14. (A) log2 + log3. (B) 2log2 + log3. (C) log3 —log2. (D) 1 + log3 — log2. (E) 3log2 + 2log3. (F) w.
(G) -1 + 6log2 + log3. (H) 3 — log2. (1) 1993 () 1092~y #2093 15 ayj0g3. (B) log2. 16. Son
log2 log3 log2+log3

iguales. 17. (A)-8y-7. (B)7y8. (C)4y5. (D)5y6. (E)2y3.

18.
X| 2 | -1|]0]1]2 X|-2]|-1]0] 1 2 X| -5 | -4 |-3|-2]-1
y | 116 | 1/4 | 1]4]16 y|16 | 4 | 1] 1/4] 116 y | 116 [ 1/4 ] 1 4 |16
() B ©
o N
x| 1 ]2]3] 4 5 X | 116 | 1/4 | 1]4]| 16 X | 116 | 1/4 1] 4 | 16
y |16 |4 ]1] 14116 y| -2 -1 (0|1 2 y 2 1 |0]-1]-2
(D) B F)
// L\-
¢ T
X| 3116 | -1| 0 |2] 6 X | 33/16 | 3 4 6 10
y -2 0 (1/2|1] 32 y 2 0| -12]-1]-32
(©) (H)
P \
( T—

19.(A)5. (B)0. (C)2y 4. (D)2. (E)2. (F)Sinsolucion. (G)1. (H)8. (1)3/2. (3)2. (K)99. 20. (A)x = 10,
y=10"2 (B)x=8,y=2. (C)x=5%y=5% (D)x=10,y=1. (E)x=4,y=2. (F)x=4,y=8.




21. (A)6. (B)2. (C)-1. 22. (A)x=log5. (B)x = logy5. (C)x = log,16. (D) x = 10log, 21-1.
(E) x = 10g,1.25. (F)x = logs5. (G) x=-1. (H) x = —15log15/10g0.6. 23. (A) f(x) = 50-2%. (B) 12800 €.

2 X
(C) Alos 19.9 meses. 24. 5%y 3960 €. 25. (A)y=x+3. (B)y= X?+3. (C)y=3-2°. (D) 15,51y 48 €.

(E) 997, 54.69 y 25.14 meses.

C/
) B/¢c 57. /

26. (A) 6955.64 €y 8063.5 €. (B) 107.81 €. (C) 2.5 %. (C) 14.2 afios y 17.67 afios. 27. 7.6 %. 28. 11.53 afiosy
22.52 afios. 29. (A) 8933.18 €. (B) 7 %. (C) 17.4 afios. 30. (A)24.38 €y 51.87 €. (B) 6.75 %.

31. (A) 138382.43 €. (B)41045.88 €. 32. (A) K =5000,a=0.8. (B)278.5dias. 33. (A)k=4,a=05.

(B) 40 afios. 34. (A)K=6,a=0.5. (B)41.7 afios. 35. (A) 3406 enfermos. (B) 8.95 afios.
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Capitulo 5

Probabilidad condicionada

La probabilidad condicionada
e Concepto de probabilidad condicionada
e Propiedades de la probabilidad condicionada

Independencia estadistica
e Caracterizacion de independencia para dos sucesos
¢ Independencia estadistica para mas de dos sucesos

Multiplicacion de probabilidades
e Teorema de la multiplicidad
e Experimentos basados en la repeticion de pruebas

El teorema de la probabilidad total

El teorema de Bayes




5.1 La probabilidad condicionada

Con el concepto de probabilidad condicionada obtenemos nuevas formas de calcular probabilidades de
sucesos. En el capitulo anterior obtuvimos propiedades que permiten hallar la probabilidad de un suceso
como suma de probabilidades de sucesos mas simples; en este capitulo lo haremos como producto de
probabilidades de sucesos mas simples.

Problemas que con la regla de Laplace soluciondbamos con esfuerzo podran ser resueltos por
multiplicacion de probabilidades de sucesos sencillos pero, ademads, resolveremos problemas que con dicha
regla no podiamos, como son los asociados a espacios muestrales no finitos.

Ejemplo 1
E—

Lanzamos tres veces una moneda anotando los resultados obtenidos en cada lanzamiento. Calculamos la
probabilidad de obtener cara en el tercer lanzamiento en los siguientes casos:

(A) Sin mas informacion.

(B) Sisabemos que hemos obtenido un total de dos caras en los tres lanzamientos.

El espacio muestral Q2 consta de 8 resultados, las variaciones con repeticion de 2 elementos de orden 3:
Q= {CCC, CCK, CKC, KCC, CKK, KCK, KKC, KKK}
(A) Definimos el suceso A: “cara en el tercer lanzamiento”.
A tiene 4 resultados favorables, aquellos que poseen una C en tercer lugar:

casos favorables 4 1
A= {CCC, CKC,KCC,KKC} — PA)= —— ——=_=2
casos posibles 8 2

(B) Definimos el suceso B: “dos caras en los tres lanzamientos”.

Si sabemos que B se ha verificado, el espacio muestral QO queda reducido tan solo a los 3 resultados que
pertenecen a B, puesto que en ningun caso podria darse otra posibilidad:

Q* =B = {CCK, CKC, KCC}

Entre ellos, los dos tltimos son favorables para A, el suceso A en O* es {CKC, KCC}. Asi, la probabilidad
de A, en el espacio reducido Q*, es:

PH(A) = casos favorables _ 2
casos posibles 3

» La probabilidad P*(A), calculada reduciendo el espacio muestral Q a Q* = B, recibe el nombre de
probabilidad de A condicionada a B, que expresamos por P(A/B) y representa el cociente del niimero
de resultados de A N B entre el numero de resultados de B. Por tanto:

n.° de resultados de ANB
n.° de resultados de B

P*(A) = P(A/B) =

Pero obtenemos el mismo resultado, desde el espacio muestal {2 completo, si efectuamos el cociente
entre las probabilidades de ANByde B

P(ANB) _
P(B)

P(A/B) = %

oo\w‘oo\m

pues B = {CCK, CKC, KCC} y AN B = {CKC, KCC} v, por tanto, P(B) = g yP(ANB) =

N



» Concepto de probabilidad condicionada

Consideramos S, espacio de sucesos de un experimento aleatorio y P: S — R una funcion de
probabilidad.

Tomamos un suceso fijo BeS, con P(B) > 0, que Ilamaremos suceso condicionante.

Dado un suceso AeS, llamamos probabilidad de A condicionada a B, que representamos por
P(A/B), a la expresion:
P(ANB)

P(A/B) = o)

Ejemplo 2
|
Una persona extrae cartas de una baraja espafiola. Si sabemos que en dos extracciones obtuvo 2 sotas, calcula la
probabilidad de que:
(A) Sean la de oros y la de copas.
(B) En una tercera extraccion obtenga otra sota.

Calculamos probabilidades condicionadas al suceso B: “en 2 extracciones han salido 2 sotas”.

(A) Llamamos A: “en dos extracciones han salido la sota de oros y la de copas”.

Queremos la probabilidad de A condicionada a B que obtenemos de dos formas distintas:
e Con la formula de la probabilidad condicionada, calculando las probabilidades de ANB y de B en el
espacio muestral formado por todas las parejas con 2 cartas de las 40 que existentes:

4 \
P(B) = casos favorablesaB _ (2J _ 6
casos posibles [4OJ 780 1
2 b P(A/B)= P(QQ)B) = 720 = %
P(ANB) = P25 favorable_s aANB _ 1 _ 1 780
casos posibles ( 40] 780
2 J

¢ Reduciendo el espacio muestral: Si sabemos que en 2 extracciones se obtuvieron 2 sotas, los Gnicos casos
posibles son las 6 posibles parejas de sotas

Q* ={(So, Sc), (So, Se), (So, Se), (Sc, Se), (Sc, Ss), (Se Se)}
de los que solo uno es favorable al suceso A, la pareja (So, Sc):

P(A/B) = P*(A) = %

(B) La forma recomendable de calcular la probabilidad de S: “obtener una sota en la tercera extraccion”
condicionada al suceso B: “en las dos primeras extracciones hemos obtenido 2 sotas” es reduciendo el
espacio muestral a 38 cartas, de las que solo hay 2 sotas (las que no han sido extraidas atn):

P(S/B) = 2
Casos favorables: 2 (las sotas que quedan) 38

Casos posibles: 38 (las cartas que quedan) }

1  Una persona lanza 3 veces una moneda. Si sabemos que la persona obtuvo exactamente una cara en los 3
lanzamientos, calcula la probabilidad de que dicha cara la obtuviera en el primer lanzamiento:
(A) Con el espacio muestral del experimento, utilizando la definicion de probabilidad condicionada.
(B) Con el espacio muestral reducido a los casos en que se obtiene exactamente una cara.
(C) Repite los apartados anteriores si lo que sabemos es que la persona obtuvo alguna cara.



» Propiedades de la probabilidad condicionada

No siempre es posible calcular probabilidades condicionadas por reduccion del espacio muestral, en ese
caso recurrimos a la formula general, que verifica los axiomas de Kolmogoroff y las propiedades de las
probabilidades, de las que destacamos las siguientes:

P1 Probabilidades condicionadas de los sucesos imposible y seguro:
P(@/B)=0 P(Q/B)=1
P2 Probabilidad condicionada del suceso contrario:
P(A/B)=1-P(A/B)
P3 Probabilidad condicionada de la unién de dos sucesos incompatibles:
si ANB=J — P(AUB/C)=P(A/C)+ P(B/C)
P4 Probabilidad condicionada de la unién de dos sucesos cualesquiera:

P(AUB/C) =P(A/C) + P(B/C) - P(ANB/C)
PS5 Probabilidad condicionada de la unién de n sucesos incompatibles:

P(_QAi /B):iP(Ai /B)

P6 Si ACB entonces P(A/B) = w
P(B)

Ejemplo 3

]
Una persona extrae 2 cartas de una baraja espafiola e informa que al menos tiene un as. ¢Cual es la probabilidad
de que tenga dos ases?

Llamamos A: “la persona tiene 2 ases” y B: “la persona tiene al menos un as”.

P(ANB) _ P(A)
P(B)  P(B)

Como ACB — ANB=A — P(A/B)=

Esta es precisamente la demostracion de la propiedad P6. Calculamos las probabilidades de A y de B. Llamamos:

A;: “obtener exactamente un as en 2 extracciones” y A,: “obtener exactamente 2 ases en 2 extracciones”.

420) 780
4 36
B=AUA, — P(B)=P(A)+P(Ay) = [184£]1 J + ([foj] = % + % (pues A1 N A, = )
2 2
P(A) _ P(A,) - 7%0

Por tanto P(A/B) =

—— =0.04 (pues ACB).

P(B)  P(A) + P(A,) 6 144 150
780 780




Ejemplo 4
|
El 70 % de los estudiantes de un colegio aprobd la asignatura A, el 75 % aprobo la asignatura B, pero solo un
60 % aprob6 ambas asignaturas. Contesta a las siguientes cuestiones:
(A) Si una persona aprobo la asignatura A, probabilidad de que también aprobara la B.
(B) Si una persona aprobo la asignatura A, probabilidad de que no aprobara la B.
(C) Si una persona no aprobd la asignatura A, probabilidad de que aprobara la B.
(D) Si una persona aprobd alguna de las dos asignaturas, probabilidad de haber aprobado la A.

Definimos los sucesos:
A: “aprobar la asignatura A”, B: “aprobar la asignatura B”.

De los datos del enunciado obtenemos:

PA)= 2 =07  P@B)=-2 =075 PANB)= 2 =06
100 100 100
(A) La probabilidad que se pide es condicionada: P(B/A) = _P(BﬂA) =06 9.
P(A) 07 7

(B) Se pide la probabilidad del suceso B condicionada al suceso A. Como B es el suceso contrario de B:
1

P(E/A)=1—P(B/A)=1—g =2

(C) Se pide la probabilidad de B condicionadaa A:

P(B/A) = —P(K) = W = E

puesP(A)=1-P(A)=1-0.7=0.3yP(BN A)=P(B)-P(BNA)=0.75- 0.6 = 0.15.

(D) Se pide la probabilidad de A condicionada al suceso AU B. Como A C AU B, por la propiedad P6
g 14

_PA) _o07 _14
P(AUB) 085 1

P(AJAUB) =

pues P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = 0.7 + 0.75 — 0.6 = 0.85.

2  Contesta a las siguientes preguntas relacionadas también con el ejemplo 4:
(A) Si una persona aprobo la asignatura A, probabilidad de haber aprobado alguna de las 2 asignaturas.
(B) Si una persona no aprob¢ la asignatura B, probabilidad de que tampoco hubiera aprobado la A.
(C) Si una persona aprob¢ alguna de las dos asignaturas, probabilidad de haber aprobado ambas.

3  Volvemos al ejemplo 3. Si la persona que extrae 2 cartas de la baraja, en lugar de decirnos que tiene por lo
menos un as, nos ensefia una de las cartas, que resulta ser el as de oros, ¢cudl seria la probabilidad de que la
otra carta fuera también un oro?

4 Si al elegir una carta de una baraja espafiola obtenemos una figura, ¢cudl es la probabilidad (que obviamente
es condicionada) de que sea una carta de copas? (Y de que sea una sota? ;Y de que sea una carta de copas o
una sota? ¢ Y de que sea la sota de copas?

5  Elegimos una carta de una baraja espafiola, que resulta ser un as. ;Cual es la probabilidad de elegir otra y que
sea otro as? ;Y de que no lo sea?

6  Alelegir 5 cartas de una baraja espafiola obtenemos 3 ases. ;Cual es la probabilidad de que al elegir una carta
mas, ésta sea el as que queda?

7  Una urna tiene 5 bolas blancas y 3 bolas negras. Extraemos 2 bolas que resultan ser de colores distintos.
Calcula la probabilidad de extraer otras 2 bolas del mismo color.



5.2 Independencia estadistica

En los ejemplos anteriores hemos visto que la probabilidad de un suceso A puede cambiar al introducir
la informacion que proporciona la verificacion de otro suceso B y se calcula con la probabilidad
condicionada. Si esto ocurre es que B influye de alguna forma en A. Esta situacion origina un concepto muy
importante que es el de independencia estadistica.

e Decimos que el suceso B favorece al suceso A si P(A/B) > P(A).
e Decimos que el suceso B desfavorece al suceso A si P(A/B) < P(A).
En ambos casos diremos que A 'y B son dependientes.

En cambio, decimos que dos sucesos A y B son independientes si sus probabilidades
condicionadas son iguales a sus propias probabilidades:

Ay B son independientes < P(A/B)=P(A)y P(B/A) =P(B)

» Caracterizacion de independencia para dos sucesos

Ay B son independientes siysolosi P(ANB)=P(A) - P(B)

Segun la definicion de probabilidad condicionada P(A/B) = P(PA(_Q)B) , asi:
. . P(ANB)
Ay B sonindependientes < P(A/B)=P(A) W =P(A) < P(ANB)=P(A) - P(B)
Ejemplo 5
|

Tenemos una baraja espafiola y cogemos una carta. Estudiamos la dependencia o independencia de los sucesos

R: “la carta es un rey”, F: “la carta es una figura”, C: “la carta es una copa”.

4 ~
P(R) = 20 =0.1yP(R/F) = % =0.3. Como P(R/F)>P(R) — F favoreceaR.

4 1
P(R) = 20 =0.1yP(R/C) = 0 =0.1. Como P(R/C)=P(R) — C ni favorece ni desfavorece a R.

Por tanto los sucesos R y C son independientes, mientras que los sucesos R y F son dependientes.

8  Calcula, en el ejemplo 5, las probabilidades condicionadas necesarias para comprobar que:
(A) R favorece aF. (B) Fy C son independientes.

9  Encel ejemplo 5, utiliza la caracterizacion de independencia para comprobar que:
(A) Ry C son independientes porque P(R N C) =P(R) - P(C).
(B) Ry F son dependientes porque P(RM F) = P(R) - P(F).
(C) F y C son dependientes porque P(F M C) # P(R) - P(F).

10 Lanzamos un dado. Comprueba la independencia de los sucesos A: “salir un numero par”, B:“salir un nimero
impar” y C: “salir un nimero menor que 3”.



>

Independencia estadistica para mas de dos sucesos

La definicién de independencia para mas de dos sucesos se generaliza a partir del caso de dos de la

siguiente forma:

Los sucesos A, Ay, ..., A, son independientes si y solo si para cualquier subconjunto de los
anteriores sucesos la probabilidad de la interseccion es el producto de probabilidades.

La anterior definicidn se expresa, para 3 sucesos, del siguiente modo:

Los sucesos A, B y C son independientes si y solo si:

(1) P(ANB)=P(A)-P(B), PANC)=P(A)-P(C), PBNC)=P(B)-P(C).

(2) P(ANBNC)=P(A) - P(B) - P(C)

En el caso que solo se verifique (1) decimos que los sucesos son independientes 2 a 2.

Ejemplo 6
I

Consideramos el experimento aleatorio de lanzar 3 veces una moneda; veamos que los siguientes sucesos son
independientes:
Ci: “obtener cara en el lanzamiento i-ésimo”, parai=1, 2, 3.
El espacio muestral contiene 8 resultados, los que se pueden dar al lanzar 3 veces una moneda:
Q={KKK CKK KCK KKC CCK CKC KCK CCC}
e Veamos que C; y C, son independientes:

C,={CKK CCK CKC CCC} C,={KCK CCK KCK CCC} C,;NC,={CCK CCC}

4 2
Por tanto P(C,) = P(C,) = 3 = Z yP(C,NCy = A =

N |~
FNg

Como P(C;NCy) = % = % . % = P(Cy) - P(C,), obtenemos que C; y C, son independientes.

De la misma forma podemos ver que también lo son C; con C3 y C, con Cs, con lo que los 3 sucesos son
independientes 2 a 2.

e Veamos ahora que la probabilidad de la interseccidn de los 3 es el producto de probabilidades:

1
Clﬂ Czﬂ C3:{CCC} —> P(Clﬂ sz Cg) = g =

N |~

%% = P(Cl) . P(Cz) . P(CS)

Por tanto, los 3 sucesos son independientes.

11

12

Un tetraedro tiene una de sus 4 caras pintada de color blanco, otra de color verde, otra de color rojo y la cuarta
pintada con los 3 colores. Elige una cara al azar. Comprueba que los siguientes sucesos son independientes 2 a
2 pero no lo son globalmente:

B: “la cara tiene color blanco”, V: “la cara tiene color verde”,  R: “la cara tiene color rojo”.
Comprueba para ello que:
P(BNV)=PB) - P(V), PBMNR)=PB) - P(R), P(VNR)=P(V) - P(R), (BN VNR)=PB) - P(V) - P(R)

Si los sucesos A, B y C son independientes, con probabilidades respectivas de 0.5, 0.8 y 0.9, calcula:
(A) P(ANB) (B) P(ANC) (C) P(BNO) (D) P(ANBNC) (E) P(AUB)



5.3 Multiplicacion de probabilidades

De la caracterizacion de independencia deducimos que, si disponemos de un conjunto de sucesos
independientes, la probabilidad de la interseccion de cualquier numero de ellos es igual al producto de las
probabilidades respectivas.

Si los sucesos Aj, Ay, ..., An son independientes, entonces:
P(A1NA2N - NA,) =P(A;) - P(A2) -+ P(An)

El siguiente teorema permite calcular la probabilidad de la interseccion de sucesos cualesquiera como
producto de probabilidades condicionadas. Dichas probabilidades condicionadas deben calcularse
mediante reduccidn del espacio muestral correspondiente. Expresamos el teorema para dos sucesos, para
tres, y la forma general para n sucesos:

» Teorema de la multiplicidad

Para dos sucesos: si A; y A, son dos sucesos cualesquiera, con P(A;) > 0, se tiene:
P(A] n Az) = P(A]) : P(Az/A])

Para tres sucesos: si Aj, Ay y Az son tres sucesos cualesquiera, con P(A;NA,) > 0:
P(A1NA>;NA3) =P(A)) - P(A2/A)) - P(A3/A{N Ay)

Para n sucesos: si A, A, ..., A, son sucesos cualesquiera, con P(A;NA,N- - -NA,_;)>0:

P(AINA;N - NAy) = P(A)) - P(A2/A)) - P(AW/A1N AN NAp )

Demostramos el teorema para 2 y para 3 sucesos. El caso general sigue un proceso similar.
e Para 2 sucesos: suponemos A; y A, dos sucesos, con P(A;) > 0.
- . L P(ALNA,)
Por definicion de probabilidad condicionada: P(A,/ A)) = W .
1

Y multiplicando en cruz: P(A; N A;) =P(A)) - P(Ay/A)).

e Para 3 sucesos: suponemos A, A, y Aj tres sucesos, con P(A; M A;) > 0.
Llamamos A = A A,, tenemos que P(A) > 0, y como ya se verifica para cualesquiera dos sucesos, son
ciertas las siguientes afirmaciones:

P(AN A3) =P(A) - P(Ay/A) (1)
P(A)=P(AIMAy) =P(A) - P(AJ/A)) — P(A)=P(A)) - P(AJ/A) (2)
Sustituyendo (2) en (1): P(ANA35)=P(A)) - P(Ay/A)) - P(As/A) 3)

Y como A =A;M A,, sustituyendo en (3) obtenemos:

P(A1 ﬂ A2 ﬂ A3) = P(Al) : P(Az/Al) : P(A3/A1 ﬂ A2)

» Observa que el teorema de la multiplicidad es valido para todo tipo de sucesos, sean dependientes o
independientes. En el caso en que los sucesos son independientes, las probabilidades condicionadas son
iguales que las probabilidades libres de condiciones y la expresion general

P(A1 n A2 N- N An) = P(AI) : P(Az/Al) e P(An/A1 N A2 n-- N An—l)
se transforma en P(A; N A, N -+ NA,) =P(A)) - P(Ay) - P(Ay).



» Experimentos basados en la repeticion de pruebas

Son muchos los experimentos aleatorios que consisten en la realizacion de pruebas sucesivas, cada una
de las cuales puede ser considerada como un experimento aleatorio por separado. Es, por ejemplo, el caso del
lanzamiento repetidamente de una moneda o de un dado, las extracciones de bolas de una caja, la repeticion
de un determinado experimento hasta obtener el resultado deseado, etc. El teorema de la multiplicidad
permite calcular probabilidades de sucesos en este tipo de experimentos por multiplicacion de probabilidades
de sucesos mas simples. Los siguientes ejemplos ayudan a comprenderlo.

Ejemplo 7

|
Tenemos tres urnas U;, U, y U con las siguientes composiciones: U; tiene 6 bolas azules y 4 rojas, U, tiene 5
azules y 5 rojas y U; tiene 4 azules y 3 rojas. Extraemos una bola de cada urna y calculamos las probabilidades de:
(A) A: “las 3 bolas extraidas son azules”.
(B) B: “las 2 primeras bolas extraidas son rojas y la tercera es azul”.

Definimos los siguientes sucesos:

A;: “obtenemos una bola azul de la urna U;”.
R;: “obtenemos una bola roja de la urna U;”, parai=1, 2, 3.

La extraccion de una bola de cada una de las 3 urnas es un experimento aleatorio que se descompone en 3
experimentos mas simples, que son cada una de las extracciones.
Las probabilidades de obtener una bola azul o una roja en cada extraccion son sencillas de calcular:

Prueba 1: Prueba 2: Prueba 3:

Extraer una bola de la urna 1. Extraer una bola de la urna 2. Extraer una bola de la urna 3.
. -4 -5 -5 -4 -3

P(A)) = 0 P(R)) 0 P(A,) 0 P(R») 0 P(A3) - P(R3) 2

(A) Elsuceso A se puede expresar:
A= A1 N A2 N A3

Como no hay ninguna relacion entre los resultados que obtenemos en las 3 pruebas, los sucesos Ay, Ay v A;
son independientes:

P(A)=P(A]OA20A3)=P(A1).P(Az).P(AS):% 5 4

(B) Del mismo modo B se expresa como:
B= R1 N R2 N A3

Los sucesos de la anterior interseccion son también independientes, por ser de pruebas no relacionadas:

4 5 3
P(B) =P(RiNR2N Ay =P(Ry) - P(Ry) " P(As) = 70 10

13 Tenemos una caja con 3 bolas negras y 5 blancas y otra caja con 4 bolas negras y 6 blancas. Cogemos una
bola de cada caja. Calcula las siguientes probabilidades:
(A) De que las dos bolas sean blancas. (B) De que las dos bolas sean negras.

14  Silas bolas de las 2 cajas de la actividad 13 las reunimos en una caja unica y extraemos 2 bolas, calcula:
(A) La probabilidad de obtener 2 bolas blancas. (B) La de obtener 2 bolas negras.



Ejemplo 8
|

Consideramos el siguiente experimento: extraemos bolas una a una sin reemplazamiento de una urna que contiene
6 bolas azules y 4 rojas. Calculamos las siguientes probabilidades:

(A) De obtener con tres extracciones, y en ese orden, una bola azul, otra roja y otra azul.

(B) De obtener con cuatro extracciones, y en este orden, bola azul, roja, azul y roja.

Definimos los sucesos:
A;: “obtener una bola azul en la extraccion i-ésima”,
R;: “obtener una bola roja en la extraccion i-ésima”.
(A) La probabilidad que queremos calcular es la de la interseccion de sucesos A; M R, M Aj.

El experimento consiste en la realizacion de 3 pruebas, que en este caso estan relacionadas entre si pues cada
vez que extraemos una bola, la urna queda con una composicion diferente para la siguiente extraccion. Es
por ello que los sucesos de la anterior interseccion son dependientes.

Con el teorema de la multiplicidad, calculamos la probabilidad:

P(A] ﬂ R2 ﬂ A3) = P(A]) : P(Rz/Al) ) P(A3/A1 ﬂ Rz)
En la primera prueba (urna con 6 bolas blancas y 4 negras) la probabilidad de obtener una bola azul sera:

6
P(A)) = 10

Si en la primera extraccion hemos obtenido una bola azul para la segunda extraccién quedan 5 bolas azules y
4 rojas (reducimos el espacio muestral) y, por tanto, la probabilidad de obtener una bola roja seré:

4
P(Rz/Al) = 5

Si en las primeras dos extracciones hemos obtenido bola azul y roja, respectivamente, entonces para la
tercera extraccion quedan 5 bolas azules y 3 rojas y la probabilidad de obtener bola azul ahora es:

5
P(A3/A] ﬂ RQ) = g

6 4 5
Asi P(Al N R2 N A3) = P(Al) : P(Rz/Al) : P(A3/A1 n Rz) = E : § : g .
(B) Consideramos la nueva situacion:
Prueba 1 Prueba 2 Prueba 3 Prueba 4

P(A3/A1 N Rz) = P(R4/A1 N R2 n A_v,) =

oo | h
~ | W

De nuevo, con el teorema de la multiplicidad, obtenemos como probabilidad de la interseccion el producto
de las probabilidades condicionadas:

6 4 5 3
PAINRNANR) = 70 o o 5

15 Calcula las probabilidades de los sucesos del ejemplo anterior en el caso en que las extracciones sean con
reemplazamiento.

16 Extraemos una a una, y sin reemplazamiento, todas las bolas que hay en una caja que contiene 5 bolas
blancas y 5 bolas negras. Calcula la probabilidad de que, en las 10 extracciones, no repitamos color en dos
extracciones sucesivas.



Ejemplo 9

17

18

19

20

21
22

Un examen versa sobre 3 asignaturas que contienen 10, 8 y 7 temas respectivamente. Un estudiante se prepara 4
temas de cada asignatura. El ejercicio consiste en elegir al azar un tema de cada asignatura y responder
correctamente. Calcula las probabilidades de:

(A) Aprobar las 3 asignaturas. (B) No aprobar ninguna asignatura.

(C) Aprobar alguna asignatura. (D) Aprobar una de las 3 asignaturas.

El estudiante aprueba la asignatura A si elige uno entre los 4 temas que se ha preparado y suspende si elige uno
entre los no preparados. Lo mismo sucede en las otras dos asignaturas. Definimos los sucesos:

A: “aprobar la asignatura A”, B: “aprobar la asignatura B”, C: “aprobar la asignatura C”.

6 4 4 4 3

W= PRz PBI=; P(B)=L PO=3 PC)=:

(A) Aprobar las 3 asignaturas es el suceso AN BN C.

El experimento aleatorio consta de 3 pruebas independientes porque una prueba no influye en la otra.
Tenemos asegurado de antemano que los sucesos A, B 'y C son independientes. Por ello:

P(ANBNC) = P(A) - P(B)-P(C):%.g.;: %

(B) Suspender las 3 asignaturas es el suceso AN BN C.
6 4 3 9

PIANBNC)= — - — - == —
10 8 7 70

(C) Aprobar alguna asignatura es el suceso AU BU C, que es contrario de no aprobar ninguna asignatura:

PAUBUC)=1-P(ANBNC)=1- 5.8
70 70
(D) Aprobar una asignatura es el suceso (AN BN C)U(ANBN C)U(AN BNC).
Por ser la unién de sucesos incompatibles, la probabilidad deseada es la suma de ellas:

o o 4 4 3 6 4 3 6 4 4
PANBNC)+P(ANBNC)+P(ANBNC)= — . 2.2 42 2 38,0 4 2 _2
10 8 7 108 7 108 7 10

Un llavero consta de 10 llaves indistinguibles, de las que solo una abre una puerta. Vamos probando las Ilaves
y eliminando las que no abren, hasta conseguir abrir la puerta. Calcula la probabilidad de abrir:
(A) En el segundo intento. (B) En el tercer intento. (C) En el cuarto intento.

Extraemos cartas de una baraja espafiola. Calcula la probabilidad de obtener, en este orden, una sota, un
caballo y un rey, en los siguientes casos:
(A) Las extracciones son sin reemplazo. (B) Las extracciones son con reemplazo.

Dos jugadores de baloncesto tienen el siguiente porcentaje de efectividad al lanzar a canasta: el jugador A
tiene el 40 % y el jugador B el 70 %. Cada uno lanza a canasta una vez. Calcula las siguientes probabilidades:
(A) De que A gane a B. (B) De que B ganeaA. (C) De que Ay B empaten.

El jugador A lanza un dado que tiene 2 caras con el nimero 1 y 4 caras con el numero 2. El jugador B lanza
un dado que tiene 3 caras con el nimero 1 y 3 caras con el nimero 2. Gana el jugador que obtenga el niimero
mayor. Calcula la probabilidad de que:

(A) A ganeaB. (B) BganeaA. (C) Ay B empaten.

Calcula la probabilidad de ser necesarios 5 lanzamientos de una moneda para obtener por primera vez cara.

En un autobus viaja una Unica persona, con probabilidad p de bajar en la proxima parada, en la que espera
otra persona, con probabilidad q de subir al autobus. Calcula la probabilidad de que, tras la proxima parada,
en el autobds viajen:

(A) Ninguna de las 2 personas. (B) Las dos personas. (C) Unade ellas.



5.4 El teorema de la probabilidad total

Ejemplo 10
—

En una ciudad hay 12 farmacias, de las cuales 2 abren las 24 horas del dia, 4 abren 12 horas y las restantes abren 8
horas. Una persona se dirige a una farmacia. Calculamos la probabilidad de que la encuentre abierta.

Tenemos las farmacias clasificadas en tres tipos; definimos los sucesos:

2

e A;: “Lafarmacia abre las 24 horas del dia” — P(A)= —
12 A,
e A, “Lafarmacia abre 12 horas al dia” — P(A;) = % Aq
6 As
e Aj;: “Lafarmacia abre 8 horas al dia” — P(Aj3)= o

Obviamente, A|U AU A; =Q ytambién P(A|) + P(A;) + P(A3) = 1.

Definimos el suceso A: “la farmacia elegida por la persona esta abierta”.

Queremos calcular la probabilidad de A, pero solo conocemos la probabilidad de A referida a cada clase de
farmacia. Son probabilidades condicionadas:

e Sila farmacia abre las 24 horas del dia, la probabilidad de encontrarla abierta es P(A/A;) = 1.

e Sila farmacia abre 12 horas del dia, la probabilidad de encontrarla abierta P(A/A,) = % = % .

e Sila farmacia abre 8 horas del dia, la probabilidad de encontrarla abierta P(A/A3) = % . .

Son probabilidades de A condicionadas a cada tipo de farmacia. Pero, ;cual es la probabilidad total P(A) de
encontrar abierta la farmacia elegida? Como veremos, es la suma de las anteriores probabilidades condicionadas,
previamente multiplicadas por las probabilidades de cada suceso condicionado.

A la vista del dibujo 1, el espacio muestral queda dividido en 3 sucesos Ay, A,,
y A3, que son incompatibles 2 a 2. Se dice que forman un sistema completo de
sucesos:

Q= A1 U A2 U A3
siendo

AlﬂA2=®,AlﬂA3=®yAzﬂA3=®

También vemos en el ultimo dibujo que la probabilidad total de A es la suma

de las probabilidades parciales de los sucesos AN A, AN A, y AN Aj: ANA,
A=ANADUANA)UANA;) ANA;
Por tanto ANA;
P(A)=P(ANA)+PAN Ay +P(ANA;) (1)

Pero por el teorema de la multiplicidad, las probabilidades de las anteriores intersecciones son:
P(ANA))=P(A/A)) - P(A) P(ANAy)=P(A/A,) - P(Ay) P(ANA;3;)=P(A/A;) - P(A3)
Asi la ecuacion (1) queda de la forma siguiente, que es conocida como teorema de la probabilidad total:
P(A) =P(A/A)) - P(A)) + P(A/A;) - P(A;) + P(A/A;) - P(A3)

que en nuestro caso resulta:

2
12

A
12

.6
12

+ +

w|r

P(A)=1-

N |-~
N |+




»  Sistema completo de sucesos

Decimos que los sucesos Ay, Ay, ..., A, forman un sistema completo de sucesos de Q si:

(1) Son incompatibles dos a dos: AiNA;=d, parai,j=1,2,..,n,coni#j.

(2) Launion de todos ellos es Q: AjUAU --- UAL= Q.

También decimos que los anteriores sucesos constituyen una particion de ). Se verifica que
P(A)) +P(Ay) + -+ P(Ap) =1

» Teorema de la probabilidad total

Si {Aj, Ay, ..., Ay} es un sistema completo de sucesos y A un suceso cualquiera, entonces:
P(A) =P(A/A)) - P(A)) + P(A/Ay) - P(A) + - + P(A/A,) * P(Ay)
Abreviadamente, con sumatorios:

P(A)= 3 P(AVA,) - P(A))

i=1

La demostracion es igual a la realizada en el ejemplo anterior. La realizamos para un sistema completo de 4
sucesos Ay, Ay, Az y Ayt

Ay A,
Aj Ay
Particion de Q Particion de A

A la vista de los anteriores dibujos, A= (AN A)UAN A)U (AN A3) U (AN Ay). Por tanto
P(A)=P(ANA)+P(ANA,)+P(AN A3) + P(AN Ay) @)
Por el teorema de la multiplicidad, las probabilidades de las anteriores intersecciones son los productos
P(ANA)=P(A/A) - P(A), i=1,2,3,4.
Sustituimos estos resultados en (1) y obtenemos:

P(A) = P(A/Ay) - P(Ay) + P(A/Az) - P(A2) + P(A/A;3) - P(A3) + P(A/AY) - P(Ay)

23 Enel ejemplo 10, calcula la probabilidad total del suceso B: “la farmacia elegida por la persona esta cerrada”.
Hazlo siguiendo el esquema del referido ejemplo.

24  Tenemos dos cajas, una con 3 bolas blancas y 2 negras, la otra con 5 bolas blancas y 2 negras. Elegimos al
azar una caja y de ella una bola. Calcula la probabilidad de que sea blanca.

25 Un fabricante tiene dos méaquinas A y B. La maquina A trabaja 16 horas diarias y produce un 3 % de articulos
defectuosos mientras que la maquina B trabaja las 8 horas restantes del dia produciendo un 6 % de articulos
defectuosos. Elegimos al azar un articulo de la produccion diaria. ¢Cuél es la probabilidad de que sea
defectuoso? Se supone que las maquinas producen la misma cantidad de articulos en el mismo tiempo.

26  El congreso de los diputados de un pais tiene 100 diputados del partido A, 60 del B y 40 del C. Supongamos
que el porcentaje de diputados que votan lo que su partido les recomienda es el 80 % para el partido A, el
90 % para el B y el 60 % para el C. Para la votacion de una determinada ley, el partido A es favorable,
mientras que los partidos B y C son contrarios. ;Qué porcentaje de diputados votaria a favor de la ley?



Ejemplo 11
I

Un examen tipo test consta de una serie de preguntas, cada una de ellas con 4 alternativas, de las que solo una es
correcta. Un estudiante conoce la respuesta del 75 % de las preguntas del test y decide responder al azar las
preguntas cuya respuesta desconoce.

¢ Qué probabilidad tiene de responder correctamente una pregunta determinada?

Clasificamos las preguntas del test en dos categorias: aquellas cuya respuesta el alumno conoce y aquellas que no.
Definimos los sucesos:

A: “el alumno conoce la respuesta de la pregunta elegida”,
B: “el alumno desconoce la respuesta de la pregunta elegida”.

e Los sucesos A y B constituyen un sistema completo de sucesos pues son disjuntos y su unioén es Q (la
pregunta elegida o es de respuesta conocida o no lo es)
ANB=Y y AUB=Q

Como conoce la respuesta del 75 % de las preguntas, las probabilidades de A y B son:

25

75
PA=15 PB= s

100

e Definimos el suceso C: “el alumno responde correctamente a la pregunta elegida”.
Si conoce la respuesta responde correctamente con probabilidad 1:
P(C/A)=1

Si no conoce la respuesta responde al azar y, como hay 4 alternativas por pregunta, responde correctamente
con probabilidad

P(C/B) =

FNg

e Queremos calcular la probabilidad total de C, pero lo Ginico que sabemos es dicha probabilidad referida a
cada clase de pregunta, las probabilidades parciales.

Como los sucesos A y B son una particion de Q, entonces C A'y CN B forman una particion de C:
C=(CNAauCnB) — PEC)=P(CNA)+P(CNB)
Con el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de responder correctamente la pregunta elegida es:

P(C)=P(C/A) - P(A) + P(C/B) - P(B)=1 - n,1. 5B
100 4 100 16

Sistema completo Probabilidades condicionadas Producto de

(probabilidades) del suceso C probabilidades
75 7
P(A) = — . 23
100 100 4
Q
B - 1251
100 4 100 16
Suma = 1

Probabilidad total de C: pC)=3+1=-1

4 16 16




Ejemplo 12
—

27

28

29

Un saco contiene 3 monedas de uso legal y una moneda trucada con 2 caras. Elegimos al azar una moneda y la
lanzamos. ¢ Cuél es la probabilidad de obtener cara?

Definimos los siguientes sucesos:
A: “la moneda elegida es normal”,  B: “la moneda elegida tiene dos caras”.

e Los sucesos A y B constituyen un sistema completo de sucesos, pues son disjuntos y su union es Q (la
moneda elegida o es normal o tiene dos caras)
ANB=Y y AUB=Q

Como hay 3 monedas normales y una con dos caras, las probabilidades de A y B son:

P(A) = % P(B) =

EN

e Definimos el suceso C: “obtener cara con la moneda elegida”.

Si la moneda elegida es normal, la probabilidad de obtener cara es P(C/A) =

N~

Si la moneda elegida tiene 2 caras, la probabilidad de obtener cara es P(C/B) = 1.

e Queremos calcular la probabilidad total de C, pero lo tnico que sabemos es dicha probabilidad referida a
cada una de las clases de monedas, las probabilidades parciales.

Como los sucesos A 'y B son una particion de Q, entonces C(1 A’y CMN B forman una particion de C:
C=(CNAUCNB) — PC)=P(CNA)+P(CNB)
Con el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de obtener cara es:

P(C)=P(C/A) - P(A) + P(C/B) - P(B) = 1.3 +1- 1 >
2 4 4 8

El resultado obtenido es explicable facilmente a posteriori: Si disponemos de 3 monedas con una cara y una cruz,

mas una moneda con dos caras, entonces podemos considerar que tenemos un espacio muestral con 8 elementos,

de los que 5 son favorables (las 5 caras que en total hay en las 4 monedas) y 3 desfavorables (las 3 cruces), por lo

que la probabilidad de obtener una cara es:

Q:{Cl K1 C2 K2 C3 K3 C4 C5} d P(C): K] Kz K3

| Ul

En el grafico de la derecha, llamamos C, y Cs a las dos caras de la
moneda trucada. C G| G

Tenemos tres urnas con bolas blancas y negras en las siguientes cantidades:
U, (4 blancas, 6 negras) U, (5 blancas, 5 negras) Uj; (6 blancas, 4 negras)

(A) Elegimos una urna al azar y extraemos una bola. Calcula la probabilidad de que sea blanca.
(B) Elegimos una urna al azar y extraemos dos bolas. Calcula la probabilidad de que sean blancas

Un banco trabaja en 3 regiones de un pais, A, By C. El 50 % de las operaciones las realiza en A, el 40 % en
By el 10 % en C. Estimamos que en A el 1 % de los clientes es moroso mientras que en Bloesel 2%y en C
el 8 %. ¢Cual es el porcentaje global de clientes morosos?

En cada bolsillo de mi pantalon tengo tres bolas, dos blancas y una negra. Saco una bola de cada bolsillo y la
introduzco en el otro. A continuacion saco una bola del primer bolsillo. ;Cual es la probabilidad de que sea
blanca?



5.5 El teorema de Bayes

Ejemplo 13

|
Volvamos a la situacion del ejemplo 10: una ciudad con 12 farmacias, de las que 2 abren las 24 horas del dia, 4
abren 12 horas y las restantes abren 8 horas. Si una persona va a una farmacia y la encuentra abierta, ¢cual es la
probabilidad de que dicha farmacia abra solo 8 horas?

Recordemos los sucesos definidos en dicho ejemplo y sus probabilidades:

A;: “la farmacia abre las 24 horas del dia”.
A,: “la farmacia abre 12 horas al dia”.

Aj: “la farmacia abre 8 horas al dia”.

A: “la farmacia elegida esté abierta”.

Sin mas informacion, la probabilidad de elegir una farmacia que abre solo 8 horas es:

6
P(A3) = T

Pero en nuestro caso tenemos la informacion adicional de que la farmacia elegida por la persona estaba abierta,
por lo que no es esa probabilidad la deseada, sino la probabilidad de As, condicionada al suceso A: “la farmacia
elegida esta abierta”. Se calcula:

P(ANA;)

P(A) M

P(A/A) =

La probabilidad P(A) fue calculada en el ejemplo 10 con la ayuda del teorema de la probabilidad total:
P(A) =P(A/A)) - P(A)) + P(A/A;) - P(A,) + P(A/A3) - P(A3)
y la probabilidad P(A M As) no es mas que el tercer sumando anterior:
P(AN Az) =P(A/A;) - P(A;)
Sustituyendo estas dos tltimas expresiones en (1), obtenemos:

P(A/A3)-P(A;)

P(ATA)PA)+PATA)PMA)+PATA)-P(A;) @

P(AS/A) =

Sustituimos todas las probabilidades ya obtenidas en el ejemplo 10:

1 6

312
1 4 1 6
7.7_'_ Pyp—
2 12

1-£+
12

w |
'_\
N

»  La expresion (2), obtenida en el anterior ejemplo, permite calcular P(A;/A), probabilidad condicionada,
llamada probabilidad a posteriori de A;, frente a la probabilidad a priori P(A;), en el caso en que
dispongamos de un sistema completo de 3 sucesos Aj, A, y A; y conozcamos las probabilidades de A
condicionadas a dichos sucesos junto a las probabilidades de dichos sucesos. Para el céalculo de
P(A3/A) hemos utilizado la definicion de probabilidad condicionada en (1) y el teorema de la
probabilidad total.

A continuacioén enunciamos en general esta forma de calculo de probabilidades a posteriori, que se
llama teorema de Bayes.

30 Silapersona del ejemplo anterior encuentra abierta la farmacia a la que va, calcula las probabilidades de que:
(A) La farmacia abra 12 horas. (B) La farmacia abra las 24 horas.



» Teorema de Bayes

Consideramos un sistema completo de sucesos {A, Ay, ..., An} ¥y A un suceso cualquiera.

Si conocemos las probabilidades P(A;), P(A,), ..., P(A,) y las probabilidades condicionadas
P(A/A)), P(A/Ay), ..., P(A/A,), tenemos para cualquier suceso A; del sistema completo:

P(A//A) = P(A/A) -P(A)
' P(A/A,) -P(A)) +P(A/A,) -P(A,) +-+P(A/A,) -P(A,)

Ejemplo 14
|

Con el saco que contiene 3 monedas normales y una moneda con 2 caras del ejemplo 12, una persona elige al azar
una moneda y la lanza obteniendo una cara. ;Cual es la probabilidad de que la moneda elegida fuera normal?

Definimos los siguientes sucesos: C: “obtener cara con la moneda elegida”,
A: “la moneda elegida es normal” y B: “la moneda elegida tiene dos caras”.
Queremos calcular la probabilidad del suceso A, condicionada al suceso C:
1
P(A/C)= PANC) _ P(C/A)-P(A) _ 2
P(C) P(C/A)-P(A)+P(C/B)-P(B) 1 3 1

1.=
2 4 4

Nlw

oo | U0 | w
g w

Todas las probabilidades utilizadas ya han sido calculadas en el ejemplo 14. Si no fuera asi, deberiamos
calcularlas ahora, siguiendo el proceso anterior.

e A lavista del resultado obtenido para la probabilidad condicionada P(A/C), podemos calcularla de otra forma:
si disponemos de 3 monedas con una cara y una cruz, mas una moneda con dos caras, podemos considerar
gue tenemos un espacio muestral con 8 elementos, que son las 5 caras y las 3 cruces. Llamamos C, y Cs a las
caras correspondientes a la moneda trucada:

Q={C1 K1 C2 K2 C3 K3 C4 C5}

Si afiadimos la informacién de que ha ocurrido el suceso C, es decir, que la persona ha obtenido una cara con
la moneda elegida, el espacio muestral queda reducido a los resultados de C:

Q*=C={C, C, C; Ci Cs} — P(A/C)=§
Q Q*
K | K| K
C1 Cz C3 C1 Cz C3

31 Enlasituacion de la actividad 25, elegimos al azar un articulo de la produccién diaria:
(A) Si el articulo es defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que hubiera sido fabricado con la maquina A?
(B) Si el articulo no es defectuoso, ¢cual es la probabilidad de que hubiera sido fabricado con la maquina B?

32 Enlasituacion de la actividad 26, elegimos al azar uno de los diputados:
(A) Si su voto fue favorable a la ley, ¢qué probabilidad hay de que el diputado fuera del partido A? ;Y del
partido B? ;Y del C?
(B) Si su voto fue desfavorable a la ley, ¢qué probabilidad hay de que el diputado fuera del partido A? ;Y
del B? ;Y del C?
(C) ¢Qué probabilidad hay de que el diputado elegido hubiera mantenido la disciplina de voto?
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11

12

Problemas del capitulo 5

Tres personas A, B y C compran sendos boletos de loteria pero de diferente nimero. Si sabemos que uno de ellos
ha sido premiado, ¢cudl es la probabilidad de que lo sea A? ;Y si ademas sabemos que B no ha sido premiado?

Tenemos 4 cartas humeradas del 1 al 4 y repartimos una a cada uno de los jugadores A y B. Ganara quien tenga el
namero mayor. Calcula la probabilidad de que A gane a B:
(A) Sin més informacion. (B) Sisabemos que A ha recibido la carta con el 3.

Si al elegir dos cartas de una baraja espafiola obtenemos 2 reyes. ¢cuél es la probabilidad de que uno sea de copas?

Repartimos 5 cartas a dos personas. Si una de ellas ha recibido 2 ases, ¢cual es la probabilidad de que la otra
persona no tenga ningdn as?

Una persona lanza 3 veces una moneda. Si sabemos que la persona obtuvo exactamente una cara en los 3
lanzamientos, calcula la probabilidad de que dicha cara la obtuviera en el primer lanzamiento.

El 70 % de los estudiantes de un centro educativo aprobé Matematicas mientras que un 60 % aprob¢ Estadistica.
Un 50 % aprobo tanto Matematicas como Estadistica. Elegimos un estudiante al azar.

(A) Siaprob6é Mateméticas, probabilidad de que también aprobara Estadistica.

(B) Siaprobé Estadistica, probabilidad de que también aprobara Matematicas.

(C) Sino aprob6 Matematicas, probabilidad de tampoco aprobar Estadistica.

(D) Sino aprobd Estadistica, probabilidad de aprobar Matematicas.

(E) Siaprobo alguna de las dos asignaturas, probabilidad de aprobar Matematicas.

(F) Siaprobé alguna de las dos asignaturas, probabilidad de aprobar las dos asignaturas.

(G) ¢Es independiente aprobar Matematicas de aprobar Estadistica?

La empresa TELEFONA ofrece en una ciudad dos productos: conexién telefénica o Internet. EI 70 % de los
vecinos de la ciudad tiene contratado el servicio de conexidn telefénica y el 50 % tiene contratado el servicio de
Internet. Un 30 % tiene contratado los dos productos.

(A) ¢Es independiente tener el servicio de conexion telefonica de tener el servicio de Internet? ¢Por qué?

(B) Probabilidad que un vecino de la ciudad tenga contratado solo el servicio de conexion telefénica.

(C) Probabilidad que un vecino de la ciudad no tenga contratado ninguno de los dos productos.

(D) Si un vecino tiene conexidn telefdnica, ¢cual es la probabilidad de que tenga el servicio de Internet?

Con una gran cantidad de examenes médicos, un médico obtuvo los siguientes resultados: El 7 % de los pacientes
estdn enfermos y creen estarlo; el 60 % creen estar enfermos pero no lo estan; el 30 % creen estar sanos
acertadamente y el 3 % creen estar sanos pero estan enfermos. Definimos los sucesos:

A: “el paciente cree estar enfermo” y B: “el paciente esta enfermo”.
(A) CalculaP(A)y P(B).
(B) Siun paciente cree estar enfermo, probabilidad de que lo esté.
(C) Si un paciente cree estar sano, probabilidad de que esté enfermo.
(D) Si un paciente esta enfermo, probabilidad de que crea estar sano.
(E) Siun paciente esta sano, probabilidad de que crea estar enfermo.

Sean Ay B dos sucesos de un espacio de sucesos tal que P(A) = 0.5, P(B) = 0.3y P(ANB) =0.1. Calcula:
(A) P(AUB) (B) P(A/B) (C) P(A/ANB) (D) P(ANB/AUB)
(E) P(AUB) (F) P(ANB/A)  (G) P(AJANB)  (H) P(B/AUB)

Sabemos que dos sucesos A 'y B son independientes y que P(A) = 0.5y P(B) = 0.6. Calcula:
(A) P(ANB) (B) P(AUB) (C) P(AN B) (D) P(AU B)

Si sabemos que P(ANB) = 0.3, P(A/B) = 0.8 y P(B/A) = 0.6, calcula:
(A) P(A)yP(B) (B) P(AUB) (C) P(A/B)

Suponemos que aprobar matematicas es independiente de aprobar inglés y que las probabilidades de aprobar estas
asignaturas son respectivamente 0.7 y 0.6. Calcula la probabilidad de:

(A) No aprobar ninguna de las dos asignaturas.

(B) Aprobar alguna de las dos asignaturas.

(C) Aprobar una de las dos asignaturas.
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Lanzamos 4 veces una moneda. Describe el espacio muestral de dicho experimento aleatorio (contiene 16
resultados). Consideremos los sucesos:

A: “cara en el cuarto lanzamiento”. A;: “el nimero de caras es de una”.
A,: “el nimero de caras es de dos”. Aj: “el numero de caras es de tres”.
Comprueba que:
(A) A, desfavorece a A. (B) Aj favorece a A. (C) Ay A, son independientes.

Para aprobar unas oposiciones hay que hacer un examen escrito y, si éste se aprueba, se realiza un examen oral. El
20 % de los opositores superan el examen escrito y de estos el 60 % supera después el examen oral.

(A) ¢Cuél es la probabilidad de superar los dos examenes?

(B) ¢Y de aprobar el primero pero suspender el segundo?

Extraemos cartas de una baraja espafiola hasta obtener por primera vez una sota. Calcula la probabilidad de
necesitar 4 extracciones para ello, en los siguientes casos:
(A) Extracciones sin reemplazo. (B) Extracciones con reemplazo.

Un llavero consta de 10 llaves indistinguibles de las que solo 2 abren una puerta. Una persona quiere abrir la
puerta. Calcula la probabilidad conseguirlo en el tercer intento:
(A) Sivaeliminando las llaves que no abren. (B) Sino las elimina.

Tenemos 3 cajas, cada una con 2 bolas blancas, pero con diferente nimero de bolas negras: la primera tiene una,
la segunda tiene 2 y la tercera tiene 3. Cogemos una bola de cada caja. Calcula las probabilidades de que:

(A) Las 3 bolas sean blancas. (B) Las 3 bolas sean del mismo color.

(C) Alguna de las 3 bolas sea blanca. (D) Unade las 3 bolas es blanca.

Tres personas extraen sendas cartas de una baraja distinta. Halla la probabilidad de que:

(A) Las 3 cartas sean de oros. (B) Ninguna carta sea de oros.

(C) Unade las 3 cartas sea de oros. (D) Dos de las 3 cartas sean de oros.
(E) Alguna de las 3 cartas sea de oros.

La prueba “Cangur” de Matematicas es un examen tipo test con 5 alternativas por pregunta de las cuales solo una
es correcta. Un “estudiante” decide responder todas las preguntas al azar. Calcula la probabilidad de:

(A) Responder bien las primeras 2 preguntas y mal las 2 siguientes.

(B) Responder bien 2 de las 4 primeras preguntas.

(C) Responder bien a alguna de las 4 primeras preguntas.

En una casa viven 12 vecinos. Si conocemos a 3 de ellos pero no sabemos en qué pisos habitan, calcula
razonadamente la probabilidad de que, llamando a los timbres al azar, el primer vecino conocido se encuentre al
cuarto intento (cada timbre es seleccionado tan solo una vez).

A lanza dos monedas y B lanza un dado. A gana a B si obtiene dos caras y B no obtiene un 6. B gana a A si
obtiene un 6 y A no obtiene dos caras. En los demas casos, empatan. Calcula la probabilidad de que, en una
jugada de cada uno:

(A) AganeaB. (B) BganeaA. (C) Ay B empaten.

(D) Sial empatar juegan de nuevo, calcula la probabilidad de que A gane en la 3.2 jugada.

Tenemos dos urnas, la primera con 2 bolas blancas, 3 negras y 5 rojas y la segunda con 2 bolas blancas, 2 negras y
una roja. Cogemos una bola de cada urna. Probabilidad de que las dos bolas sean del mismo color.

Las matriculas de los coches de un pais tienen 4 cifras seguidas de 3 vocales. Elegimos una matricula al azar de
todas las posibles, halla:

(A) Laprobabilidad de que las 4 cifras sean iguales.

(B) La probabilidad de que las 3 vocales sean iguales.

(C) La probabilidad de que las 4 cifras sean iguales y las 3 vocales sean iguales.

Dos jugadores A y B tiran cada uno dos monedas. Ganara el que obtenga dos caras, siempre que el otro no las
obtenga también. Calcula razonadamente la probabilidad de que en una jugada:
(A) AganeaB. (B) Ay B empaten.

Tres jugadores de basquet A, B y C tienen la siguiente efectividad al lanzar a canasta: A un 60 %, Bun70 %y C
un 80 %. Cada uno de ellos lanza una vez a canasta. Calcula la probabilidad de que:
(A) A gane alos otros 2. (B) Alguno de los 3 gane a los otros 2. (C) Los tres empaten.
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Un jugador de baloncesto que tiene un porcentaje de acierto del 25 % tiene cuatro intentos para encestar un tiro
libre. Calcula la probabilidad que tiene de conseguirlo.

Supongamos que la probabilidad de que nazca un chico es la misma que lo haga una chica, y que los nacimientos
son independientes. Calcula las probabilidades de que:

(A) Una pareja tenga 2 chicos y después 2 chicas.

(B) ¢Qué es mas probable, tener dos hijos del mismo sexo o no tenerlos del mismo sexo?

Tenemos tres cajas, cada cuna con tres boles azules, pero en la primera hay también una bola roja, en la segunda
dos, y en la tercera tres bolas rojas. Elegimos al azar una bola de cada caja. Calcula la probabilidad de:

(A) Las tres bolas son azules.

(B) Alguna de les tres bolas es azul.

(C) Dos de les tres bolas son azules.

Un jugador de basquet tiene una efectividad del 80 % al tirar a canasta. Calcula la probabilidad de:
(A) Necesitar hacer 4 tiros pera conseguir la primera canasta.

(B) Conseguir 4 canastas en los primeros 6 tiros.

(C) Conseguir més de 2 canastas en los primeros 5 tiros.

(D) Conseguir alguna canasta en los primeros 4 tiros.

Tenemos un dado que tiene una cara de color rojo, dos de color azul y tres de color verde. Calcula las
probabilidades de:

(A) Obtener alguna cara roja en 3 lanzamientos.

(B) Obtener 2 caras azules en 5 lanzamientos.

(C) Obtener més de 2 caras azules en 5 lanzamientos.

(D) Obtener una cara de cada color en 3 lanzamientos.

Tenemos 10 trabajos repartidos en 30 carpetas (3 carpetas constituyen un trabajo). Tomamos al azar 3 carpetas.
(A) Calcula la probabilidad de no tomar ningln trabajo completo.

(B) Repite la pregunta anterior si tomamos al azar 4 carpetas.

(C) Repite la pregunta anterior si tomamos al azar 5 carpetas.

En una poblacién hay el doble de mujeres que hombres. El 25 % de mujeres y el 40 % de hombres son fumadores.
(A) Elegimos al azar una persona. Calcula la probabilidad de que sea fumadora.

(B) Elegimos una persona y resulta ser fumadora. Halla la probabilidad de que sea hombre.

(C) Calcula la probabilidad de elegir al azar un hombre no fumador.

El 25 % de los alumnos acude a clase en autobus y los restantes van caminando. Llega puntual a clase el 60 % de
los que usan autobus y el 90 % de los que van caminando.

(A) Calcula la probabilidad de que un alumno elegido al azar haya llegado puntual a clase.

(B) Siunalumno ha llegado puntual a clase, calcula la probabilidad que haya llegado caminando.

"Turrones La Piedra" dispone de 3 fabricas para elaborar sus productos, Fi, F, y F3, a razén de 100, 140 y 160

pastillas diarias respectivamente. Ademas, se sabe que de las cantidades producidas el 30 %, el 45 % y el 20 %,

respectivamente, se exportan. Si las pastillas se almacenan en un local antes de ser distribuidas al interior o al

exterior y tomamos una al azar, encuentra;

(A) La probabilidad de que sea una pastilla que sera exportada.

(B) En Disneylandia encontramos pastillas de turrén de esta marca y compramos una. ;Cual es la probabilidad
de que la pastilla se elaborara en la fabrica F,?

El 50 % de las operaciones bursatiles se realizan en Asia A, el 40 % en Norteamérica N y el 10 % en Europa E.
Actualmente se estima que en A el 1 % de las operaciones bursatiles tienen pérdidas mientras que en Nesel 2%y
en E el 8 %.

(A) Calcula la probabilidad de elegir una operacion bursatil con pérdidas y de la region A.

(B) Si una operacion tiene pérdidas, ¢cual es la probabilidad de que se efectuara en A?

(C) Siuna operacion tiene beneficio, ¢cudl es la probabilidad de que se efectuara en E?

En un juego se gana cuando al lanzar un dado se obtiene un 6. Un individuo lanza un dado, saca un 6 y gana.
Calcula la probabilidad de que haya hecho trampa. Sup6n que el 25 % de los jugadores son tramposos.
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Una compaiiia de seguros de automdviles clasifica los conductores en 3 clases: A (alto riesgo), B (riesgo medio) y
C (bajo riesgo). La clase A constituye el 30 % de los conductores que suscriben un seguro en dicha compafiia; la
probabilidad de que uno de esos conductores tenga algln accidente en un afio es 0.1. Los correspondientes datos
para la clase B son 50 % y 0.03 mientras que para la clase C son 20 % y 0.01. Un determinado cliente contrata una
poliza de seguros y tiene en el primer afio un accidente. Calcula las probabilidades de que este cliente pertenezca a
cada una de las clases A, By C.

De un grupo de estudiantes de bachillerato conocemos los siguientes datos: el 40 % ha aprobado la primera
evaluacion; de estos, el 80 % ha aprobado la segunda evaluacion; un 20 % no aprobd la primera pero si la
segunda. Calcula la probabilidad de que un alumno elegido al azar:

(A) Haya aprobado ambas evaluaciones.

(B) Haya aprobado la segunda evaluacion.

(C) Haya aprobado alguna de les dos evaluaciones.

(D) Siunalumno no aprobd la primera evaluacion, calcula la probabilidad de que hubiera aprobado la segunda.

En un bolsillo tenemos 3 monedas de un euro y 5 de dos euros. En el otro bolsillo tenemos 2 monedas de un euro
y 3 de medio euro. Elegimos un bolsillo al azar y sacamos una moneda que resulta ser de un euro. Calcula la
probabilidad de que el bolsillo elegido fuera el primero.

Tenemos 3 cajas, cada una con 2 bolas blancas, pero con diferente nimero de bolas negras: la primera tiene una,
la segunda 2 y la tercera tiene 3. Elegimos al azar una caja y cogemos una bola de ella.

(A) Calcula la probabilidad de que la bola elegida sea blanca.

(B) Silabola elegida es blanca, probabilidad de que proceda de la tercera caja.

Realizamos, a los electores de una ciudad, una encuesta sobre su intencion de voto en un referéndum. Obtenemos
que el 25 % piensa votar a favor, el 15 % piensa votar en contra 'y el 60 % piensa abstenerse. Sabemos que el 50 %
de los que se abstuvieron en la encuesta voto a favor en el referéndum, el 90 % de los que votaron a favor en la
encuesta repitieron voto en el referéndum y el 10 % de los que votaron en contra en la encuesta cambiaron su
voto.

(A) Elegimos al azar una persona; ¢cual es la probabilidad de que votara a favor el dia del referéndum?

(B) Si una persona voté a favor el dia del referéndum, calcula las probabilidades de haber dicho en la encuesta

que votaria a favor, en contra, y que se abstendria.

De todos los alumnos de un colegio, el 40 % es aficionado al futbol y al baloncesto, el 30 % solo al ftbol y el
20 % solo al baloncesto. Elegimos una alumno al azar:

(A) Probabilidad de que sea aficionado al fatbol.

(B) Probabilidad de que sea aficionado al baloncesto.

(C) Si es aficionado al baloncesto, probabilidad de que también lo sea al futbol.

(D) Probabilidad de que sea aficionado a alguno de los dos deportes.

(E) Sies aficionado a alguno de los dos deportes, probabilidad que lo sea de los dos.

Supongamos que la probabilidad de que un jurado seleccionado para el juicio de un caso criminal llegue al
veredicto correcto es 0.95. La policia estima que el 99 % de los individuos que llegan a juicio son realmente
culpables. Calcula la probabilidad de que un individuo sea realmente inocente, dado que el jurado ha dictaminado
gue es inocente.

Tenemos tres urnas con bolas blancas y negras en las siguientes cantidades: U, tiene 4 blancas y 6 negras, U, tiene

5 blancas y 5 negras y Us 6 blancas y 4 negras.

(A) Elegimos una urna al azar y extraemos una bola. Calcula la probabilidad de que sea blanca si sabemos que la
urna U, tiene el doble de posibilidades de ser elegida que las otras dos.

(B) Si labola extraida es blanca, calcula las probabilidades de que sea de la urna Uy, de la U,, y de la Us.

Una persona tiene en una caja 10 dados con las caras pintadas de color rojo o negro. Dos de ellos tienen 5 caras
rojas y una negra, otros 3 dados tienen 4 caras rojas y 2 negras y los restantes tienen 3 caras rojas y 3 negras. La
persona extrae y lanza al azar un dado de la caja.

(A) Calcula la probabilidad de que obtenga una cara de color roja.

(B) Si obtiene una cara de color roja, calcula la probabilidad de que el dado sea de los que tienen 3 caras rojas.



Soluciones de las actividades del capitulo 5

1. (A)1/3. (B)1/3. (C)4/7. 2. (A)1. (B)3/5. (C)12/17. 3. 1/13. 4. 1/4;1/3; 1/2; 1/12. 5. 1/13;12/13.
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. . . 1 4 10 1
independientes. También P(C/F) = 3/12 =0.25=10/40 =P(C). 9. (A)P(RNC)= — =P(R)-P(C) = ——=—
p (C/F) (©)- 9. (A)PRNC)= - =PR)P(C) = -7 =

1 4 12 3 12 10 3
B) PRNF)= — #P(R)-P(F)= ——=—_. (C)P(FNC)= — =P(F)-P(C)= ——=— 10. (A)P(ANB
(B) P( )40 (R)-P(F) 20 20 100()( )40 ()()4040 20 (A) P(ANB)
11 1 . 1 11 1
=0=P(A)-P(B)= ===== — Ay Bdependientes. (B) P(ANC)= = =P(A)-P(C)= ===== — AyCson
22 4 6 23 6
2 1 11 1 .
independientes (C) P(BﬂC)— —==#P(B)-P(C) = > §=E — By C dependientes.
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Soluciones de los problemas del capitulo 5

113,12, 2. (A) % (®) % 3.1/2. 4. 87/119. 5. % 6. (A)5/7. (B)5/6. (C)2/3. (D) 1/2. (E)7/8.

(F) 5/8. (G) No, porque P(E/M) =5/7#0.6 =P(E). 7. (A) No, porque P(TN 1) =0.3=P(T)-P(l)=0.7 - 0.3.

(B) 0.4. (C)0.1. (D) 3/7. 8. (A)P(A) = 1%70 P(B) = (B) L.(© Tll (D) %. (E)%. 9. (A)0.7. (B) %

(©) 1. (D) % (E)0.9. (F)0. (G) g. (H) 1. 10.(A)0.3. (B)0.8. (C)0.2. (D)0.7. 11. (A)P(A)=0.5yP(B)=

0.375. (B) 0.575. (C) 0.68. 12 (A)0.12. (B)0.88. (C)0.46. 13. P(A) = %;(A) P(AJA,) = % <P(A).

(B) P(A/Ag)zg >P(A). (C) P(A/Ay) = g =P(A). 14. (A)0.12. (B)0.08. 15. (A)0.078. (B) 0.073.

16. (A) 7/45. (B) 0.128. 17. (A) 8/60. (B) 14/60. (C) 54/60. (D) 22/60. 18. (A) 1/64. (B) 27/64. (C) 27/64.
(D) 9/64. (E) 37/64. 19. (A) 0.0256. (B) 0.1536. (C) 0.5904. 20. 7/55. 21. (A)5/24. (B) 1/8. (C) 2/3.

(D) 5/54. 22. 3/10. 23. (A) 1/1000. (B) 1/25. (C) 1/25000 24. (A) 3/16. (B) 10/16. 25. (A)0.036. (B) 0.188.

(C) 0.36. 26, % 27. (A) % (B) Iguales. 28. (A) 27/120. (B) 19/20. (C) 54/120. 29. (A) 0.0064.

(B) 0.24576. (C) 0.94208. (D) 0.9984. 30. (A) 0.4213. (B) 0.3292. (C) 0.2099. (D) % a1 (A) 28 (@) 2%
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