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Matematicas para bachillerato

Matemadticas para bachillerato es el resultado de mucha ilusién, trabajo, tiempo y gran experiencia
docente. Contiene todos los conocimientos matemdticos necesarios para comenzar los estudios de
Grado de cualquier Universidad.

Este proyecto conforma los libros de matemdticas de primero y segundo de bachillerato de las
modalidades de Ciencias y Tecnologia y de Ciencias Sociales, segln el curriculum que actualmente se
estudia en el estado espafiol, y estdn distribuidos en 3 volimenes por curso:

Primer curo Segundo curo
Algebra y Geometria Algebra lineal y Geometria
Modalidad de : . : ..
. . . Funciones Calculo diferencial e integral
Ciencias y Tecnologia
Estadistica Calculo de probabilidades
Algebra Algebra lineal
N[,Oda,hdad d.e Funciones Calculo diferencial e integral
Ciencias Sociales — _ — - ,
Caélculo de probabilidades y Estadistica | Calculo de probabilidades e Inferencia estadistica

Contenido de Matemadticas para bachillerato

Todo el curriculum de los bachilleratos del estado espafiol.

Mds de 1500 ejemplos resueltos de los epigrafes importantes.

Mds de 8000 problemas entre actividades y ejercicios propuestos.

Totas las actividades y ejercicios propuestos tienen la solucién al final del capitulo correspondiente.

Estructura y concepcion del libro Matematicas para bachillerato

Cada pareja de pdginas consecutivas (8 y 9, 10 y 11..) se conciben como una porcién cerrada del capitulo; ningtn
concepto quedard tratado a medias en ellas, y contiene ejemplos resueltos y actividades para resolver.

Nunca hay texto vertical paralelo. Siempre se lee de arriba hacia abajo, sin distracciones.

Para facilitar el estudio distinguimos con formas y colores:
. Definiciones: Siempre con recuadros de color verde, sin relleno.

. Propiedades y teoremas: Siempre con recuadros rellenos de color verde. Cuando hemos considerado conveniente
incluir la demostracién de una propiedad lo hacemos fuera del recuadro, resaltada por la izquierda con una barra
vertical de color verde.

. Ejemplos resueltos: Lo mds abundante en el libro; resueltos con detalle, para que el alumno aprenda de ellos. Muchos
son aplicaciones a otras ciencias, como la Fisica, Biologia, Economia, Topografia, por citar las mds aplicadas. Estdn
resaltados por la izquierda con una barra amarilla y numerados por capitulo.

. Actividades propuestas: Al menos al finalizar cada pareja de pdginas (10 y 11, 12 y 13...) incluimos un recuadro, relleno
de color naranja, con actividades numeradas por capitulo y relacionadas con la teoria explicada en esas pdginas y con
los ejemplos resueltos en ellas.

. Problemas de recapitulacion: Ademds, al finalizar cada capitulo incluimos una amplia coleccién de problemas
propuestos para acabar de reafirmar los conceptos del capitulo.
. Soluciones: Cada capitulo termina con las soluciones de totas las actividades y problemas propuestos en él.

Es un proceso de asimilacién de los elementos conceptuales nhecesarios para interpretar, enunciar y resolver los
problemas que plantea el estudio de los fenémenos propios de las diversas ciencias. El conocimiento matemdtico se organiza
en forma de sistema deductivo, de modo que definiciones, postulados, propiedades, teoremas y métodos se articulan
I6gicamente para dar validez a las intuiciones y técnicas matemdticas. Todo este proceso culmina en ejemplos y problemas.

El lenguaje formal se introduce lentamente, pero resulta imprescindible para no perder la linea conductora de la solucién
del problema. Incluimos demostraciones de algunas propiedades siempre que sean adecuadas al nhivel aunque no sean
necesarias para el desarrollo del texto.
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Capitulo 2

Razones trigonométricas
de cualquier angulo

Definicion general de las razones trigonométricas

e  Extension de la definicion de las razones trigonométricas

e  Razones trigonométricas de 0°, 90°, 180° y 270°

e  Otras razones trigonométricas: secante, cosecante y cotangente

Signo de las razones trigonométricas

Propiedades de las razones trigonométricas
Lineas trigonométricas

Relaciones trigonométricas de distintos angulos
Razones trigonométricas de angulos complementarios
Razones trigonométricas de angulos suplementarios
Razones trigonométricas de angulos que difieren en 180°
Razones trigonométricas de angulos opuestos
Razones trigonométricas de angulos que difieren en 90°
Razones trigonométricas de angulos equivalentes

Resolucion de triangulos cualesquiera
e  El teorema del seno
e El teorema del coseno

Razones trigonométricas de la suma y diferencia de dos angulos
Razones trigonométricas del angulo doble y del angulo mitad
Suma y diferencia de senos y cosenos

La proporcion cordobesa




2.1 Definicion general de las razones trigonometricas

La extensién de las razones trigonométricas a cualquier angulo (no solo a los agudos) permite trabajar
con cualquier tipo de tridngulo y posibilita ampliar el campo de aplicaciones.

Consideramos el plano con sus ejes de coordenadas cartesianas y origen O. Consideramos ademas una
circunferencia de radio r centrada en el origen.

Cada angulo con vértice en O tendra su arco correspondiente (de igual medida) en dicha circunferencia.

Tomamos un arco, de medida a, con extremo inicial en el punto A(r, 0), y extremo final en el punto
B(x, y). Si B estd en el primer cuadrante redefinimos las razones trigonométricas cona=r,b=x,c =y:

long. cateto opuesto C Y
seno = - =— ==
long. hipotenusa ~ a r *
a=r o
oSO = long. cateto contiguo _ E _X €=
long. hipotenusa a r O| b=x JA
too, = 1ONg-catetoopuesto _ ¢ _ Y
& long.catetocontiguo b  x

» Extension de la definicion de las razones trigonométricas

Dado un arco, de medida a, con extremo inicial en el origen de angulos, punto A(r, 0), y
extremo final en el punto B(x, y) (un punto cualquiera de la circunferencia), definimos:

ordenada de B Yy ; =

e seno= - ==
radio r i \

abscisade B X :

e COSOO= ————— = — %
radio r
ordenada de B

e tgo= - =X,parax¢0

abscisa de B X

La nueva definicion de las razones trigonométricas es independiente de la circunferencia elegida:
"Si tomamos dos circunferencias de radios ry r', los arcos AB y A'B' correspondientes al mismo angulo
central o, proporcionan tridngulos semejantes. El teorema de Tales da la independencia.”

B
'
y r R y_‘ = seno
r r
x O X x'
— = — = cosa
r r'
B‘ 1
, r l = L :tga
y X x'




> Razones trigonométricas de 0°, 90°, 180° y 270°

Angulo a
Razon

Seno

Coseno

Tangente No existe

Si a=0° > B=Ar0 - sen0°:%:0 y cosO°—£:1
Si a=90° — B=C(0,r) — sen90° = % =1 y  €0s90°= % =0
Si «=180° — B=D(-r,0) —> sen180°= % =0 y coslg°= _Tr =1
Si a=270° —> B=E(@,-r) — sen270°= _Tr =-1 'y c0s270°= g =0
Comotga = % siempre que x = 0, tenemos:
tgQ° = % =0 tg180° = _% =0 tg90° = % no existe tg270° = %r no existe

> Otras razones trigonométricas: secante, cosecante y cotangente

Bajo las mismas condiciones que las definiciones anteriores, existen otras razones trigonométricas:

Dado un arco, de medida o, con extremo inicial en el origen de angulos, punto A(r, 0), y
extremo final en el punto B(x, y) (un punto cualquiera de la circunferencia), definimos

abscisa de B

X
e Cotangente de a: cotgo = =2 B
8 . ordenada de By ===
radio g "
e Secante de a: seco= ——— = r |
abscisade B x p
radio
o Cosecante de a:  coseco, = =r
ordenada de B y

(Definiciones validas solo si los denominadores no son nulos.)

1  Comprueba, a partir de sus definiciones, las siguientes relaciones entre razones trigonométricas:

(C) coseca =
cosa sena

(A) cotga= L1 (B) seca=
ga

2 Halla las nuevas razones trigonométricas de 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180° y 270°.



2.2 Signo de las razones trigonométricas

La nueva definicion de las razones trigonométricas, a partir de los valores de las coordenadas x e y del

extremo B del arco, proporciona el signo de dichas razones trigonométricas.

il
N

B(x, )

y

N
NI

A"

y

AV
N

B(x,y)

Angulos 1. cuadrante:

Angulos 2.° cuadrante:

Angulos 3. cuadrante:

Angulos 4.° cuadrante:

x>0 y>0 x<0 y>0 x<0 y<0 x<0 y>0
seno >0 seno >0 sena <0 seno <0
coso, >0 cosa <0 cosa <0 coso. >0
tga>0 tga <0 tga>0 tga <0
Ejemplo 1
|

En unos ejes coordenados dibujamos una semicircunferencia de radio r = 5, y sobre ella situamos algunos puntos,
A(5, 0), B(4, 3) y C(-4, 3). Calculamos las razones trigonométricas de los arcos AB y AC, de medidas que

llamamos a y B respectivamente.

P AN
B
TS
o
JHER A EIR
a A
(@]
Ordenada de B 3 Abscisa de B 4 Ordenada de B 3
senot = ——— = — cosQL= ——— = — tgo= —X— = —
Radio 5 Radio 5 Abscisa de B 4
Radio 5 Radio 5 Abscisa de B 4
cosecoL= ————— = — seco= —mM— = — cotgoL = ————— = —
Ordenada de B 3 Abscisa de B 4 Ordenada de B 3
_ OrdenadadeC _ 3 _ AbscisadeC 4 _ OrdenadadeC 3
senp= o =2 cosp= oY tgp= e~ 2
Radio 5 Radio 5 Abscisa de C 4
Radio 5 Radio 5 Abscisa de C 4
cosecf= ——— = — secf= ——— =—— cotgf= —— =——
Ordenadade C 3 Abscisa de C 4 Ordenada de C 3

3 En una circunferencia de radio r = 10 situa los puntos de coordenadas A(10, 0), B(8, 6) y C(-8, 6). Calcula las
razones trigonométricas de los arcos AB y AC. Compara los resultados con los del ejemplo 1.

4 En la misma circunferencia, situa los puntos A(10, 0), B(6, 8), C(-6, 8), D(-6, —8) y E(6, —8). Calcula las
razones trigonométricas de los arcos AB, AC, AD y AE.



2.3 Propiedades de las razones trigonomeétricas

(1) Elsenoy el coseno de cualquier angulo son siempre nimeros entre —1 y 1:
—1<sena<1 y -1<cosa<l
(2) Relacion fundamental: sen’o + cos’a =1
. sena cosa
(3) Otras relaciones: (A) tga=—— (B) cotga =
cosa sena
©) 1+ tgza = sec’a D) 1+ cotgza = cosec’a
Consideramos, por ejemplo, el &ngulo o del segundo cuadrante de la figura siguiente.
(1) Por el teorema de Pitagoras se verifica:
z B(x,Y)
<P o5 =<1 o -1<Z —sena<l a
X2 + y2 - r.2 — T r y r A
2
V<2 o5 <1 5 -1 =cosa<l QJ
- r
2 2 2, \2 2
X r
3] sena + cos?o = [—j + [Xj = # === 1
r r r r
@) (A) tga= Y = YT - sena (B) cotga = 2 = X/r _ cosa
X x/r cosa y ylr sena

(C) y (D) se obtienen dividiendo la expresién (2) por cos’c. y seno. respectivamente. Veamos solo (C):

2 2
seno. . cos®a 1
sena +cosa=1 — — = —— —  tg’a+1=sec’a
cos’a  cos’a.  cos?a

Ejemplo 2
|
Si sabemos que tgo = -3, siendo o un angulo del cuarto cuadrante, ;cual es el valor de cosa y de sena.?

Como tg’a+1=sec’a — (-3)P*+1=secda — seca= i\/ﬁ

1 1
Como seco. = —— - cosa = T—
cosa J10
. , 1 10
Y como el coseno es positivo en los angulos del cuarto cuadrante: cosa=+—— = +F .
10
2
. 2 2 2 1 2 1 9 9
Ademas: sen“otcos‘a=1 — sena+|—| =1 —> sen'a=1- —=— — sena==,[—
V10 10 10 10
3 _ 3J10

Y puesto que el seno es negativo en el cuarto cuadrante seno. = —— = —

J10 10

5 Sia es un angulo del segundo cuadrante, y tga = —5, halla las restantes razones trigonométricas de o.
6 Si a es un angulo del tercer cuadrante, y cosa = —0.4, halla las restantes razones trigonométricas de o.

7 Sia es un angulo del segundo cuadrante, y sena = 0.2, halla las restantes razones trigonométricas de o..



2.4 Lineas trigonomeétricas

Las razones trigonométricas de cualquier angulo tienen una cémoda representacién grafica en la
circunferencia de radio unidad, r = 1, llamada circunferencia trigopnométrica.

Si A(, 0) y B(x, y) son los extremos inicial y final de un arco de medida o sobre la circunferencia
trigonométrica, tenemos que:

Las coordenadas x e y del punto B coinciden con los valores del coseno y del seno respectivamente.

T
B(X,Y) B
tga
y \sena 1
y
o A -
O | x = cosa ol x A A

Por otra parte, como los tridngulos OA'B y OAT de la segunda figura son semejantes, sus lados son
proporcionales, y podemos expresar:

tfgao===—=—=AT —> tga=AT

Asi pues, en una circunferencia trigonométrica, las lineas OA', A'B y AT cuyas longitudes representan
los valores del seno, coseno y tangente de un angulo del primer cuadrante respectivamente, son Illamadas
lineas trigonométricas seno, coseno y tangente.

A continuacién representamos las lineas trigonométricas para angulos de los cuatro cuadrantes. Hay que
tener en cuenta que la situacion de las lineas nos indica el signo de la razén que representan; las lineas
verticales por debajo del eje OX o las horizontales a la izquierda del eje OY representan razones
trigonométricas con signo negativo (dibujadas en colores claros).

/ g \ P
a o Vit fga
o senc seye \ COS oL ¢ & COS O
" cos o cosar |~ sen ol /3\ C\ ]
s /e sen o

N tga
\\

Angulo 1.” cuadrante Angulo 2.° cuadrante Angulo 3.” cuadrante Angulo 4.° cuadrante

8 ¢Por qué representamos las lineas trigonométricas de la tangente de angulos del segundo y tercer cuadrante en
los cuadrantes cuarto y primero respectivamente?

9 Expresa graficamente las lineas trigonométricas de las razones trigonomeétricas secante y cosecante en cada uno
de los cuadrantes.



Ejemplo 3
I
Con ayuda de la circunferencia trigonométrica, dibujamos los siguientes angulos:
(A) Un angulo del segundo cuadrante cuyo seno valga 0.75.
(B) Un angulo del tercer cuadrante cuyo coseno valga —0.5.
(C) Unangulo del primer cuadrante cuya tangente valga 2.

Representamos las lineas trigonométricas correspondientes:

r=1

Ejemplo 4
I

Conocidas las razones trigonométricas de 30°, hallamos las de los angulos 150°, 210° y 330° utilizando la
representacion grafica de sus lineas trigonométricas. Representamos solo las correspondientes al seno y coseno de
los cuatro angulos, y por simetrias vemos que las correspondientes a los senos tienen la misma longitud, al igual
que con los cosenos. Solo difieren en el signo, segin el cuadrante.

A
30° 150° 210° 330°
1 1 1 1 150° 30°
seno 2 2 2 | "2
coseno @ - é - @ é
210° 330°

tangente @ - ﬁ ﬁ - @

3 3 3 3

10 Utiliza una circunferencia trigonométrica para dibujar los dos angulos menores de 360° con las siguientes
propiedades:

(A) El coseno de dichos &ngulos vale 0.3. (E) Latangente de dichos angulos vale 0.3.
(B) El coseno de dichos &ngulos vale —0.3. (F) Latangente de dichos &ngulos vale —0.3.
(C) El seno de dichos angulos vale 0.3. (G) Latangente de dichos angulos vale —2.

(D) El seno de dichos éangulos vale —0.3.
11  ¢Coémo podrias dibujar un éngulo del primer cuadrante cuya tangente valga 100?

12 Construye tablas, como la del ejemplo anterior, que contengan los valores de las razones trigopnométricas de
los siguientes grupos de angulos (obtenidas por simetria a partir de las del primer angulo enunciado):

(A) 45°,135°, 225°y 315°. (B) 60°,120° 240°y 300°.



2.5 Relaciones trigonométricas de distintos angulos

En el ejemplo 4 hemos obtenido las razones trigonométricas de 150°, 210° y 330° a partir de las de 30°
sin mas que comparar sus lineas trigonométricas. Procediendo de igual modo obtendremos estas y otras
relaciones de modo general relacionandolas, principalmente por comodidad con angulos del 1.* cuadrante.

(A) Razones trigonométricas de angulos complementarios

Dos angulos o y  son complementarios si suman 90° es decir, si o + 3 = 90° o0 equivalentemente
B =90° — a.. Tenemos las siguientes relaciones entre sus razones trigonométricas:

sen(90° — o) = cosa f 7
c0s(90° — a) =sena
tg(90° — a) = cotga, \ r=1

Recuerda el valor de las razones trigonométricas de 30° y 60° y comprueba la propiedad de los complementarios:

sen60° = cos30° = V3 sen30°= cos60°= = tg60°= 43 = = = 2 = 1 = cogaoe
2 2 J3 B3 tg30°

(B) Razones trigonométricas de angulos suplementarios

Dos angulos a y B son suplementarios si suman 180°, es decir, si a + B = 180°, o equivalentemente
B =180°-a.
Observa en la siguiente circunferencia trigonométrica los tamarfios y signos de las lineas trigonométricas

sen(180° — o) = sena LRSS "
c0s(180° — o) =—cosa
tg(180° — o) =—-tga 1“1
Ejemplo 5
]
¢Qué angulos entre 0° y 360° tienen por seno el valor 0.6?
El seno es positivo en los angulos del primer y segundo cuadrantes. 7] f ________
La calculadora proporciona el del primer cuadrante o = 36.87°. o B 0

Pero el del segundo cuadrante no lo proporciona.
Si lo llamamos [, sabemos que debe ser suplementario de a.:

a+B=180° — PB=180°-o
Ysi 0=36.87 — PB=143.13°




(C) Razones trigonomeétricas de angulos que difieren en 180°

Consideramos dos angulos a. y 3 que difieren en 180°: B — o = 180°, es decir, f = 180° + .

sen(180° + o) =—sena
cos(180° + a) =— cos a

tg(180° + o) = tg o -
180° + ot

Los angulos 40° y 220° se diferencian en 180°, pues 220°—40°=180° — 220°=180° + 40°
L Entonces: sen220° = — sen40° €0s220° = — cos40° tg220° = tg40°

Ejemplo 6
I
¢Qué angulos entre 0° y 360° tienen por coseno el valor —0.5?

El coseno es negativo en los angulos del segundo y tercer cuadrantes.
Sabemos que cos 60° = 0.5, y el coseno del suplementario de 60° sera 120° 60°

del mismo valor pero negativo:
o =180°-60°=120° y co0s120°=-0.5 B .

Lo mismo ocurre con el angulo que difiere de 60° en 180°: -0.5 /] 05 1
B =180°+60°=240° y co0s(240°) =-0.5 \

Los &ngulos buscados son: 2400 = —120°

o =120° y B =240°

(D) Razones trigopnométricas de angulos opuestos

Consideramos dos angulos a. y 3 opuestos, es decir, B = — a. Tenemos:

sen(—oa) = —sena a r=1 / >|\a
cos(—a) = cosa > —
tg(—a) = - tga ‘“\%J

13 Halla todos los angulos a entre 0° y 360° que verifiquen:

(A) sena=0.5 (B) sena=-0.5 (C) sena=0 (D) sena =-1
(E) cosa=0.5 (F) cosa=-0.5 (G) tga=0 (H) cotga=-1
D tga=0.5 J) tga=-05 K) tga=1 L) tga=-1

M) sena=0.2 (N) cosa=-0.8 N) tga=3 (O) cotga=-3



(E) Razones trigonométricas de angulos que difieren en 90°

Consideramos dos angulos a. y 3 que difieren en 90° B — o = 90°, es decir, = 90° + a.

90° +
sen(90° + o) = cosa /R o
c0s(90° + o) = —sena.
tg(90° + o) = —cotga k r=1

L Los angulos 40°y 130° se diferencian en 90°, pues 130°—40°=90° — 130°=90° + 40°

Entonces: sen 130° = cos40° co0s130° = — sen40° tg130° = —cotg40°

(F) Razones trigonométricas de angulos equivalentes

Ya vimos que B es un &angulo equivalente a o si difiere de él en cualquier nimero exacto de vueltas

completas:
B-—a=k-360° (keselnumerodevueltas) < B=a+k-360°

Es inmediato que se verifica:

Dos angulos equivalentes tienen las mismas razones trigonométricas:

sen(a + k - 360°) =sena cos(a + k - 360°) = cosa tg(a + k- 360°) =tga

Las razones trigonométricas de los angulos 390° y 1830° son idénticas pues son angulos equivalentes a 30°:

390° = 30° + 360° —  s5en390° = sen30° €0s390° = cos 30° tg390° = tg 30°
1830°=30°+5-360° —  sen1830° =sen30° €0s1830° = cos 30° tg1830° = tg30°
Ejemplo 7
|

¢Qué angulos entre 0° y 360° tienen por seno el valor —0.6?

El seno es negativo en angulos del tercer y cuarto cuadrantes.
La calculadora nos proporciona el angulo negativo o = —36.87,

(veremos en su dia por qué nos da este angulo negativo). f
P

Este &ngulo es equivalente al &ngulo positivo: ol
B=360°+a=360°-36.87°=323.13> | __\S____

El &ngulo del tercer cuadrante lo obtenemos por simetria:
B’ =180° + 36.87° = 216.87°

14  Calcula el seno, el coseno y la tangente de 165° y de 255° sabiendo que sen75° = 0.966.

15 Calcula todos los angulos entre 0° y 720° que verifican la ecuacion seno = —0.5.



Ejemplo 8
|
e ;Cuadles son todos los angulos cuyo seno vale 0.75?

La calculadora nos proporciona el angulo o =~ 48.6°, pero también es solucién, como vemos en la primera
figura, el suplementario de a: = 180° — o =~ 180° — 48.6° = 131.4°.

Cualquier angulo equivalente a los anteriores (sumando vueltas) es también solucién. A continuacién tenemos
la solucidn general, y en la tabla unos cuantos angulos obtenidos dando valores al nimero de vueltas k.

{48.6° + k - 360°, B = 131.4° + k - 360°, con keZ}

k -2 -1 0 1 2
a —588.6°| —228.6°| 48.6° | 408.6° [ 768.6°
B .o | -671.4°1-311.4°|131.4°|491.4°| 851.4°

e ;Cuéles son todos los angulos que verifican cosa = 0.75?

La calculadora nos proporciona el &ngulo o =~ 41.4°, y, como vemos en la segunda figura, también es solucién
el angulo = 360° — a0 = 360° — 41.4° = 318.6°. La solucién general es:

{41.4° + k - 360°, B = 318.6° + k - 360°, con keZ}

e (Cuales son los 2 4ngulos mas proximos a 2005° que verifican la ecuacién tg”a = 1?
tg’=1 < tga=1 o tga=-1

La calculadora nos proporciona el &ngulo 45° para la primera ecuacion, y —45° para la segunda; no obstante,
tenemos 2 angulos validos para cada ecuacion en la primera vuelta, como vemos en la tercera figura:

450 1350 225°  31%°
La solucion general es:

{45° + k - 360°, 135° + Kk - 360°, 225° + k - 360°, 315° + k - 360°, con keZ}

Como 2005° = 205° + 5 - 360°, es un &ngulo de la 5% vuelta (k = 5). Las soluciones de la ecuacion tg?a = 1
que sean de la 52 vuelta son:

45° +5 - 360° = 1845° 135° + 5 - 360° = 1935°
Y de ellas, las més proximas a 2005° son 1935° y 2025°.

225° + 5 - 360° = 2025° 315°+ 5 - 360° = 2115°

0.75 g/ |o.75

0.75

16  Obtén todos los &ngulos que son solucion de las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) sena=0.25 (B) cosa=-0.8 (C) tga=5
(E) sen10a =0.25 (F) cos10a =-0.8 (G) tgl0a =5

17  Calcula los angulos entre 1000° y 2000° que son solucién de las ecuaciones:
(A) sena = 3cos (B) sen’a = 3cos’a

(D) tga=-10
(H) tg10a =-10



2.6 Resolucion de triangulos cualquiera

A continuacion estudiamos dos teoremas, teorema del seno y teorema del coseno, que nos permitira
resolver problemas planteados con la ayuda de tridngulos no rectangulos. Conocidos tres datos, entre lados y
angulos, salvo el caso en que conozcamos los tres angulos, obtendremos los restantes lados y angulos.

» Teorema del seno

Las longitudes a, b y ¢ de los lados de cualquier tridangulo son
proporcionales a los senos de sus dangulos opuestos o, By ¥:

a b ¢
seno  senp  seny .

Demostremos la primera igualdad. Trazamos la altura h relativa al lado
de medida ¢ que puede ser interior o exterior al triangulo:

. . . h
En el tridngulo rectangulo amarillo: sena = b — h=bsena

- . . h
En el tridangulo rectangulo violeta: senf= — — h=asenf
a

Por igualacion: bsena = asenf} —

» Teorema del coseno

Si llamamos a, b y ¢ a las longitudes de los lados de cualquier tridngulo y a, B y y a las medidas
de sus angulos opuestos, se verifica:

aZ=b’+ ¢? - 2be coso.

b*=a’+ ¢* — 2ac cosB

¢?=a’+ b’ - 2ab cosy ¢

Demostremos la primera igualdad. Llamamos h a la longitud de la altura del triangulo de la figura. Esta altura
divide nuestro tridngulo en dos tridngulos rectangulos con bases de longitudes x y ¢ — x.

El teorema de Pitagoras permite expresar:

En el tridngulo violeta:  a’=h*+(c—x)* (1) o
En el tridngulo amarillo:  b*=h* + x* ) ) o
X
Despejamos h” en (2): h?=b* - x*
Sustituimos en (1): a’=b"— xX*+(c-x)’ - a=b-x*+c’2ex+x
Obtenemos a’=b>+c¢? - 2cx 3)

. . . X
Pero en el triangulo amarillo se verifica: cosa = 5 — Xx=bcosa

Y sustituyendo la expresion anterior en (3): a> = b’ + ¢* — 2bc coso.



Ejemplo 9
|
(Cudles son las medidas de los lados y 4ngulos desconocidos del tridngulo del dibujo?

Las longitudes 8 y 10 son proporcionales a los senos de sus dngulos opuestos:

8 10 10 - sin50°
= — —  seno= ———
sen50° sena

~ 0.957

La calculadora da un angulo del primer cuadrante, pero también es valido

el suplementario: o = 73.25°y 180° — oo = 106.75°.

Las dos posibles soluciones de sena = 0.957 proporcionan soluciones distintas:
(A) Si a=7325 — y=180°-50°-73.25° -  v=156.75°
c _ 8 _ 8-5en56.75°

- cC - ¢=8.73
seny  senb5Q° sen 50°

B) Si a=106.75° —  y=180°-50°-106.75° —» y=23.25°

3 0
c 8 _ 8-sen23.25 c~4.12

—_— = - ¢
seny  sen50° sen 50°

Ejemplo 10
.
¢ Cudles son las medidas de los angulos desconocidos del triangulo siguiente?

8,/ & NX

60° B
10
Cuando conocemos dos lados y el &ngulo que constituyen, el teorema del coseno permite calcular el otro lado:

x2=10°+82-2.10-8¢c0s60° — x2=84 > x=+84

Conocidos ya los 3 lados, solo podemos obtener una solucion valida para los &ngulos. También con el teorema del
coseno (si bien ahora podriamos utilizar el teorema del seno), obtenemos:

2
10°=8+ (84 | ~2-8- VB4 cosa > cosa= 0 ~03273 > a=70.8%

16484

y como o+pB+60°=180° —» P=180°-60°-70.89 = P=49.1°

18 Calcula las restantes medidas de los lados y &ngulos de un triangulo con a = 15, o = 30° y 3 = 80°.

19 Calcula los restantes lados y &ngulos de un triangulo habitual con
(A) a=30m,b=20m,y=60° (B) b=50m, c=30m, a=50°.

20 Comprueba si un tridngulo puede tener las siguientes medidas: a =45 m, b =30 m, a = 40°, 3 = 70°.



Ejemplo 11
|
Un rio tiene las dos orillas paralelas. Desde dos puntos A y B de una orilla, distantes entre si 100 metros,

observamos un punto C de la orilla opuesta con visuales que forman, con la direccion que determinan Ay B, unos
angulos de 70° y 30° respectivamente. ¢ Cual es la anchura del rio? (Distancia a un punto inaccesible.)

C C C
L X/ | L x/ 80
70° 30° A 70° 30°
A P B A P A 100 B

Resolvimos este ejercicio (ejemplo 13, capitulo 1) con un sistema de ecuaciones; ahora con el teorema del seno.

En primer lugar hallamos la longitud x del triangulo ABC con el teorema del seno:

0o
x _ 100 N 100sen30° _ 50.77
sen30° sen80° sen 80°
En el triangulo rectdngulo APC hallamos la longitud pedida:
0 (o]
sen 700 = long. cato:eto opuesto _ E o L=x.sen700= 100sen 30°sen 70 ~ 47 70 metros
long. hipotenusa X sen80°

Ejemplo 12
E—

Dos barcos A y B salen de un puerto al mismo tiempo, con trayectorias rectilineas formando un angulo de 120°.
La velocidad de A es de 10 km/hy la de B 15 km/h.

(A) ¢Qué distancia los separara después de 4 horas?  (B) ¢Cuando se encontraran a 100 km de distancia?

X 100 km

40 km 10t

(o}
120 120°

60 km 15t "

(A) En4horasrecorren 4 - 10=40km y 4 - 15 =60 km respectivamente. Por el teorema del coseno:
X*=40°+60*-2-40 - 60 cos120° — x*=7600 — x=87.18km
(B) Llamamos t al tiempo que tardaran en distar 100 km. Los barcos habran recorrido 10t y 15t km:

(100)? = (10t )* + (15t )*— 2 - 10t - 15t cos120° — 10000 = 100t* + 225t* + 150t

475t =10000 — t?= """ t=~459horas

21  Desde un helicoptero a 3000 m de altitud observamos el pico de una montana, de 1500 m de altitud, con un
angulo, respecto de la horizontal, de 30°. Si nos desplazaramos en direccion al pico durante 2 minutos (sin
variar nuestra altitud ni velocidad) lo veriamos con un angulo, también respecto de la horizontal, de 60°. Halla
la velocidad del helicoptero y el tiempo que tardariamos en sobrevolar el pico.



Ejemplo 13

|
Un barco navega paralelamente a la orilla rectilinea de una playa donde disponemos de dos observatorios A y B
separados entre si 10 km. En un momento dado, la visual dirigida al barco desde A forma un angulo de 60° con la
orilla (recta AB) y desde B un angulo de 50°. Transcurridos 10 minutos, la visual desde A forma un angulo de 45°.
Calculamos la distancia recorrida por el barco en esos 10 minutos.

& . P

70°

60° .
45 50° A8 50\

Llamamos P a la posicion inicial del barco. En el triangulo ABP aplicamos el teorema del seno:

x _ 10 X:105en50°

- — x=8.15km (distancia inicial de A al barco)
sen50°  sen70° sen70°

Llamamos Q a la posicién final del barco. En el triangulo APQ aplicamos el teorema del seno:

y X X senl120°

= - y=——" > y=998km (distancia final de A al barco)
sen120°  sen45° sen 45°
(0]
También en el tridngulo APQ: L __X - L= X senls? — L >~298km
senl15°  sen45° sen 45°

Ejemplo 14

|
Dos ciudades A y B se encuentran a igual altitud a una distancia de 5 km, pero la carretera rectilinea que las une
asciende en primer lugar con una inclinacién de 9° para descender posteriormente con una inclinacién de 6°.
Hallamos la distancia entre las ciudades.

En el triangulo de la figura conocemos los tres angulos y ademas que x +y = 5. Para calcular x 0 y planteamos un
sistema de ecuaciones con ayuda del teorema del seno:

X+y=5
X sen9°

X = =
y Y sen 6°

sen 6° sen 9o

Sustituimos la expresion de y en la primera ecuacion:

[0] 0
x+ﬂ:5 —  Xsen6°+xsen9°=5sen6® — x:ﬂ
sen 6° sen 6° + sen 9°
0 0 (0]
De este modo D es D =_X - D= X sen165 = 5 sen6 sen165 ~ 4,958 km
sen165°  sen6° sen 6° sen6° +sen9° sen 6°

22 Si el barco del ejemplo 13 no navega paralelamente a la orilla se requiere conocer el angulo PBQ = 25°
(visual desde B a las posiciones del barco). Halla la distancia recorrida por el barco en este caso.

23 Un vehiculo A esta estacionado en una carretera rectilinea y otros dos vehiculos B y C estan estacionados en
una autopista, paralela a la primera, distantes entre si 10 km. El angulo que forma la linea BA con la direccion
de la autopista es de 20° y el angulo que forma la linea CA con la misma direccion es de 40°. Calcula:

(A) La distancia de A a B. (B) Ladistanciade A aC. (C) La distancia entre las dos carreteras.



2.7 Razones trigonomeétricas de la suma y la diferencia

Si conocemos las razones trigonométricas de dos angulos o y B podemos calcular lesde oo + By o — B:

(1) sen(a + B)=sen a cos § + cos a sen (4) sen(a— P)=sen a cos  — cos a sen 3

(2) cos(o+ ) =cos a cos p —sen o sen f§ (5) cos(o—B)=cos a cos § +sen o sen
tga+tgPp tga —tgp

3) tg(a+pB) =" 2" 6) tgla—-pB)=——">—

Q) tgla+p) 1_tgatgp 6) tg(a-p) L+ tgatgp

Demostremos (1). Construimos la figura siguiente con la condicién que OB = 1.

Entonces, como OB es la hipotenusa del triangulo OAB tenemos que:
sen(a+B) = AB =CD +DE (A)

AOCD: sena = cb — CD=0Dsena
oD — CD=senacosp (B)

AOBD: (OB=1) OD = cosp
DE

ABDE: cosao. = — — DE=BD cosa o a
BD — DE=cosasenf} (C)

AOBD: (OB=1) BD =senp

y si sustituimos las expresiones (B) y (C) en (A) obtenemos:

sen(a + B) = sena. cosfP + cosa sen P

Ejemplo 15
I

. 2
Si sabemos que sena = 7 y sen J_ siendo estos dos angulos del primer cuadrante, calculemos el valor
5

exacto de sen(o — B). ¢ Qué se deduce del resultado?

Si sena = % —  coso = 1/ —sen’a = / - LS
5
. 1 1 3
Si senf=—=—= — cosp=l-sen — =
J10 \/ 10

Entonces:  sen(o—B) =seno cosp—cosasenf= — + — - —= - — = — = —

24  Calcula el valor exacto de las razones trigonométricas de 75° y de 15°, conocidas las de 30° y 45°.

. 1 1 . .
25 Sisena= —= ysenp = —, siendo los dos angulos del primer cuadrante, demuestra que a. + 3 = 45°.
NG Nt

26  Demuestra la siguiente identidad trigonométrica: sen(a + 30°) + cos(a + 60°) = cosat.

1
27 Siay B son angulos del primer cuadrante, tg(a + ) =3 y tgpf = 3 calcula el valor de a.




2.8 Razones trigonomeétricas del angulo doble y mitad

2tga
1-tg’a

(4) seno/2= =% /Hﬂ 5) coso2= =+ 1+cosa ©6) tgu2= =+ 1-cosa
2 V2 1+cosa.

Las expresiones para las razones trigonométricas del angulo doble se obtienen a partir de las de la suma de dos
angulos. Por ejemplo, veamos la del seno:

(1) sen20.=2sena cosa (2) cos 2a = cos’o — sen’a 3) tg2a=

sen2a = sen(o + o) = seno. cosol + coso sena =2 seno. cosa

Para las del angulo mitad, consideremos las expresiones cos’x + sin’x = 1 (A)
cos’x — sin’x = cos2x (B)

Calculando (A)+(B): 2cos’x=1+cos2x — cos’x= % —  cosx=t ’% (1

Y calculando (A)— (B): 2sin’x=1-cos2x — sen’x = 1_025 2 —> senx = * ’ﬁ 2)

Sien (1) y (2) llamamos x = a/2 y por tanto, 2x = o, obtenemos las férmulas del angulo mitad:

sen(a/2) = * ’1_0% cos(a/2) = £ 1+(;osa

El doble signo de las raices significa que el signo correcto depende del cuadrante a que pertenezca o/ 2.

Ejemplo16
I

. 3 .
Sisena = = y a es un angulo del segundo cuadrante, calculamos los valores exactos de:
(A) sen2a (B) cos2a (©) tgo2
3)? 4
Como sen’a+cos’a=1 — cossa=1-sen’ — cos’o=1- (EJ —  coso = "3
porque en el segundo cuadrante cosa es negativo. De esta manera:

4
(A) sen2o. =2 sena cosa =2 - 3. (——j __24 (B) cos20. = cos’o. — sen’o, = 6 _9_7
5 5 25 25 25 25

(C) Como a es un angulo del segundo cuadrante, entonces o/2 es del primer cuadrante y tgo/2 es positivo:

1— -
tga/2 = cosa _ [1-(419 _ g _;
1+cosa 1+(-4/5)

28 Calcula las razones trigonométricas de 15° a partir de las de 30°.
29 Siseno = % y 90° < a < 180°, calcula los valores de las razones trigonométricas de a, 2a., 3o y 4a.
30 Sitga=3/4y 180°<a <270° calcula el valor exacto de tg2a y tga/2.

31 Demuestra que: (A) cos3a =4 cos’a— 3 cosa (B) sen3o. =3 seno. — 4 sen’al

32  Deduce relaciones para las razones trigonométricas de 45° + a0 y de 45° — a en funcién de las de a.



2.9 Suma y diferencia de senos y cosenos

()] senp+senq=2sen¥ cos% ) senp—senq=2cos¥ sen%
A3) cosp+c0sq=2cos¥ cos% “) cosp—cosq=—2sen¥ sen%

Demostramos la primera de ellas. Utilizamos las expresiones del seno de la suma y diferencia de dos angulos, que
sumamos miembro a miembro:

sen(a + ) =sena cosf + cosa senf3
} = sen(ao + PB)+sen(a —PB)=2senacosf (1)
sen(o, — ) =sena cosP — cosa senf

Si llamamos
p=atp y gq=a-f (2
deducimos que
p+q P—q

c v P O

Sustituyendo (2) y (3) en (1):
pP+q P—q

senp + senq =2 senT cos 5

Ejemplo 17
]
Hallamos los valores de x entre 0° y 360° que verifican la ecuacion trigonométrica:

senXx + sen3x = CosX

Para ello, transformamos la suma senx + sen3x en un producto, con la férmula (1):

+3X X—
cos

X X
senx +sen3x =2 sen = 2 sen2x cos(—X) = 2sen2x cosx

El dltimo paso se debe a que cos(—x) = cosx. La ecuacién a resolver se transforma en:
senx + Sen3X = C0SX <  2Sen2x CoSX = COSX & 25en2xCcosx = CoSX &
S 2sen2x cosx — cosx = 0 S cosx (2sen2x—1)=0

Como el producto de dos factores es 0 solo si alguno de los dos factores es 0, la Gltima ecuacién equivalente se
resuelve asi:

cosx=0 — x=90°+Kk-180°, keZ
cosx (2sen2x-1)=0 = sen ox 1 2x=30°+k-360°, keZ — x=15°+k-180°, keZ
== -
2 2x =150° + k-360°, keZ — x=75°+k-180°, keZ

Las soluciones entre 0° y 360° son 15°, 75°, 90°, 105°, 255°y 270°.

33 Resuelve la ecuacion cosx + cos3x = 0.
34  Calcula el valor de sen(a + 120°) + sen(a + 240°) en funcion de sena.

35 Demuestra las relaciones trigonométricas: tgp + tgq = sen(p+q) ytgp—tgq= sen(p-a)

cosp cosq cosp cosq



2.10 La proporcion cordobesa

Ejemplo 18

Dada una circunferencia de radio R, hallamos la longitud L del lado del octégono regular inscrito en ella.

D,
D,

D,

El tridngulo isosceles con base un lado del octégono y Vértice en el centro de la circunferencia tiene el angulo
desigual de o. = 360%8 = 45°,

Utilizando el teorema del coseno obtenemos la longitud L del lado del octégono:
L =R?+R?-2-R-R-c0s45°= 2R? — 2R? % = 2R? (1—%} =R*(2-42) = L=Ry2-\2

. . . . . R 1
El cociente entre el radio R de la circunferencia y el lado L del octégono E:—£1.30656 es una

J2-v2
proporcion constante, conocida como la proporcién cordobesa, estudiada por el arquitecto Rafael de La Hoz,
hallada entre las razones de las dimensiones de la Mezquita de Cordoba y otros disefios arabes andaluces.
También se observa en otras construcciones como las pirdmides de Teotihuacan (México) y en las proporciones
humanas que hay en los mosaicos y esculturas romanos halladas en Alcolea (Cdrdoba).

Llamamos triangulo cordobés a cualquier tridngulo isosceles cuyos lados estan en proporcion cordobesa. Veamos
que el triangulo isdsceles del segundo dibujo, construido con 3 diagonales del octégono, es semejante al triangulo
del primer octdgono.

Como los angulos y y B del tercer dibujo abarcan el mismo arco de circunferencia, siendo y central y B inscrito, se
verifica que B = y/2, y como y = 2o = 90° al abarcar dos lados del octégono, resulta que p = 45° = a.. Por tanto los
dos tridangulos son semejantes y la proporcion entre sus lados es la misma, la proporcién cordobesa:

D, R 1

D, \/2—\/5

36

37

38

39

Calcula las diagonales D, y D; del ejemplo anterior a partir del
siguiente dibujo y comprueba que verifican la proporcion
cordobesa.

Un rectangulo cordobés es aquel cuyos lados mantienen la proporcion h
cordobesa. Calcula, en funcion de la base x, la altura h y la diagonal d del d
rectangulo cordobés del dibujo.

Utilizando el teorema del coseno, comprueba que todo triangulo is6sceles
con un angulo desigual de 45° es cordobés.

Comprueba que el tridngulo de la figura de la derecha es también un
triangulo cordobés.



10

11

12

13

14

15

16

Problemas del capitulo 2

Si o es un angulo del cuarto cuadrante y cos o = 3/4 calcula les restantes razones trigonométricas de este angulo.
Si o es un angulo del tercer cuadrante y tgo. = 4/3 calcula les restantes razones trigonométricas de este angulo.
Si a es un angulo del segundo cuadrante y sena. = 2/3 calcula el valor exacto de cosa y tgo.

. , 3
Si a es un angulo del cuarto cuadrante y tgo, =——= calcula el valor exacto de sena y cosa..

2

Si o es un angulo del segundo cuadrante y cosa. = —1/3 calcula el valor exacto de sena y tga.

2
Si o es un angulo del segundo cuadrante y seno. = E calcula el valor exacto de cosa y tgo..

Si a es un angulo del tercer cuadrante y tgo = 8 calcula el valor exacto de coso. y sena..

Si a es un angulo del segundo cuadrante y tgoo = —+/2 calcula el valor exacto de:
(A) sena (B) cosa (C) cotga (D) seca (E) coseca

Si o es un angulo del primer cuadrante y cosa = 2/3 calcula el valor exacto de:
(A) cos(n+a) (B) cos(m—a) (C) cos(90° — ) (D) cos(360° — a)
(E) cos(—a) (F) cos(360°+ o) (G) cos(90° + o) (H) ctg(270°+ o)

Si o es un angulo del tercer cuadrante y seno. = —1/3 calcula el valor exacto de:

(A) sen(m+a) (B) sen(m —a) (C) sen(90°— ) (D) sen(360° — o)
(E) sen(—a) (F) sen(360°+ o) (G) sen(90° +a) (H) sen(270°+ o)
Si a es un angulo del tercer cuadrante y tgo. = J8 calcula el valor exacto de:

(A) tg(n+o) (B) tg(nt—a) ©) tg(90° - o) (D) tg(360° - o)
(E) tg(-o) (F) tg(360°+ a) (G) tg(90°+ o) (H) tg(270°+ o)

Expresa con un angulo del primer cuadrante les siguientes razones trigonométricas:

(A) sen250° (B) cos320° (C) tg250° (D) sen(-200°) (E) cos(—290°)
(F) tg(-160°) (G) senl05° (H) cosl70° () tg340° (J) sen1250°
(K) tg(-500°) (L) sen845° (M) cos870° (N) tglo00° (N) sen630°
(O) cos(-600°) (P) tg1580° (Q) sen(—450°) (R) cos1800° (S) tg10000°

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) senx=-1/2 (B) cosx=-1/2 ©) tgx=-1

(D) sen2x=-1/2 (E) cos2x=-1/2 (F) tg2x=-1
(G) sen3x=-1/2 (H) cos3x=-1/2 O tg3x=-1
(J) senx/2=-1/2 (K) cosx/2=-1/2 L) tgx2=-1

Calcula el perimetro y el area de los siguientes poligonos regulares inscritos en una circunferencia de radio R.
(A) Un triangulo (B) Un cuadrado (C) Un hexagono

Calcula el perimetro y el area de los siguientes poligonos regulares circunscritos a la circunferencia de radio R.
(A) Un tridngulo (B) Un cuadrado (C) Un hexagono

Calcula las longitudes de los lados y la altura de un tridngulo isosceles, con el angulo desigual de 120° y

circunscrito a una circunferencia de radio R.
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18
19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

En un hexagono regular de lado 1 metro se forma otro hexagono regular inscrito uniendo los puntos medios de los
lados del primero. ;Cuanto mide el lado de este hexdgono? ;Y su area?

Halla el area de un octégono regular de 5 metros de lado.

Demuestra que el area de un octdogono regular inscrito en una circunferencia de radio 1 m es de 2 N
Demuestra que el 4rea de un dodecagono regular inscrito en una circunferencia de radio R es 3R?.

Halla la diagonal de un pentagono regular de 3 metros de lado.

Halla el 4rea de un segmento circular de 5 metros de radio y /5 rad de amplitud.

Si dos circunferencias son tangentes exteriores de 6 y 2 metros de radio, halla el area del triangulo que constituyen
sus tangentes exteriores comunes.

Halla el radio de una circunferencia inscrita en un sector circular de 10 metros de radio y 60° de amplitud.

Demuestra que para cualquier triangulo de lados a, b y ¢ y angulos opuestos o,  y v, se cumple que el area es:

1 . 1 . 1
A= —absiny= —bcsin o= —acsin
2 2 2
Si un angulo de un triangulo rectangulo tiene la relacion tgo = 4 ctga., {qué relacion guardan los catetos entre si?

Sobre un segmento AB, de longitud 2a, tomado como base se construyen tres triangulos isoésceles ACB, AC'B y
AC”B, de alturas respectivas a, 2a y 3a. Demuestra que C+ C’ + C” = 180°.

Calcula la altura de un poste clavado en un terreno horizontal, si sabemos que los angulos con los que se ve el
poste desde dos puntos A y B situados a izquierda y derecha del mismo son 75° y 60° respectivamente y la
distancia entre A y B es de 20 m.

Un barco se encuentra en un puerto P a 10 km de distancia en linea recta de otro puerto Q. Si el barco navega
siguiendo una trayectoria rectilinea que forma un angulo de 30° con la linea PQ:

(A) Calcula la distancia a la que se encontrara de Q después de recorrer 5 km.

(B) Calcula la distancia que recorrera para encontrarse de nuevo a 10 km de Q.

Dos barcos parten desde un mismo punto siguiendo trayectorias rectilineas que forman un angulo de 60°. En un
momento dado, la distancia entre ellos es 70 km. Si uno de ellos ha recorrido el triple de distancia que el otro,
calcula a qué distancia se encontraran cada uno de ellos del punto de partida.

Del paralelogramo de la figura sabemos que su diagonal mayor mide 10
cm y forma con los lados angulos de 20° y de 40°. Calcula:

(A) Las longitudes x e y de sus lados.

(B) Lalongitud de la otra diagonal. >

(C) El érea del paralelogramo. 200 x

y

Dos puntos de observacion A y B se encuentran a 15 km de distancia sobre una carretera rectilinea. Desde A
observamos un punto P, situado en el mismo plano vertical que A y B, Tal que el angulo PAB mide 50°. Desde B
observamos el mismo punto P, de manera que el &ngulo PBA mide 70°.

(A) Calcula la distancia de P a A.

(B) Calcula la minima distancia de P a la carretera.

Del paralelogramo de la figura sabemos que la longitud de las

diagonales son 20 y 10 cm y que el menor de los angulos que forman

entre si es de 40°. Calcula:

(A) Las longitudes de los lados del paralelogramo. a

(B) Los angulos a y B que forma la diagonal con los lados del B
paralelogramo.

Halla el &rea de un tridngulo cuyos lados miden 5, J5 y J10 em.
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Demuestra que el area de un tridngulo circunscrito a una circunferencia de radio 1 cm es de 3J3 cm’.

Un faro se encuentra sobre un acantilado que forma un angulo de 55° con la superficie del mar. Desde un barco
situado en el mar, a 400 metros de distancia del acantilado, medimos el angulo que forma la visual al punto mas
bajo del faro con la superficie del mar, que resulta ser de 35° y el angulo con el que se ve el faro, que es de 1°.
Calcula la altura del faro.

Dos méviles A y B se encuentran a 22 km de distancia y se desplazan sobre una superficie plana siguiendo

trayectorias rectilineas diferentes con velocidades de 6 y 8 km/h respectivamente. Si los mdviles coinciden en el

mismo punto P tras 2.5 horas de desplazamiento:

(A) Calcula el angulo que forman sus trayectorias en punto P.

(B) Si tras el encuentro en P, los méviles continlan desplazandose sin modificar sus respectivas trayectorias ni
velocidades, calcula el tiempo que ha de transcurrir para que disten 50 km entre si y la distancia recorrida
por cada uno.

El tejado de una casa tiene una inclinacion de 30° por un lado y 50° por el otro. Si la anchura de la casa es de 10
metros, calcula al altura del punto mas alto del tejado respecto del techo de la casa.

Una casa tiene un tejado asimétrico con vertientes de 6 y 4 metros siendo el angulo de inclinacion de la vertiente
corta el doble que por la larga. Calcula la anchura de la casa.

Calcula la longitud de una pista de esqui si sabemos que tiene una inclinacion de 50° y que si nos situamos en un
plano horizontal, a 250 m de la base de la pista, el angulo que forma la linea dirigida al punto mas alto de la pista
con la horizontal es de 20°.

En un tridngulo ABC la base AB mide 10 cm y la altura relativa a ella forma con los otros lados, AC y BC del
triangulo, angulos de 20° y 40°. Calcula las longitudes de los lados y la altura.

Dos moviles situados en los puntos A y B distan 110 km y se desplazan sobre una superficie plana con trayectorias
rectilineas diferentes y velocidades respectivas de 15 y 20 km/h. Si 5 horas més tarde coinciden en un punto P:

(A) Calcula el angulo que forman sus trayectorias en el punto P.

(B) Calcula los angulos que forman sus trayectorias con la linea AB.

Avanzamos por una carretera rectilinea. En un punto A parte un camino recto que forma un angulo de 30° respecto
a la direccion de la marcha. Mas adelante, en otro punto B de la carretera y a 5 km de A, parte otro camino recto
que forma un angulo de 50° con la carretera y sentido de la marcha. Ambos caminos se cortan en un punto P.

(A) Calcula la distancia de la carretera al punto P siguiendo cada uno de los dos caminos.

(B) Calcula la distancia minima desde P a la carretera.

Desde un punto P, en la orilla de un rio, observamos un punto A en la orilla opuesta donde hay un arbol cuya altura
deseamos hallar (problema de la altura de pie inaccesible). Desde nuestra posicion inicial P vemos el arbol con un
angulo de inclinacion de 2° respecto de la horizontal. A continuacion nos desplazamos 240 metros (no
necesariamente siguiendo lineas paralelas a la orilla) hasta otra posicion Q desde donde divisamos el arbol y la
posicion P. Medimos los angulos APQ =30° y AQP = 131.92°. Halla la altura del arbol.

En el punto mas alto de una pista de esqui de 250 m de longitud hay una casa de 10 m de altura. En el punto mas
bajo de la pista, un hombre ve la casa con un dngulo de 1.79°. Calcula el angulo de inclinacion de la pista respecto
de la horizontal.

Queremos instalar dos paneles solares de 5 metros de longitud que vistos de perfil tienen una inclinacién de 30°

con la horizontal.

(A) Calcula la minima distancia de separacién entre los paneles para que el primero no haga sombra al segundo
cuando los rayos solares incidan en el suelo con un angulo de 50°.

(B) Con la separacion obtenida en el apartado anterior, calcula la longitud de la sombra que el primer panel hara
sobre el segundo si los rayos inciden en el suelo con un angulo de 40°.

Queremos instalar dos paneles solares de 4 metros de longitud que vistos de perfil tienen una inclinacién de 60°
con la horizontal y distante 6 m entre si. Calcula el menor angulo que pueden formar los rayos solares sin que el
primer panel haga sombra al segundo.
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Queremos instalar dos paneles solares de 5 metros de longitud que vistos de perfil tienen una inclinacion de 30°
con la horizontal y distantes 4 m entre si. Calcula el angulo que formaran los rayos solares con el suelo en el
momento en que el primer panel haga una sombra sobre el segundo de 2.5 m.

Dos postes de 12 y 9 m de altura distan entre si 15 m. Calcula los 4ngulos que tenemos que inclinarlos (respecte
de la horizontal) para que se toquen sus partes superiores. Calcula ademas la altura que tendran respecto al suelo
en ese caso.

Dos puntos A y B estan situados en la orilla de un canal y distantes en 300 m. En un punto P de la otra orilla hay
un edificio. Desde A se ve un lateral del edificio bajo un angulo de 15°. Medimos los angulos PAB y PBA,
respecto de ese lateral del edificio, que son 40° y 60° respectivamente

(A) Calcula la altura del edificio.

(B) Calcula el angulo bajo el que se ve el edificio desde B.

En la orilla de un rio canalizado hay un edificio de 50 m de altura. Frente a ¢€l, en la otra orilla del canal, esta
estacionado un tren. Desde el principio del tren se ve el edificio con un angulo de elevacion de 10° y desde el final
del tren con un angulo de 12°. Desde el extremo superior del edificio se ve la amplitud del tren con un angulo de
40°.

(A) Calcula la longitud del tren.

(B) Calcula el angulo con el que se ve el tren desde el extremo inferior del edificio.

(C) Calcula la distancia del tren al edificio.

Calcula las longitudes x e y del trapecio ABCD de la figura, si conocemos
las medidas de los angulos siguientes:
Angulo(BAD) = 70° (con Vvértice en A).
Angulo (CAD) = 40° (con vértice en A).
Angulo (ADC) = 80° (con vértice en D). A

X D

Dos faros A y B distan entre si 10 km. En el mar hay fondeados dos barcos P y Q, halla la distancia entre ellos
sabiendo que hemos tomado las siguientes medidas angulares:

Desde A: angulo(PAQ) = 28°y angulo(BAQ) = 35°.

Desde B: angulo(PBQ) = 15°y angulo(ABP) = 50°.

Calcula la distancia entre las cimas de dos montafias A y B para poder construir entre ellas un teleférico, teniendo
los siguientes datos: desde dos puntos C y D, situados lejos de las montafias y distantes entre si 500 metros,
tomamos las siguientes medidas angulares:

Desde C: ACB =55° ACD =65°y BCD = 105°.
Desde D: ADC =80°y BDC = 70°.

C

En el punto mas alto del edificio de un ayuntamiento ondea una bandera con un mastil vertical. Desde el suelo
observamos los extremos superior e inferior del mastil con un angulo de inclinacion, respecto de la horizontal de
56° y 52° respectivamente. Si nos alejamos 20 m, en sentido opuesto al de la visual del mastil, observamos el
extremo inferior del mismo bajo un angulo de 34°. Calcula la altura de dicho mastil.

Desde un barco se divisan 3 puntos de tierra A, B y C. Calcula la
distancia del barco a cada uno de ellos sabiendo que la distancia (en
linea recta) de AaBesde 5SkmyladeBaC esde4km. Se conocen
los angulos indicados en el dibujo.
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Si a es un angulo del segundo cuadrante y sena. = % calcula el valor exacto de:

(A) cosa (B) sen2a (©) tg2a (D) sen(m— )
Si a es un angulo del primer cuadrante y seno. = % calcula el valor exacto de:

(A) sen2a (B) cos2a (C) senda

Si a es un angulo del segundo cuadrante y coso = —? calcula el valor exacto de:

(A) sena (B) sen2a (C) sen3a

Si o es un angulo del segundo cuadrante y coso = —g calcula el valor exacto de:

(A) sena (B) sen2a (C) senda (D) sena/2

Si a es un angulo del segundo cuadrante y tga. = —4/3 calcula el valor exacto de:
(A) cos2a (B) cos3a (C) cosda

Si a es un angulo del segundo cuadrante y sen oo = 5/13 calcula el valor exacto de:
(A) tga (B) tgo/2 (©) tg2a (D) tg3a (E) tgda

Si o es un angulo del segundo cuadrante y seno. = g calcula el valor exacto de:
(A) tga (B) tg(a+45° (©) tg2a (D) tg3a

Si o y B son angulos del primero cuadrante, seno. = 3/5 y senfy = 5/13 calcula el valor exacto de:

(A) sin(a+f) (B) cos(@+p)  (C) sin(@=P) (D) cos(a—-Pp) (E) tgla+p) (F) tgla-p)

. . 1 .
Si o y B son angulos del primero cuadrante, seno = g y senfp =—— calcula el valor exacto de sen(a + 2f3). /Qué

N3

deduces del resultado?
Si a y B son angulos del primero cuadrante, cosa = 1/8, cosf3 = 3/4 calcula el valor exacto de cos(o + p).

Si oy B son dos angulos del primero cuadrante:

(A) Sitga=2ytgp= % , demuestra que o — p = 45°.

(B) Sitg(a+p)=3ytgp= % demuestra que o, = 45°,

2 1
Si o y B son dos angulos del primero cuadrante, seno. = — y senff =——
NG 10

y la medida del angulo (o — B).

1
Si o y B son dos angulos del primero cuadrante, coso. = — y cosf
5 J10
y la medida del angulo (a0 — f3).
Si sabemos que tg(a + B) = —3 y tg(a — B) = 1/3, calcula el valor exacto de tga y de tgp.

Demuestra las siguiente igualdades:

(A) tg75°—1tg60°=2 (B) tg60°+tgl5°=2 (C) tg75°+1tgl5°=4
Demuestra que sen75° — sen15° = sen45°.
Si sabemos que tga =2 + J§ ytgh=2- «/§ , demuestra que o — p = 60°.

Si sabemos que tg(a + 45°) = 2, calcula el valor exacto de tga.

, calcula el valor exacto de sen(o — f3)

= i , calcula el valor exacto de cos(a — f3)
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Demuestra que si tga =J2 +1 y tgp = J2 -1 se tiene que a + B =90°y a — f = 45° por tanto a = 67.5° y

B=22.5°.

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas:

(A) sen2a - (tgo + cotga) =2
(C) cos(n/3 —a) + sen(n/6 — ) = cosa

(E) 1+tgo ’ _ l+senZa
1-tga 1-sen2a

(cos o +sena )’ —(cos o —sena )’
(cosa+sena)(cos o —sena)

@)

= 2tg2a

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas:

(A) (sen x + cos x)> — (sen X — cos X)? = 2 sen 2x

© tg(ﬁ—aj: 1-tga _coso—sena
4 l+tgo cosa+Sena

cosa sena
(E) + =1+1g2a
CoOsoL—Sena.  CoSa.+Sen o

cosa+seno  Cosa—senao
cosa—seno  Ccosoa+Ssenao

(G)

=2tg2a

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas:

(A) (sena + cosa)(senf + cosP) =sen(a + ) + cos(a — )

(B) (sena + cosa)’ — (senP — cosP)” = sen2a + sen2p

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas:
(A) (senx + cosx)®+ (senx — cosx)’ =2

l-senx  cosx

©) =
COoSs X 1+senx

1 tg®x
+ =
1+tg°x  1+1tg®x

(E)

@) sen(o+) +sen(a—P) _ g0l
cos(a+P) + cos(a—P)

sen(60°+a) + sen(60°—a) Ve
€0s(60°+ o) + cos(60°—a)

@

Demuestra que:
senl5® + cos15® Na

A B
) senl105° + cos105° ®
Demuestra que:

1 C0S 0.COS

0 0
senl105° + senlb _ «/3_’
€0s105° + cos15°

(B) cos(n/3 — a) + cos(n/3 + o) = cosa

(D) tg(a+45°) + tg(a — 45°) =2tg2a

2
(F) seno+cosa ) 1+sen2a
Seno.—Ccos o 1-sen2a
(H) tedo = 3tga — tgsa
1-3tg’a
2
(B) cos2a= 1#
1+ tg°a
(D) cotgx = 1+ cos2x
sen 2x
) coso  sena 1
cosa—Sena.  COSo+Seno.  Cos2a
(H) cosa+seno  cosa—sena 2

coSa.—Sena  Cosa+Seno.  Cos2a

(B) cos*x — sen*x = cos’x — sen’x

(D) tgx+ COSX  _ 1
1+ senx COS X

5 1+cosx :1+cosx

\j —COS X senx
sen(a+p) — sen(o.—B) _
cos(a +B) — cos(a—P)

(H) —cotga

(o] (0]
) sen(a+45°) + cos(a+45°)  _ cotgar
sen(o.—45°) + cos(a—45°)

sen105° — senl5° 1
€ === -
c0s105° — cos15°  f3

tgatgpf  senasenp

tgo+tgp  sen(a+p)

tgo+tgp a sen(o+B)
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Obtén los angulos entre 0° y 360° que verifiquen las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) cosa = —% (B) sena = —? (C) cosa = Q (D) sena = g
(E) tga = g (F) tga=+3 (G) tga=-+3 (H) tgo=1
() cosa = —% (J) sina= —% (K) tga=-1 (L) tgo= _g

Obtén los angulos entre 0° y 360° que verifiquen las siguientes ecuaciones trigonomeétricas:

(A) cosa=-0.1 (B) sena=2/3 (C) cosa=0.8 (D) sina=-0.8
(E) tgo=2 (F) tgo =100 (G) tgo =1000 (H) tgo =-1000
Dada la ecuacion senx = % :

(A) Obtén las soluciones comprendidas entre 0° y 360°.
(B) Obtén las soluciones mas préximas a 2000°.
(C) Expresa las cuatro soluciones anteriores en radianes.

Obtén todas las soluciones que verifiquen las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) 6CcosX+5 4 ) 3tgx -1 1 © 2 _1 D) senx 1
2 2 3—2senx 2—senx
l1-senx 1 3+2cosx 1 2+tgx 1 1-/3tgx 2
(E) -~ e O (H) S22 -2
1+senx 3 3-2c0SX 2 2-tgx 3 2+:Btgx 5

Obtén todas las soluciones que verifiquen las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) 3—tg’ =0 ®) 1330’;( =1 (C) 2sen’ — 3senx +1=0

Dada la ecuacion M = E :
5c0sx +6 7

(A) Obtén las soluciones comprendidas entre 0° y 360°.
(B) Obtén la solucién mas préxima a 2012°.
(C) Expresa la anterior solucidn en radianes.

.. 2-3c0s%x 5 . . . .
Dada la ecuacion — s = > obtén todas sus soluciones y exprésalas en radianes.
1+2cos“x

Obtén las soluciones comprendidas entre 0° y 360° de la ecuacion C0S4X = % .

Obtén las soluciones de la ecuacion: sen5x = — .

V2

2X 1
Obtén las soluciones comprendidas entre 0° y 1000° de la ecuacion Ssen (?] = 3

Obtén todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:

p— 2 —_—
(A) tg% = 3tgx —2 (B) 2cosx =1 4 ©) 2tgzx 1_5
3cosx -2 7 2tg°x +1 7
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Obtén todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:
(A) 2sen’o +seno=0 (B) 2sen’o+seno=1 (C) tg°—3tgx =0

Obtén todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:

(A) sen’ = % (B) cos’ = % (C) tgx=1 (D) 3tg’x=1
(E) 2sen’x+1=2 (F) 2cos’ + 1o, (G) 2enx+l _1 (H) 3g'x-1_5

2 2sen’ +3 2 Mg’x-1 7
Obtén todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas:
(A) senx-cosx=0 (B) senx(2cosx+1) =0 (C) 2sen’X = senx
(D) 2sen’x —senx = 1 (E) 2cos’x + cosx = 1 (F) 2sen’ +3senx +1=0
(G) 2tg’ +tgx =0 (H) 2tg’ +tgx =3 ()  senx = cosx
(J)  senx = 2cosx (K) sen®x = cos®x (L) sen®x = 3cos’x
(M) 1+ sen’ = cos’x (N) tg’>x+tgx=0 (N) sen® + senx = cos’x
(O) 1+ senx = 2cos’x (P) cos’ —sen’x =1 (Q) cos’x — 3sen’ = -1
(R) 8cos’ + 12sen’x = 11 (S) senx + cosx = V2
Obtén las soluciones comprendidas entre 0° y 360° de la ecuacion: o + co:zx =8.
Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:
(A) cos2x+cosx+1=0 (B) senx = cos2x (C) sen2x = cosx
(D) sen3x +senx =0 (E) cos2x+3cosx +2=0 (F) tgx+tg2x=0
(G) cos2x + senx = 4 sen’x (H) sendx + sen2x = sen3x (I) senx + sen3x = senS5x
(J) senx +sen3x +sen5x =0 (K) tg2x +2senx =0 (L) 2 —3senx =cos2x

Una maquina situada en el suelo produce un rayo laser que proyecta un punto luminoso sobre una pared vertical.
Encuentra el angulo o que forma el rayo laser con el suelo si sabemos que en caso de que dicho angulo fuera el
doble el punto luminoso se proyectaria al triple de altura en la pared.

En el tridangulo de la figura, demuestra que h = D sena senf
sen(o +p) h
o p
D

Las hojas rectangulares con formato DIN se construyen con las condiciones: fo
e La hoja mayor DIN A0 mide 1 m’. A,
e Las dimensiones de sus lados a i b (con a > b) son tales que al dividir la

hoja por la mitad las dimensiones de los lados, b y a/2, de la nueva hoja A Ay

DIN A1, son proporcionales a las de la hoja DIN A0. Esto se puede repetir As

mas veces obteniendo las hojas menores DIN A2, DIN A3, DIN A4....

(A) Calcula las dimensiones a y b de la hoja DIN AO0.

(B) Dibuja en la hoja DIN AO el cuadrado de lado b sobre un lateral y
comprueba que el tridngulo dibujado a partir de él es un triangulo
cordobés.

(C) Calcula las dimensiones de la hoja DIN A4 y comprueba también la
propiedad (B) de la hoja DIN A0.




Soluciones de las actividades del capitulo 2

0° 300 45° 60° 90° 180° 270°
seco. 1 2/\3 J2 2 No -1 0
coseca, No 2 J2 213 1 No -1
cotga, No V&) 1 \3/3 0 No 0
4,
o seno | cosa tga | coseca | seca | cotgo
AB 4/5 3/5 4/3 5/4 5/3 3/4
AC 4/5 -3/5 —-4/3 5/4 -5/3 -3/4
AD —-4/5 -3/5 4/3 -5/4 -5/3 3/4
AE —-4/5 3/5 —-4/3 -5/4 5/3 -3/4
1 5
5. coso. = ———, SeNa. = ——, SeCa. = —/26 , Coseco. = @ , cotgoL = —l. 6. senq:—@,tga:@,
J26 J26 5 5 5 2
5 2
seco. = _S , COSeco. = ——==, cotga, = —=. 7. COSOL = —@ ,tgo = —ﬁ , coseca. = 5, seca. = —M ,
2 J21 J21 5 12 12
cotga =26 . 8. Por su signo.
12. 450 135° | 225° | 315° 60° 120° 240° 300°
sena | 1/42 1/42 12 | -2 sena 312 312 —3I2 312
cosa, LT S YN R R TN ) 1/42 coso 1/2 -1/2 -1/2 112
tgal 1 -1 1 -1 tga V3 -3 V3 -3

13. (A) 30°, 150°. (B) 210°, 330°. (C) 0°, 180°, 360°. (D) 270°. (E) 60°, 300°. (F) 120°, 240°. (G) 0°, 180°, 360°.

(H) 135°, 315°. (1) 26.57°, 206.57°. (J) 153.44°, 333.44°. (K) 45°, 225°. (L) 135°, 315°. (M) 11.54°, 168.46°.

(N) 143.13°, 216.87°. (N) 71.57°, 251.57°. (O) 161.57°, 341.57°. 14. sen165° = 0.259, cos165° = 0.966,

tg165° = —0.267; sen255° = —0.966, cos255° = —0.259, tg255° = 3.736. 15. 210°, 330°, 570°, 690°.

16. (A) 14.48° + k-360°, 165.52° + k-360°. (B) 143.13° + k-360°, 216.87° + k-360°. (C) 78.69° + k-180°.

(D) 95.71° + k-180°. (E) 1.45° + k-36°, 16.55° + k-36°. (F) 14.31° + k-36°, 21.69° + k-36°. (G) 7.87° + k-18°.

(H) 9.57° + k-18°. 17. (A) 1151.57°, 1331.57°, 1511.57°, 1691.57°, 1871.57°. (B) 1140°, 1200°, 1320°, 1380°, 1500°,
1560°, 1680°, 1740°, 1860°, 1920°. 18. b =29.54,¢c=28.19,y=70° 19. (A)c= 10ﬁ, o =79.11°0 o = 100.89°,
B =40.89° 0 19.11° (B)a=38.36, B =93.2°, C=36.8°. 20. No. 21. 51.96 km/h, 1 minuto. 22. 3.89 km.

23. Coches a ambos lados de A: (A) 7.42 km. (B) 3.95 km. (C) 2.54 km. Coches a un mismo lado de A:

NN N
4 4

(A) 18.79 km. (B) 10 km. (C) 6.42 km. 24. sen75° = , COS75° = ,1g75° =2 + J3;

sen150 = g(ﬁ—l) , C0S150 = ?(\Eﬂ) tg15°=2— 3. 25.tg(a + B)=1. 27. o =45,

28. senlse = %\/2—«/5 , COS15° = %\/2+\/§, tg15° = 2 — /3. 29. cosa = 7%, tga = 7%; sen2a, = —12—0,

cos2a = 119 , 1920 = _120 ; sen3o = 2035 , C0S3a = _ 828 , 1930 = 2035 . 30. tg2a = ﬁ, tga/2 = -3.
1 119 2197 2197 828 7

32. sen(45°+a) = g(se No+cosa) = cos(45°—a); cos(45%+a) = g(com —sena) = sen(45°-a);

1+tga 1 TN
tg(45%+a) = = . 33 x= Z4 0K keZ. 34 —sena. 36. D= Ry2++2,Dy= RY2.
9= T e T @) FAIPR * ? V2.0:= Ri2

37. h=x 2—«/5 ,d= x\/3—\/§. 38. Si x es la medida del lado desigual e y la medida de los otros, por el

teorema del coseno, x =y \/2—\/5 . 39. Un angulo esta inscrito y abarca dos lados del octégono, por tanto mide

45° =902, y el otro también esta inscrito pero abarca 3 lados del octégono y mide 135°/2.




Soluciones de los problemas del capitulo 2

7 _ 4 _ 3 B2 3 2 22

1. sena = —T,tga— 3 2.sena——g,c03a——g. 3. 3 y N 4. N y i 5. = y

1 B B B2 3
—242. 6. N y-2. 7.-18y = 8. (A) . (B) —5 . (O . (D) 3. (®) -
9. (A)-2/3. (B)-2/3. (C) - \/_ . (D) 2/3. (E) 2/3. (F) 2/3. (G) - ‘/35 ? 10. (A) 1/3. (B) -1/3.
(©) —%. (D) 1/3. (E) 1/3. (F)-1/3. (G) —%. (H) ¥ 11. (A) 242.(B) -22. (C) g. (D) —24/2.

£ £

(E) -22. (F) 242. (G) ——. (H) —— . 12. (A) —sen70°. (B) cos40°. (C) tg70°. (D) sen20°. (E) cos70°.

(F) tg20°. (G) sen75°. (H) —cos10°. (I) —tg20°. (J) senl0°. (K) tg40°. (L) sen55°. (M) —cos30°. (N) —tg80°.
(N) —sen90°. (0) —cos60°. (P) —tg40°. (Q) —sen90°. (R) cos0P. (S) —tg80°. 13. (A) {210°, 330°} + k-360°.
(B) {120°, 240°} + k-360°. (C) 135° + k-180°. (D) {105°, 165°} + k-180°. (E) {60°, 120°} + k-180°.

(F) 67.5° + k-90°. (G) {70°, 110°} + k-120°. (H) {40°, 80°} + k-120°. (1) 45° + k-60°. (J) {420°, 660} + k-720°.

(K) {2400, 480°} + k-720°. (L) 270° + k-360°. 14. (A)P= 3\3R, A= i . (B)P= 42R, A=2R%
(C)P=6R, A= %RZ. 15. (A)P = 643R, A= 3J3R%. (B)P=8R,A=4R% (C)P= 43R, A= 2./3R?.

V393

16. Lados iguales: R(tg30°+ tg75°), base: 2Rtg75°, altura: Rtg30° tg75°. 17. 7m Tm

18. 50/tg22.5° = 25J§(2+ﬁ). 21. 6c0s36°. 22. 0.5066 m% 23. 1243 mZ 24. 10/3m. 26. y = 2x.

28. 23.66m. 29. 6.2 km.y 103 km. 30. 10J7 kmy 3047 km. 31. (A)3.95y 7.42 cm. (B) 6.43 cm.

(C) 25.39 cm? 32. (A)16.27 km. (B) 12.47 km. 33. (A) 6.96y 14.2 cm. (B) 27.5°y 13.08°. 34. 5/2 cm?.

36. 20.67m. 37. (A)76.4°. (B)5.68 h; 34.09 kmy 45.45 km. 38. 3.89m. 39. 5m. 40. 171 m. 41. 885y
10.85 cm; 8.31 cm. 42. (A) 76.41°. (B) 62.09°y 41.5°. 43. (A)7.31y 11.2km. (B) 5.6 km. 44. 20 m.

45. 36.87°. 46. (A)6.43m. (B) 0.6 m. 47. 40.9°. 48. 34.26°. 49. 36.87°y 53.13% 7.2 m. 50. (A) 70.69 m.
(B) 19.85°. 51. (A)186.15m. (B)40.73°. (C)233.8m. 52. x=10.78,y =8.31. 53. 4.32km. 54. 4948.70 m.

55. 451 m. 56. 4.23,8.19y 542 km. 57. (A) — “/_ . (®) —i ©) -45. (D) % 58. (A) i
(B) L © i. 59. (A) 2. (B) —i (©) 2. 60. (A) 4f5. (B) ~24/25. (C) 336/625. (D) senal2
61. (A) —7/25. (B) 117/125. (C) —527/625. 62. (A)f— (B) 5. (C)f@ (D)72035 (E)fzgggo.

63. (A) -3/4. (B) 1/7. (C) —24/7. (D) 117/44. 64. (A) 56/65. (B) 33/65. (C) 16/65. (D) 63/65. (E) 56/33.

1 1
F) 16/63. 65. 1; . +2B=90° 66. -9/16. 68. —=,a—P=45°% 69. —=,a—-P=45° 70. 2y1. 74. 1/3.
(F) a+2f \/E a- \/E a-f y

82. (A) 120°y 240°. (B) 240°y 300°. (C) 45°y 315°. (D) 45°y 135°. (E) 30°y 210°. (F) 60°y 240°. (G) 120°y
300°. (H) 45°y 225°. (I) 135° y 225°. (J) 225° y 315°. (K) 1350y 315°. (L) 150°y 330°. 83. (A) 95.7°y 264.3°.
(B) 41.8° y 138.2°. (C) 36.9° y 323.1°. (D) 233.1° y 306.9°. (E) 63.4° y 243.4°. (F) 89.4° y 269.4° (G) 89.9° y
269.9. (H) 90.1°y 270.1°. 84. (A) 225°y 315°. (B) 2025y 2115°. (C) 5n/4, 7n/4, 45n/4 y 47n/A.

85. (A) 60° + k-360°, 300° + k-360°. (B) 45° + k-180°. (C) 30° + k-360°, 150° + k-360°. (D) 90° + k-360°.




(E) 30° + k-360°, 150° + k-360°. (F) 120° + k-360°, 240° + k-360°. (G) 135° + k-180°. (H) 60° + k-180°.

86. (A) x = 60° + k-180°, 120° + k-180°. (B) x = 120° + k-360°, 240° + k-360°. (C) 30° + k-360°, 150° + k-360°,

90° + k-360°. 87. (A) 0°y 360°. 120° 240°. (B) 2040°. (C) 347/3. 88. (A) 60° + k-360°, 120° + k-360°,

240° + k-360°, 300° + k-360°. (B) n/3 + 2km, 2n/3 + 2k, 4n/3 + 2km, 5n/3 + 2km.  89. 15°, 75°, 105°, 165°, 195°,
2559, 2850, 3550, 90. 9° + k-72°, 27° + k-72°. 91. 45°, 225°, 5859, 765°. 92. (A) 45° + k- 180°, arctg2 + k-180°.

(B) 120° + k-360°, 240° + k-360°. (C) 60° + k-360°, 120° + k-360°. 93. (A) 0°+ k- 180°, 210° + k-360°,

330° + k-360°. (B) 30° + k-360°, 150° + k-360°, 270° + k-360°. (C) k-180°, 60°+ k-180°, 120° + k-180°.

94. (A)y (B): 60°+k-180°, 120° + k-180°. (C) 45° + k-90°. (D) 30° + k-180°, 150° + k-360°. (E) 45° + k-90°.

(F) 30° + k-180°, 150° + k-180°, (G) 45° + k-90°, (H) 54.7° + k-180°, 125.3° + k-180°. 95. (A) k-90°. (B) k-180°,
120° + k-360°, 240° + k-360°. (C) k-180°, 30° + k-360°, 150° + k-360°. (D) 90° + k-360°, 210° + k-360°,

330° + k-360°. (E) 180° + k-360°, 60° + k-360°, 300° + k-360°. (F) 270° + k-360°, 210° + k-360°, 330° + k-360°.

(G) k-180°, 153.4° + k-180°, (H) 45° + k-180°, 123.70 + k-180°. (1) 45° + k-180°. (J) 63.4° + k-180°. K) 45° + k-90°.
(L) 60° + k-180°, 120° + k-180°. (M) k-180°. (N) k-180°, 135° + k-180°. (K) 30° + k-360°, 150° + k-360,

270° + k-360°. (O) 30° + k-360°, 150° + k-360°, 270° + k-360°, (P) k-180°. (Q) 45° + k-90°. (R) 60° + k-180°,

120° + k-180°. (S) 45° + k-360°. 96. 30°, 45°, 135°, 150°, 210°, 225°, 315°, 330°.

97. (A) {90°, 120°, 240°, 270} + k-360°. (B) {30°, 150°, 270°} + k-360°. (C) {30°, 150°, 90°, 270°} + k-360°.

(D) k-90°. (E) {120°, 180°, 240°} + k-360°. (F) {0°, 60°, 120°} + k-180°. (G) {30°, 150° 199.47°, 340.53°} + k-360°.
(H) k-60°. (1) k-180°, {15°, 75} + k-90°. (J) k-60°. (K) k-180°, {60°, 300°} + k-360°. (L) {30°, 90°, 150°} + k-360°.

4
98. 30°. 100. (A) a= 42 ~1.189m b= % ~0.841m . (C) base = Q ~0.297 m, altura = % ~0.210 m. Es
A 4 42

inmediato que los triangulos son is6sceles con el angulo desigual de 45°.
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1.1 Correspondencias

Elementos de muy diversos conjuntos son relacionados en la vida cotidiana: personas con nimeros
(como edades, pesos o longitudes) o con letras (nacionalidad, NIF), paises con continentes o idiomas, pero
sobre todo, nUmeros con numeros (pesos con longitudes, temperaturas con latitudes, ...). Los conceptos que
vamos a estudiar, correspondencia y posteriormente funcion, se utilizan para establecer estas relaciones.

» Definicion de correspondencia

Llamamaos correspondencia a cualquier relacién entre elementos de dos conjuntos, Ay B.
El primero considerado, A, se llama conjunto inicial y el segundo, B, conjunto final.
Utilizaremos letras como f, g, h... para representar las correspondencias. Asi, la expresion

f:A—>B
se leerd "'f es una correspondencia entre el conjunto inicial Ay el final B".

Al establecer una correspondencia debemos indicar los elementos de ambos conjuntos relacionados
entre si, que constituyen un conjunto de parejas ordenadas, la primera del conjunto inicial y la segundo del
final, llamado grafo de la correspondencia, G.

El grafo es un subconjunto del conjunto de todas las posibles parejas ordenadas que se pueden
formar con elementos A y B, el llamado producto cartesiano, A x B:

GCAxB

Ejemplo 1

]
Un grupo excursionista A, constituido por 5 chicas que llamamos a, b, ¢, d, e, acuerda comunicarse por correo con
otro grupo B, constituido por 4 chicos que llamamos «, B, y, 8. Las chicas envian los siguientes correos: a escribe
aa,bycescribpenapydescribeapyd.

Hemos establecido una correspondencia f, entre el conjunto inicial A de chicas excursionistas y el final B de
chicos excursionistas, consistente en los correos que las chicas envian a los chicos, de grafo

Gi={(a a), (b, B). (¢, B), (d, B). (d, 8)}

que representamos graficamente de dos formas, la primera mediante diagramas de Venn, uniendo con una flecha
cada par de elementos relacionados y la segunda mediante un sistema de ejes cartesianos, representando cada par
de elementos relacionados como un punto del plano (en el eje de abscisas situamos los elementos del conjunto
inicial y en el de ordenadas los del conjunto final).

A Y S S S S §@.8)
a b
b (b,B) (c,B) (d.B)

© ] e
d

e o @a) o

Diagramas de Venn a b c d e




» Origenes e imagenes

En una correspondencia f consideramos todos los elementos del grafo, los pares ordenados.

En ellos, llamamos origen o antiimagen al primer elemento del par e imagen o valor al segundo
elemento del par.

Consideramos la correspondencia f del ejemplo 1, de grafo G¢ = { (a, a), (b, B), (c, B), (d, B), (d, ) }.
Del par (b, B) deducimos que "B es imagen de b™ y b es origen de B"".
Del par (d, p) deducimos que "' es imagen de d" y *d es origen de B"".

Esta diferenciacién nos conduce a las siguientes definiciones.

Consideramos la correspondencia f: A — B de grafo G.

o Dado xeA, el conjunto de las imagenes o valores de x, denotado por f(x), esta constituido
por los elementos de B relacionados con Xx:

f(x) = {yeB, tal que (x, y)eG}
« Dado yeB, el conjunto de los origenes o antiimagenes de y, denotado por f ~'(y), esta
constituido por los elementos de A relacionados con y:
f(y) = {xeA, tal que (x, y)eG}

De los datos del ejemplo 1, deducimos los siguientes conjuntos de iméagenes:
f@={a}=a flb)=p fc)=p  f(d)={B. 3} fle)=0
Cuando los conjuntos de imagenes son unitarios, no se escriben entre llaves.
También tenemos los siguientes conjuntos de origenes o antiimagenes:
fllay=a f'@B)={b,c,d} fFf'y)=0 1) =d

» Dominioy recorrido

Consideramos la correspondencia f: A — B.

e Llamamos dominio de la correspondencia f, representado por Dy al subconjunto de
elementos del conjunto inicial A que poseen alguna imagen.

o Llamamos recorrido o rango de la correspondencia f, representado por Ry, al subconjunto
de elementos del conjunto final B que poseen algun origen.

Tomamos el grafo de la correspondencia del ejemplo 1: Gt = {(a, a), (b, B), (c, B). (d, B), (d, 8)}.

El dominio de f lo constituyen los origenes de los elementos de B, mientras que el recorrido lo constituyen las
imagenes de los elementos de A:

Di={a b, ¢, d}c A R¢={a, B, 8} B

1  Hallael producto cartesiano AxB constituido con los elementos de los conjuntos A 'y B del ejemplo 1.

2 Si A=B-={l, 2,3, ..., 10}, considera la correspondencia que relaciona cada nimero con sus divisores
propios (ni el 1 ni él mismo). Calcula la imagen de cada elemento de A y el origen de cada elemento de B.
Obtén el dominio y el recorrido.



» Expresiones para una correspondencia

Ejemplo 2
—

Cualquier ecuacion con 2 incognitas define dos correspondencias; por ejemplo, la ecuacion de la circunferencia
con centro (0, 0) y radio 5, x > + y? = 25, define una correspondencia f: R — R de grafo
Gi={(x, y) € RxR tal que x* + y* = 25}

al considerar los elementos x como conjunto inicial (la otra correspondencia surge si son los elementos de y los
que constituyen el conjunto inicial).

Los pares de numeros reales relacionados son las soluciones de dicha ecuacion. Dichos nimeros deben estar
comprendidos entre =5 y 5, por lo que el dominio y el recorrido de esta correspondencia es el mismo:

Dr=R¢=[-5, 9]
Obtenemos algunas imagenes de elementos del dominio:
e Parax =3 tenemos 2 imagenes que se obtienen al resolver la ecuacion de incognita y:
F+y*=25 —» y'=16 —> y=+4 — fQB)={4 4}
o Engeneral, las imagenes de cualquier valor x del dominio las obtenemos de la misma forma:

+y?=25 > y=25-x > y=++425-x* > f(X)={—\/25—x2,\/25—x2}.

La correspondencia f se puede expresar indicando las iméagenes de cada elemento del dominio:
f:R—>R talque f(x)= {_\/ﬂ \/ﬂ} para -5<x<5
De esta expresién resulta facil calcular cualquier imagen; por ejemplo:
f(0) = {_Jﬂ N25-07 } ={-5,5}
Observa que los valores x =5 y x =-5 solo tienen una imagen y no dos pues ambas raices son iguales:

f(5) = {-25-5%, V25-5%} - {0} f(-5) = {~\/25- (5, Z5—(-5) } _0)

La siguiente tabla contiene algunos elementos del grafo que representamos en la grafica:

Conjuntos de Pares de la : L
imégenes grafica | //:%(3,14)
©={55 | 0.5 ©5 £l )
f3)={-44} | 3.4 (4 L {4 - 4}(55” B
f(5) = {0} (5.0) | \\\( /g’ i
f(-5) = {0} (-5, 0) 5 (0‘5:‘

3  Obtén las imagenes y el dominio de las correspondencias que definen las ecuaciones siguientes tomando x
como elemento del conjunto inicial:

(A) 2x+3y=5 B w+x=1 (O Ley-1 O Xoyar (B ¥edx

4 Repite la actividad anterior si la variable y corresponde al conjunto inicial.



1.2 Funciones

Una funcion es cualquier correspondencia que verifique:

e Los conjuntos inicial y final son numéricos (N, Z, Q, R, C) o sus productos cartesianos.
e Todo elemento del conjunto inicial posee, a lo sumo, una imagen.

Ejemplo 3

|
Supongamos que el duefio de una tienda de calzado tiene mercancias entre 10 y 50 euros. En periodo de rebajas
efectla un descuento del x % para cada precio x.

Edita pegatinas con el precio inicial y el final (rebajado), estableciendo de este modo una correspondencia entre el
conjunto A de precios iniciales de los zapatos (entre 10 y 50) y el conjunto de precios finales rebajados B.
Algunos elementos del grafo son (10, 9), (20, 6), (30, 21), (40, 24), (50, 25), pues:

Si el precio inicial es 10 € la rebaja del 10 % produce un precio rebajado de 10 — (10 % de 10) =9 €.
Si el precio inicial es 20 € la rebaja del 20 % produce un precio rebajado de 20 — (20 % de 20) = 16 €.

Antes: 10 € Antes: 20 € Antes: 30 € Antes: 40 € Antes: 50 €
Ahora: 9 € Ahora: 16 € Ahora: 21 € Ahora: 24 € Ahora: 25 €

Obtenemos una expresién matematica para definir la correspondencia:
Llamamos x al precio inicial e y al precio final, obtenido este Gltimo restando el descuento del x %:
YEX- 2 X o y=x-001x < f(x)=x-001x
100
Queda establecida una correspondencia entre dos conjuntos numéricos f: R — R (consideramos que cualquier
namero real puede ser un precio), en la que cada elemento del dominio (0 < x < 50) tan solo tiene una imagen:
f: R - R tal que f(x) =x—0.01x* para10<x<50

En la tabla de valores expresamos algunos pares de elementos relacionados que trasladamos, a continuacion, a la
grafica. En la primera grafica estan representados todos los precios iniciales con valores enteros entre 10 y 50 €, y
sus precios finales, pero la grafica completa es la segunda, en la que rellenamos todos los huecos entre cada pareja
de puntos, considerando que cualquier nimero real entre 10 y 50 puede ser el precio de un par de zapatos.

30 ; ; 3°t ]

X y 25 E - i == 25 I- --------------------- :;———l
000t®*C .

10 | 9 " f.w"' .l e :
15 [12.75 : Recorrequt e f: o f i
20 | 16 15 o o . R[?/ ' .
25 [18.75 i
30 | 21 T ey T
40 24 5 51 i Domini de f: \
50 25 i i Dy = [10, 50] L
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

5  Queremos comprar orégano y albahaca por un total de 20 €. El orégano tiene un precio de 4 €/kg mientras que
la albahaca es de 2 €/kg. Llamamos x e y, respectivamente, a las cantidades de orégano y albahaca que
podemos comprar. Obtén una ecuacién que relacione estas cantidades, expresa y en funcién de x, obtén su
dominio y su recorrido.



» Funciones reales de variable real

Consideramos f: A — B una funcion por lo que las imagenes f(x) constan de un unico valor
VxeDy, y el grafo de f es:
Gi={(x,y) € AxB: y =f(x), xeDs}

De las dos variables utilizadas para representar las parejas del grafo, llamamos:

o Variable independiente a la que representa los valores del dominio (en este caso x).
o Variable dependiente a la que representa los valores del recorrido (en este caso y).

Los conjuntos numéricos inicial y final considerados conducen a establecer una pequefa clasificacion
entre las funciones:

e Una funcion f: Z — Z se llama funcién entera (porque las imagenes son nimeros enteros) de variable
entera (porque los origenes son nimeros enteros).

e Unafuncién g: R — R se llama funcién real de variable real.
. Una funcion h: N — R se llama funcion real de variable natural o sucesion de nameros reales.

e Una funciéon F: R? — R se llama funcion real de variable vectorial, donde R? = RxR.

Ejemplo 4
]
Vemos algunos ejemplos de funciones y alguna de sus representaciones gréaficas:

(A) f:Z — Z definida como f(n) = 2n, VneZ, (funcidn entera de variable entera).

(B) ¢: R — R definida como g(x) = 2x, ¥xeR, (funcién real de variable real).

(C) h: R?— R definida como h(x, y) = m V(x, y)eR? (funcién real de variable vectorial).
Esta Gltima funcién relaciona a cada vector de R? con su longitud.
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6 (A) Expresalalongitud L del lado de un cuadrado en funcién de su area x.
(B) Expresa la longitud D de la diagonal de un rectdngulo de perimetro 10 en funcidn de la longitud x de su
base.
(C) Expresa el area A de un rectangulo en funcién de las longitudes x e y de sus lados.

7  Establece la correspondencia que relaciona cada vector libre del plano con su pendiente. ¢Es una funcion?
¢Cual es su dominio y recorrido? Obtén la imagen del vector (5, 3) y la antiimagen de 2.



» Propiedad de las gréaficas de las funciones

Una correspondencia con conjuntos inicial y final R ser& una funcion si:

Cualquier recta vertical corta a su grafica en un punto, a lo sumo.

Funcién No funcién

Y1

/

/ X X

\

Observa que en ambas gréficas tenemos rectas verticales que no cortan a las graficas, es debido a que no todo
namero real pertenece al dominio. En la primera, las rectas verticales que pasan por los puntos del dominio cortan
tan solo una vez a la gréafica mientras que en la segunda lo hacen dos veces en casi todos ellos.

Ejemplo 5
I

Como hemos visto en el ejemplo 2, a partir de la ecuacién de la circunferencia x 2 + y* = 25 obtuvimos la
correspondencia f que expresabamos:

f.R—>R talque f(x)={—J25—x2,J25—x2} para -5<x<5

Esta correspondencia no es una funcion, pues cada elemento del dominio tiene dos imagenes. Sin embargo, la
gréfica se puede descomponer en dos partes, representado cada una de ellas una funcion diferente:

fiR>R tal que fi(X) = / 25— x? para 5<x<5

f,R—>R talque  f(x)=-,/25-x* para -5<x<5

o T T T T T T o T I
fnojes uria funcion Lo fy es una;funcion

R R
f, &5 unafuncion

8  De las correspondencias dadas por las ecuaciones siguientes, obtén las funciones que determinan (de modo
analogo al ejemplo anterior) e indica los dominios respectivos:

A G-’z @ T © XY () yEax

Realiza la representacion gréafica correspondiente.



1.3 Funciones polindmicas

Una funcién f: R — R es polindmica de grado n si sus imagenes se expresan mediante un
polinomio de grado n:

f(X) = anX"+ an X"+ ... + ax® + axt + a, donde aiceR, Vi

El dominio de todas ellas es Ds = R.

» Funciones polindmicas de grados 0y 1

Las gréficas de las funciones polinémicas de grados 0 y 1 son rectas, y sus expresiones son:
(A) f(x) = mx +n, con m = 0, que llamamos funciones afines, donde:

o El coeficiente m es la pendiente de la recta e indica su inclinacién.

o El coeficiente n es la ordenada en el origen e indica el punto de corte con el eje QY.
Sin =0, la funcién afin se llama funcion lineal.

(B) f(x) =n, que llamamos funciones constantes. Son rectas horizontales (pendiente nula).

Ejemplo 6
N
Representamos graficamente la funcion afin dada por:

2
f(x)=—=x+2 T g Py
) =-3

N
~
w

. . . 2 R it e
La ecuacion que representa dicha funcion es y = -3 X+ 2, que ! &
1 1
es la ecuacion explicita de una recta. Su pendiente y su ! ! !
ordenada en el origen son respectivamente: ! ! ! N
B i S e B R
m=-2 n=2 o
3 1 1 1 1

A continuacion tenemos representaciones gréaficas de funciones afines para distintos valores de my n:

m=2 n=1

6 m=1 3 n=0
4 n=-1
m=1/2
-3
______ -1 —————
4 -2
6 m=-1 3
m=-2
f(xX) =mx (m=+1/2, £1, +2) f(x)=x+n (n=0, £1, £2)

Observa que, manteniendo el mismo valor de n (n = 0 en el primer dibujo), las rectas pasan por el origen y tienen
diferente pendiente. Manteniendo el mismo valor de m (m =1 en el 2.° dibujo) las rectas son todas paralelas.




Ejemplo 7
—

Tres empresas de alquiler de vehiculos ofrecen a sus clientes las siguientes condiciones contractuales:
Empresa A: 50 € por dia.
Empresa B: 10 € por dia, mas 0.2 € por km.
Empresa C: 20 € por dia, mas 0.1 € por km.

Un cliente quiere alquilar un coche durante 10 dias.

(A) Si x es el nimero total de km recorridos en 10 dias, expresamos 3 funciones que representen el coste del
alquiler del vehiculo en cada empresa, en funcion de x.

(B) Comparamos las funciones para determinar qué empresa conviene contratar segun los km que realicemos.
(A) Llamamos fa, fg y fc a las funciones que representan los costes en funcion de los km recorridos, en los 10
dias, para la empresa A, B y C, respectivamente. Del enunciado deducimos:

fa(x) =500 parax =0
fs(x) = 100 + 0.2x parax =0
fc(x) =200 + 0.1x parax=0
(B) Vemos que si el cliente recorre pocos km le conviene la empresa C, pero si recorre muchos le conviene A.

Para resolver la cuestion representamos graficamente las funciones: "si una recta queda debajo de las otras
dos es que la funcién que representa tiene sus imagenes menores". Por tanto, el precio es menor para la recta
que se dibuja por debajo. Los puntos de interseccion de las rectas nos proporcionan los valores de X para
los que los costes son los mismos; a partir de ellos, podemos decidir la empresa que conviene.

fa(x) = fz(X) — 500 =100+ 0.2x — x=2000
fax)=fc(x) —  500=200+0.1x —  x=3000
fa(x) = fe(x) — 100+0.2x=200+0.1x — x=1000

700 : ! . :
e e

500 I : I I

! ! : 1fa

i i 400 |-m-mnnn [ EELY 3  FEEELEE mmm——— [ EEEEEEE]

Si 0 < x <1000 conviene la empresa B. | i fe | |
300 |-----—gF- - e et e

Si 1000 < x < 3000 conviene la empresa C. | i | |
200 P2~ f--- R [T A RS

Si x > 3000 conviene la empresa A. : : : :
100 fmomm s . R . T

1000 2000 3000 4000 5000

9  Representa graficamente las siguientes funciones afines:
(A) fx)=2x—3 (B) f(x)=2x+3 (©) f(x)=—2x+3 (D) f(x)=—2x—-73

10 ¢Cual es la funcion afin cuya grafica pasa por los puntos A(2, —=3) y B(10, 1)? ¢Y por A(0, —-3) y B(-3, 0)?
11 Halla las funciones, de graficas paralelas a las rectas del ejercicio anterior, que pasan por el punto A(1,2).

12 Una persona solicita un préstamo para cancelar un afio después. Las condiciones del banco A son una
comision de 50 euros mas un 10 % de interés anual. Las condiciones del banco B son una comision de 100
euros mas un 5 % de interés anual. Si llamamos x a la cantidad que solicita al banco, se pide:

(A) Expresa, para cada banco, el coste del préstamo en funcidn de x.
(B) Representa graficamente las anteriores funciones obtenidas e indica en qué banco conviene solicitar el
préstamo.



» Funciones polinémicas de grado 2

Son llamadas también funciones cuadréticas. Su expresion general es:

f(x) =ax*+bx+c, cona b, ce R, a=0.

e . i : _ b
Su representacion grafica es una parabola, con vertice en el punto de abscisa x, = e
a

Ejemplo 8
.
Representamos graficamente la funcion cuadratica dada por f(x) = %xz —X _g .

Obtenemos el punto de corte con el eje QY, que es en el punto de abscisa x =0: (0, —3/2).

Obtenemos los puntos de corte (si los hay) con el eje OX, resolviendo la ecuacion f(x) = 0:

%xz—x—g=0 5 x-2x-3=0 - x=3,x=-1 - (3,0)y (-1,0)

. - b -
o Obtenemos la abscisa del vértice, x, = — 2— =1, luego el Vértice es V(x,, f(x,)) = V(1, -2).
a

e Calculamos al menos 5 puntos de la grafica (entre ellos el vértice y los cortes con los ejes). Como estas
parabolas son simétricas respecto de la recta vertical que pasa por su vértice, es conveniente dar valores
de x en la tabla equidistantes respecto del vértice, pues la imagen sera la misma:

X f(x) 5

-2 5/2 §

-1 0 SRR R
Xy =1 Y 2R

-3/2

, —
3 0 I .
4 se | - />

Corte QY (0, =3/2)

B el T

]
[piaiainietl A------ T-=----
1 ] '

0 312 UL VRPN B i B -

Vértice |(1, -2)

A continuacion representamos gréficas de funciones cuadréticas para b = ¢ = 0 y distintos valores de a.
Si a > 0, la parabola dirige sus ramas hacia arriba, y si a < 0, hacia abajo. La magnitud de |a| esta directamente
relacionada con la apertura de las ramas: a mayor valor, menor apertura.

\é \

[N

=8

Gréficas de f(x) = ax’ para a=1,2, 1/3 Gréficas de f(x) = ax’ para a=-1,-2,-1/3




Ejemplo 9
|

13

14

15

Un club de tenis tiene 100 socios que pagan una cuota anual de 1000 €.

Se realiza una campafia para captar nuevos socios. Todos se implican puesto que por cada socio nuevo se acuerda
disminuir la cuota anual en 5 € a cada uno.

Llamamos x al nimero de socios nuevos y C(x) al capital total obtenido por cuotas anuales.

(A) Obtenemos la expresion general de C(x) y su representacion grafica.
(B) ¢Cuél es el nimero de socios para el que se obtiene mayor capital? ;Y cual es el valor de éste?
(C) ¢Para qué valores de x la campafia de captacion de socios hace aumentar el capital anual del club?

(A) Con x socios nuevos, el nimero total de socios es de 100 + X, y la cuota anual de cada socio pasa a ser de
1000 - 5x euros, con lo que el capital que obtiene el club es:
C(x) = (100 + x)(1000 — 5x)
Si efectuamos las operaciones, obtenemos una funcién cuadratica, cuya grafica es una parabola:
C(x) = — 5x* + 500x + 100000
Pero se debe verificar que x > 0y entero (nimero de socios nuevos) y C(x) = 0 (pues es el capital).

Esto trae como consecuencia que el dominio de la funcién C(x) son los valores enteros x para los que la
parabola queda dibujada en el primer cuadrante (en realidad la parébola no es tal, solo son puntos no
conexos de ella).

X C(x) , . :

0 | 100000 1000007 e NG E—
25 | 109375 20000 ’ ’ :

50 | 112500

75 | 109375 o
100 | 100000 4000 : ; :
150 | 62500 Y W N
200 0 5 i f

50 100 150 200

(B) EIl mayor capital se obtiene en el vértice de la pardbola, cuya coordenada x es:
b _ 500

y el capital maximo se obtiene en dicho valor, C(50) = 112500 €.

(C) El capital total del club, sin admitir nuevos socios, es C(0) = 100000 €.
Los valores de x que permiten aumentar el capital del club son las soluciones de la inecuacion
C(x)>100000 — —5x*+500x + 100000 >100000 — —5x(x —100)>0

que se verifica para 0 < x < 100.

Por tanto, el capital total aumenta, respecto al valor inicial, para los valores de x =1, 2, 3, ..., 99.

Representa graficamente las funciones cuadraticas:
(A) f)=x*-4  (B) g)=x*+4  (C) h(x) = —%xz +2x+8 (D) c(x)= %XZ—ZX +3

Encuentra la funcion cuadrética cuya gréfica pasa por los puntos A(2, 0), B(3, 0) y C(0,6). Encuentra también
la que pasa por el punto A(0, 4) y tiene por vértice V(2, 2).

Expresa el area de un rectangulo de perimetro 50 en funcidn de la longitud x de su base. ;Qué funcion es?



1.4 Funciones racionales

Las funciones racionales tienen como expresién una fraccion racional, el cociente de dos
polinomios p(x) y q(x):

f: R —> R tal que f(x) = P
q(x)

El dominio son todos los nimeros reales excepto las raices del polinomio del denominador:
Ds = R~{soluciones de la ecuacion q(x) = 0}

Ejemplo 10
|
Calculamos los dominios de las siguientes funciones racionales:
1 X -1 x? -1 1
A) === (B gx)= ©) h()= = D) FX)= —5——
2x -3 X"+ 4 X*—4 X® =X —2X+2

(A) El Unico valor de x para el que no existe imagen f(x) es el que anula el denominador:
2x—-3=0 —> x=3/2
D¢ = R~{soluciones de 2x - 3 = 0} = R~ { g }

(B) La ecuacién x* + 4 = 0 no tiene solucién real y, por tanto, no existe ningn valor que anule el denominador
de la funcion g(x), por lo que su dominio es:

D,=R
(C) Dp=R~{xeR:x*-4=0}.
Como x—-4=0 < X°=4 < x=20 x=-2

Dy = R~{=2, 2}

(D) Ds=R~{xeR:x®-x*-2x+2=0}. Factorizamos la ecuacion de tercer grado, por Ruffini:

1 -1 -2 2

1 10 -2 fmp 0 x2_D — XX -2x+2=(x-1)(x*-2)

10—2\0_

Entonces: x3—x2—2x+2(T)0 e (x-1)x-2=0 < {

Xx-1=0 —» x=1
x2-2=0 > x2=2 > x=+2

Por tanto DF=R~{1,—J§, \/5}

16 Calcula el dominio de las siguientes funciones racionales:

_ X+1 - X+2 = _x-4 = X+l
(W) )= (®) g9= ©) )= —7 O) W= a1

_ x+1 _ X — X - x+1
® === W= ©) h=F—— ¢ K==



Ejemplo 11
|
Se conoce por indice de complexién fisica i al cociente entre el peso p de una persona, en kg, y el cuadrado de su
altura x, en metros. Definimos:
P

X2

Distinguimos cuatro tipos de complexiones, segun los valores de i:

Complexion: Delgada Normal Gruesa Obesa

Valores de i: i<22 22<i<27 27<i<32 i>32

Por ejemplo, si una persona pesa 70 kg y mide 1.75 m, entonces es de complexién normal, pues:
i=_—"0 -8 y 220<28<27
(1.75)2

e Siuna persona pesa 80 kg el indice de complexién es una funcidn racional que depende de su altura:

i(x):@, x>0
X2

Se trata de una funcion decreciente, pues el valor de i disminuye al aumentar el valor de x, como vemos en la
tabla siguiente y en la gréfica posterior.

Valores de x: 1.50 1.60 1.70 1.80 1.90 2.00
Valores de i: 355 31.25 27.7 24.7 22.2 20

Complexién: | Obesa | Gruesa | Gruesa | Normal | Normal | Delgada

Para una persona de 80 kg, ¢cuales seran los limites de la altura x que lo sitGan en los diferentes tipos de
complexiones? A la vista de la gréafica, son obtenidas despejando x en la ecuacion de la funcidn.

Por ejemplo, la altura minima para los delgados y maxima para 55
los normales se obtiene de:

iz22 o 2=20 , -8 /% ~1.90

.....

NG 22
Mientras que la altura méaxima para los obesos y minima para los [N,
gruesos se obtiene de:

o, [ NN e S S S
i=32 » 32280 L =80 - [80 g5 - i
X2 32 32 20 TR i
H|

~n
N
T
1

P D

e

Obtenemos la siguiente tabla, para un peso de 80 kg:

Complexion: Delgada Normal Gruesa Obesa

Valores de la altura x: X > 190 1.72<x<1.90 | 158<x<1.72 i<1.58

17 Repite el ejemplo anterior para una persona con peso de 100 kg. Obtén los limites que corresponden a cada
tipo de complexion.



» Funciones de proporcionalidad inversa

Las funciones de proporcionalidad inversa son funciones racionales cuya expresion es:
_k -
f(x) = —, con dominio R~{0}.
X

« El ndmero no nulo k se llama constante de proporcionalidad inversa.

o Las gréaficas de estas funciones son hipérbolas, con asintota vertical r: x = 0 y asintota
horizontal s: y = 0.

Veamos las gréficas de algunas funciones de proporcionalidad inversa, para distintos valores de k:

f)= K, parak=1,k=2,k=1/2 fx)= K, parak =1, k=172
X X
sk 5
_ ‘.\ Ke2
k=1 H H H
% =
\ NN
5 -8 -1 ‘\%“H e t? i :
T‘E‘ N\ ' 1T [

et

m

5§

Ejemplo 12
|

Para llenar un deposito de 100 litros de agua disponemos de un grifo.

Si llamamos x a la velocidad de verter agua (capacidad del grifo), medida en litros por segundo, y t al tiempo
necesario, en segundos, para llenar el depdsito, ambas variables estan relacionadas por la ecuacién

X -1t=100 @

Observa en la tabla que al aumentar la velocidad al doble el tiempo de Ilenado se reduce a la mitad, y viceversa.
"Las variables son inversamente proporcionales" y el nimero 100 es la constante de proporcionalidad
inversa. Si x es la variable independiente, la funcion que proporciona el tiempo de llenado es

t(x) = @, para x > 0.
X
500[ T
X t 450
400 |-
0.25 400 350 l
0.5 200 800
250
1 100 200 \
2 50 150
100 \'
4 25 o S~ N




» Desplazamientos horizontales y verticales

e La grafica de f(x) = XL—a’ con dominio R ~ {a}, supone un desplazamiento respecto de la

de proporcionalidad inversa de a unidades a la derecha. Su asintota vertical es ahora r: x = a.
k
X
de proporcionalidad inversa de b unidades hacia arriba. Su asintota horizontal es s: y = b.

e La gréfica de f(x) = 2 +b, con dominio R ~ {0}, supone un desplazamiento respecto de la

o Lagréfica de la funcion racional f(x) = AX+B o5 ina hipérbola con dominio R ~ {—9}, y:
Cx+D C
(A) Asintota vertical enr: x = —g : (B) Asintota horizontal ens:y = %

Representamos graficamente las funciones racionales siguientes, y obtenemos las ecuaciones de sus asintotas:
-X+3
-1

)= 20 00)= 2 +1 h(x) =

X

' . B T ——
—--!—--!—-'l—--!—-li—-:—--l—--!—--—--

° La gréfica de f(x) = % de dominio R ~ {-1}, es un desplazamiento horizontal de —1 unidades de y = %

(hacia la izquierda), y sus asintotas sonr: x = =1y s: y = 0.

XN

o a grafica de g(x) = = + 1, con dominio R ~ {0}, es un desplazamiento vertical de 1 unidad dey = =,
La grafica d )2(1 dominio R ~ {0 despl i ical de 1 unidad d

(hacia arriba), y sus asintotassonr: x=0ys:y=1.

° La gréfica de h(x) = _Xxijls con dominio R ~ {0}, es una hipérbola con asintota vertical r: x = 1 y asintota
horizontal s: y = -1, y resulta de dos desplazamientos, uno horizontal de 1 unidad y otro vertical de —1
2

unidad, de la hipérbolay = Esto lo podemos ver si efectuamos la division:

X

X+ 3 x—1

2 1 - X+3=-1x-1)+2 -

18  Un rectangulo tiene 1000 m?® de superficie. Establece una funcién que mida las dimensiones de un lado en
funcién de las dimensiones del otro lado.

19 Dadas las funciones de proporcionalidad inversa f(x) = g yo(x) = = , desplaza 4 unidades hacia arriba y 2
X X

hacia la izquierda las graficas de dichas funciones. ;Cémo son las nuevas expresiones?

2X+4 2x—3
©)
3X—6 3X+1

20 Representa gréaficamente las funciones:  (A) f(x) = X_J’g’ (B)
X_



1.5 Correspondencia reciproca

Dada una correspondencia f: A — B, representamos por f ~* la correspondencia reciproca o
inversa de f, que verifica:

« El conjunto inicial de f* es el final de f, y el conjunto final de f * es el inicial de f:
f"B>A
« Los pares de elementos relacionados en f * son los de f pero cada par intercambia orden:
(x,¥) € Gs siysolosi (y,Xx) e G-
Asi pues, los origenes de f ™ son las imagenes de fy viceversa, por lo que:
D,. =Rty R =Dx

Las graficas de cualquier correspondencia y de su reciproca son simétricas respecto de la
bisectriz del primer y tercer cuadrante.

Ejemplo 13
|
Obtenemos la correspondencia reciproca de la funcion f: R — R, definida por f(x) = 2x + 1, ¥xeR.

Su grafoes Gf={(0, 1), (1,3),(2,5)..} ={(x, y)eR:y=2x + 1}

Entonces el de f *es G+ ={(1,0), 3, 1), (5,2)..} = {(x,y) eR?:y= XT_l}

La ecuacion de la correspondencia f * se obtiene cambiando x por y en la ecuacién de f, y después despejando y:

y=2x+1 - x=2y+1 > 2y=x-1 < szT_l
Como la soluci6n obtenida es siempre Unica, cada elemento tiene una Unica imagen, y por tanto la
correspondencia inversa de la funcién f, que representamos por ™, es una funcién:

1 R - R, definida por f(x) = XT‘l ,vxeR

0| 1 n / .-y 1|0

1] 3 et 3 | 1
.. B A

2 | 5 /({/j 5 | 2

3 | 7 v E 7| 3

4 |9 -/ 9 | 4

La tabla de valores de f se puede obtener intercambiando x por y en la tabla de valores de f, como hemos hecho
en las tablas anteriores. Por eso las dos graficas son simétricas respecto de la bisectriz y = x.

Dada una funcién f, la expresion general de su correspondencia inversa se obtiene:
o Cambiando x pory en la ecuacion y = f(x).
« Despejando la variable y en la ecuacion x = f(y).




» Funciones inyectivas

Decimos que una funcidn es inyectiva si verifica la siguiente propiedad:

Cada elemento del recorrido tiene un Unico origen o antiimagen.

>

Propiedades de las funciones inyectivas

Si f es una funcién inyectiva, entonces:

Toda recta horizontal corta a la grafica en un unico punto como maximo.

funcion reciproca o inversa de f.

Para cualquier elemento y del recorrido, la ecuacion f(x) =y solo tiene una solucion x.

La correspondencia reciproca de f es una funcion, que también es inyectiva, y que llamamos

Ejemplo 14
I

Obtenemos la correspondencia reciproca de la funcién f(x) = x%, VxeR, y comprobamos que no es inyectiva:

De la ecuacién y = x* intercambiamos x por y, y despejamos y. Obtenemos la correspondencia reciproca:

y=x2 o> x=y? o y'=x o y=+/x o flx)=+/x

La correspondencia reciproca de f(x) = x*, Vx €R, es f™(x) = { —JI%, X } , Vx 2 0.

La funcion f no es inyectiva, porque cada valor del recorrido tiene dos origenes y f ™ no es una funcién. Observa
el primer dibujo.

Si consideramos la funcién f(x) = x?, Vx > 0, cuya gréfica esta en el segundo dibujo, f si que es inyectiva, y su
correspondencia inversa es una funcion, que se llama funcion raiz cuadrada:

£ ) = X, x=0

4 - 4 = 2
t t 7 — X) =X

Funcién rajz cuadrada:

,,/ . 1 . /,,/ B} f X) _ \/__ ‘> 0
~——_ £

2 2

f no inyectiva, f™ no es funcion. f inyectiva, ™ es funcion.

21

22

Comprueba si son inyectivas las siguientes funciones y obtén sus correspondencias o funciones reciprocas:

(A) fx)=3x-4 (B) f®)=x"-1  (C) f(x)= %xz + % D) fx)=x2+x  (E) f(x) = 2X_+43
X —
Representa graficamente y obtén el dominio y el recorrido de las funciones:

(A) )= Vx—1 (B) fx)= Vx+1 (C) ()= v2x+1 (D) f(x)= v—2x+5 (E) f(x) = Vx> 1



1.6 Funciones definidas a trozos

Hasta este momento las expresiones que definen las funciones se obtienen de una ecuacién que liga la
variable independiente con la dependiente.

Existen muchas funciones que no pueden ser deducidas simplemente de una ecuacion, requieren varias,
cada una aplicable en determinadas circunstancias. Aparecen asi las funciones definidas a trozos.

Ejemplo 15
—

En el mercado de la telefonia movil irrumpe una nueva empresa, TELEFONA S.A., que ofrece sus servicios con
tarifas fijas. El precio del servicio se calcula en el recibo bimensual de la siguiente manera:

e Las primeras 15 horas contabilizadas tienen un precio de 1 euro por hora.
o El tiempo que excede de las 15 horas tiene un precio de 0.5 euros por hora.

La empresa considera el tiempo totalmente fraccionable en minutos, segundos...

¢Cudl serd la funcién gasto G, en telefonia movil, dependiendo del tiempo acumulado t, si contratamos los
servicios de TELEFONA?

GASTO = PRECIO UNITARIO - TIEMPO
(A) Si el tiempo acumulado t en llamadas no supera las 15 horas, el coste es de 1 euro por hora:
si te[0,15] —» G)=1-t=t

(B) Si el tiempo acumulado t supera las 15 horas (y como maximo hay 1440 h en dos meses), el coste de las
primeras 15 h es un euro por horay el resto a 0.5 euros:

si te]l5,1440] —» G(t)=1-15+05-(t—15)=7.5+0.5t
En resumen, la funcién gasto G se expresa como:

t si 0<t<15

Gt: R->R talque G(t) = i
75+05t si 15<t<1440

La anterior funcion se llama definida a trozos, porque esta constituida con dos trozos de funciones distintas:
Gy(t)=t si 0<t<15 Gy(t) =7.5+ 0.5t si 15<t<1440
Para ver el célculo de las iméagenes de la funcion G, nos referimos a dos casos particulares:
e ;Cual es el gasto si empleamos un tiempo de t = 5.2 horas?
Como 0<52<15 — G(52)=Gy(5.2)=52¢€
e .Y si empleamos un tiempo de t = 22.5 horas?
Como 15<225<1440 — G(22.5)=G,(22.5)=7.5+0.5-22.5=18.75€

A continuacion tenemos una tabla de valores de la funcién G(t) y la representacion grafica para 0 <t < 30.

t | C 3
0 25]
Ci 5 5 20}
15 | 15 Ao
16 | 155 ot
20 | 175 A B e
C. 30 | 225 I N N A
1440 | 727.5 C N
T w




> El valor absoluto de una funcién

Llamamos funcion valor absoluto de f, que representamos por | f |, a la funcién definida a

trozos: _
o= (004 res
—f(x) si f(x)<0

En el caso particular de h(x) = x, VxeR, obtenemos la funcién valor absoluto de x:

B | x st x>0
()| = | x| = :
—X si x<0
Ejemplo 16
|
Representamos graficamente las funciones:
X si x>0 x2-1  si x?-1>0
f(x)=|x|={ . 900 =1X* 1= 1 o
-x si x<0 X~ +1 si x“-1<0

, , x*~1 si x>1o0x<1
Como x°-1<0 & x°<1 & -1<x<1 = g¥=
Xx*+1 si -l<x<1
Para representar f y g, hacemos lo propio (sobre los mismos ejes) con las funciones que definen sus ramas:
fL(xX) = x y Fo(X) = —x 00) =X =1y go(x) = —x*+1

Las gréficas de f'y de g son, respectivamente, los “trozos” dibujados en trazo continuo.

T T 3 T T T 3 T

1 1 1 1 \ 1 1 i

1 1 1 1 1 1 1 |l

! ! ! ! : : : ;
""" NS [ Rt et ] Rl Al o

1 1 1 1 1 1 1 1
""" PN A /f\

1 1 1 1 1 1 1 1
3 2 N 2 3 3 -2 & 2 3

1 1 1 1 1 1 I‘ 1

I I N ' | r ' '
______ SN Y INRES S RN Y IR

: ieeet Xoveeeh s R e e

: : PN ; ; Lo

1 1 N V! 1 1 v

! ! PN by : |
------ 4 [ B N (R S it R R S

: : ! RN oo Y

; ; ; I i ! ! '

! R ! I ! ;

23 Expresa una funcidn que represente el coste (en euros) del agua doméstica en funcion del consumo realizado
(en m?) a partir de los siguientes datos:
(A) Los 15 primeros m* tienen un coste de 0.25 € por m”.
(B) Los 30 siguientes m® cuestan a 0.40 € por m”.
(C) A partir de los 45 m® cuestan a 1 €/m”.

24 Representa graficamente las funciones

(A fx)=|2x—3] (B) gx)=|x*—3x—4| (©) h(x)= ‘Xi_l (D) t(x)=

x—Z‘
+2



1.7 Sumay diferencia de funciones

Consideramos las funciones fy g. Llamamaos:

e Funcién sumade fy g, que representamos por f + g, a la funcidn cuyas imagenes son:
(f+9)(x) = f(x) +9(x)

« Funcién diferencia de f y g, representada por f — g, a la funcion cuyas imégenes son:
(F-9)(x) = f(x) —9(x)

Sus respectivos dominios son Ds.y = DfN Dy y Ds_g = DsN Dy.

Ejemplo 17
]
En general existen muchas funciones que son suma de otras dos. d
Una de ellas es la funcion de costes totales de una empresa b ic=ifegl s
7____J____I.____I____J.____I _______ |
C(x) = Co+ Cu(x) Y
donde x representa las unidades producidas. o e——-—— A
Esta funcion es la suma de la funcion constante de costes fijos, Bf s AT b
f(x) = Cy, y la funcion lineal de costes variables g(x) = Cy(x). f(x0) A
Por ejemplo, i (9 =5 = Cy ¥ 99 = 1x=C,(0)
1 SR S 59N S
COO =10 +90) =5+ > | > (A
1 S S
En un contexto econdémico como el presente, los dominios de fy AR
g son [0, +oo[, luego el dominio de C(x) es [0, +oo]. T 2 x5 & 7 8

Ejemplo 18
]
Calculamos el dominio de la funcion h(x) = il +
X_

X
x? -4

Como h es la suma de las funciones racionales f(x) = il yax) = X_ de dominios:
X— 4

X2

D¢ = R~{soluciones de x — 1 = 0} = R~{1} y Dy = R~{soluciones de x?—4=0}= R~{-2, 2}.

Por tanto Dy, = D+ g = DN Dy = R~{-2, 1, 2}.

25 Obtén la expresion de las funciones suma y diferencia, y los dominios respectivos, en los siguientes casos:

: L B 0= —.g0= 51— (© 0= x3.e00= x4
X"+ X X" =X

A) f(x)= =
(A) )= 7, &)

x? -3

26  Calcula el dominio de la funcion f(x) = Vx -1 — J2-x .



1.8 Producto y cociente de funciones

Consideramos las funciones f y g. Llamamos:

e Funcion producto de fy g, f - g, a la funcidn cuyas imégenes son (f - g)(x) = f(x) - g(x).
f(x)

@.

Sus respectivos dominios son Ds.qg = DN Dy y Ds,¢ = (DfN Dg) ~{soluciones de g(x) = 0}.

« Funcion cociente de fy g, f/g, a la funcion cuyas imagenes son (f/g)(x) =

Ejemplo 19
|

Consideramos las funciones, con dominio R, definidas por: . .

fo=2x y g=x | \E 3
Calculamos las funciones producto y cociente de fy g: \
(F- 000 =0 - 900 = x - 2x = 2 A
(fFlg)(x) = LG 2, siempre que X =0
9(x) X 3 2 1 T 2 3
pues g(0) =0, y no podemos dividir por cero. e S
Deducimos que /// R

(f-g) (x) =2x4 vxeR y (f/g) () = 2, VxeR ~ {0}

=3

Ejemplo 20
|
. . X—-2
Calculamos el dominio de la funcion h(x) = .
Jx - 4

Esta funcion es el cociente de las funciones:
f(x) = Jx—=2, con dominio Ds = [2,+o[y g(x)= JX -4, con dominio Dg=1[0, + o [.
Entonces Dy, = (DsN Dg) ~ {soluciones de JX —4=0}. Pero DiN Dy =[2,+o[N [0,+0[=[2,+ [y
WX -4=0 & Jx=4 o x=16

Obtenemos:

Dy = [2, + o[ ~ {16} = [2, 16[ U ]16, +oo[.

27 Obtén la expresion de las funciones producto y cociente, y los dominios respectivos, en los siguientes casos:

(A) fx)=x+2, g(x) = xi+1 (B) f(x) = v1-x,g(X) = v1+x ©C) f(x)=1+ Jx, gx)=1- Jx

Ix+1 v g(x) = X+1 5
Ix=2 X—2

28  ;Son iguales los dominios de las funciones f(x) =



1.9 Composicion de funciones

Las operaciones suma, diferencia, producto y cociente son una extension de las operaciones numéricas
al conjunto de las funciones. La operacion que definimos a continuacion no tiene relacion con los numeros,
pero hay que decir que la mayoria de las funciones son compuestas de otras mas elementales. Su importancia
se vera a lo largo de los préximos capitulos.

Dadas dos funciones f y g, llamamos funcion compuesta de f y g, representada por g o f
(leemos f compuesto con g), a aquella funcion cuyas imagenes se obtienen de la expresion:

(g 0 )(x) = 9((f(x))

Ejemplo 21

I
Consideramos las funciones f(x) = 2x, con dominio Ds = R y g(x) = /X , con dominio Dy=[0, + o [.
Calculamos el valor de la funcion compuestagofenx=8,x=1,x=2.

Para obtener (g o f)(8), efectuamos dos operaciones; primero calculamos el valor de f en 8 y después el valor de g
en f(8):
f(8)=2-8=16 — g(f8)=g(16)=+16=4 — (gofH(@B) =4

® f(x) = 2x @ 909 = x @
Del mismo modo, calculamos las otras imagenes:
(9o () =g(f(1)) = 9(2) = V2 - (gofH(1) = V2
(9oN(2) =g(f(2)) =g(4) = /4 =2 - (9of(2)=2
Pero hay elementos del conjunto inicial que no poseen imagen; por ejemplo:
(gof)(-2) =g(f(-2)) =g(-4) =? pues J=4 no es un ntimero real

Observa que f(—2) se puede calcular pero no g(f(-2)) = g(-4), porque —4 no pertenece al dominio de g (cosa que
ocurre en este ejemplo con cualquier nimero negativo). Deducimos que:

(gof)(x) solo se puede calcular si xeD; y f(x)eDy

Ilustramos con diagramas de Venn la composicion de fy g:

(goN(x)

| f(x) = 2x R g(x) = Jx

Dgof = [01 +w[




» El dominio de la funcion compuesta

El dominio de la funcién compuesta g o f esta formado por los elementos del dominio de f cuyas
iméagenes pertenecen al dominio de g:

Dgot = {xeD;/ f(x)€Dg}

Ejemplo 22
|
Dadas las funciones fy g del ejemplo 21, calculamos la expresion general de de gof, fog y sus dominios.

e Actuando para x de la misma forma que alli haciamos para al nimero 8:
(90N = g(f(x)) = 9(2) = V2x
Para calcular el valor de g(2x) es necesario que 2x > 0, que ocurre si X > 0, por tanto Dy, = [0, +oof.
e De la misma forma, (fo g)(x) = f(g(x)) = f(«/;) = 2Jx.
Para calcular el valor de g(x) es necesario que x > 0, por tanto también Ds, 4 = [0, +ool.

Observemos que la funcién compuesta fog es diferente de gof.

f(x) = 2x

R R 9(x) = Jx R R 9(x) = [x R _f¥=2_ g

| )

(9o () = g(2x) = V2x (fog)(x) =f(vx) =2x

Ejemplo 23
|
. o x*+1
Hallamos el domino de la funcidn irracional dada por F(x) = 1

2
Esta funcién es compuesta de las funciones g(x) = Jx y f(x) = X—+11 , pues:
X —

2
(@0 D) = gF(x)) = g[xz”j - ,/X 1ok
x -1 X-1

X2

Siempre que x = 1 (xeDy) y que +11
X_

> 0 (f(x)eDy) existira la funcion F = g o f. Ademas:

x2+1
x-1

>0 & x-1>0 & x>1

De este modo, si x # 1y x > 1 existe la funcion compuesta, es decir, Dgo¢ = ]1, +ool.

29 Halla las funciones compuestas fo g y g o f en los siguientes casos:
(A) fx)=2x+1,gx)=x*-1 (B) f(x) =|x|,g(x) = Vx+1 (©) f(x) = NYS gx) =x-2
(D) 709 =2x+ 1,909 = = (E) 00 =x’~1,9(x) = Vx+1 (F) 709 = Vx, 909 = -
X+ X +



> Propiedades de la composicion de funciones

1  Existe una funcion que al componerla con cualquier otra no altera las iméagenes de ella. Es
el elemento neutro de la composicion, la llamada funcion identidad i(x):

i: R —> R definida por i(x)=x, VxeR

Para cualquier funcionf:  foi=f iof=f

2 Sifes una funcién inyectiva, su reciproca f* es inversa de f respecto de la composicién,
es decir, al componerlas entre si obtenemos la identidad (en los dominios reducidos):

(A) (Fo f)(x) = i(x) = x, VxeDs (B) (Fof™)(x)=i(x) =X, VXe D,

1 Comoi(x) =x, VxeR, la definicion de composicion de funciones conduce a:
(Foi)(x) = f(i(x)) = f(x), YxeDs (pues i(x) =Xx)
(i o H)(X) = i(f(x)) = f(x), VxeDs (pues f(x)eR)

2 Sifesinyectiva, su correspondencia reciproca f * verifica D;1 =Rfy Riu =Dy

Para cualesquiera xe Dy, yeR se tiene:
)=y < fiy=x (¥
(A) Para cualquier xeDy, si f(x) = y:
(Fo N0 = F(100) =F(y) = x
(B) Para cualquier yeRy, si f(y) = x:
_ _ *)
(FofHY) =fE* () =f(x) = vy
| Lo Tt J | o fof™ f \}
Df — > R % Ds Ry

Ds

Ejemplo 24
]
Dada la funcién f(x) = 3x — 5, ¥xeR, hallamos su funcién reciproca f * y comprobamos que:

fofl=iy flof=i

Para obtener la funcion reciproca, cambiamos x por y en la ecuacion y = f(x), y a continuacion despejamos y:
y=fx) » y=3x-5 > x=3x-5 > y= XTJFS

Como la solucién es siempre Gnica f es inyectiva y su correspondencia inversa f ~* es una funcién:

£x) = X_;5 VxeR

Calculamos la composicién de f con su inversa:
(Lo HX) = FL(F(X) = F(3x — 5) = 3’“—35+5 =x o flof=i
X+5 X+5

3

(Fo () = f(F () = f[Tj I




Ejemplo 25
|
o Dada la funcion definida por f(x) = Ll parax = 1, calculamos la composicion fo f
X_

X X

(fof)(x) = f(f(x))-f[ J— ;‘ x-1 = 1—1 =X
-1 =
X-1

x

x-1
siempre que x = 1 (requisito necesario para aplicar f) y que Ll # 1 (necesario para aplicar f por segunda
X —
vez). Este Gltimo requisito es cierto siempre en esta funcién.
Si (fof)(x)=x paratodo x=1 — fof=i — f'=
La funcion reciproca de f es ella misma: f(x) = Ll , parax # 1.
X —
e Calculamos la funcion reciproca f * con el método habitual. De la ecuacion y = f(x), intercambiamos x por y,
y a continuacion despejamos y:

y=f(x) < y—_1 & x=L1 o Xy-1)=y © Xy-X=y <
y_

&S XY-y=x & yx-1)=x & yzil

X_

Obtenemos la misma funcidn reciproca:

f(x) = Ll ,parax # 1
X_

> Observacion

No debemos confundir la inversa respecto de la composicion con la inversa respecto del producto:

Dado cualquier nimero real a = 0, sabemos que su inverso respecto del producto se escribe indistintamente por

a* o por 1/a. En cambio, en funciones esto no es asi. No es lo mismo f ™ que 1/f:

. . . L S X+5
e La inversa respecto de la composicién de funciones de la funcion f(x) = 3x — 5 es la funcion f (x) = =

como hemos visto en el ejemplo 11, y verificaque fof*=iyqueflof =i:

(FofY(x) = f[x+5j 3XT+5—5 x — fofl=i

1
f(x) 3x—5

e La inversa respecto del producto de funciones de la funcién f(x) = 3x — 5 es [ j(x) = y

verifica que f =1

- |

(f-%)(x):f(X)( )(x)—(3x 5): Ls—l

30 Dadaf(x)= 2%

—1 , 0btén las funciones fl y £, calcula sus dominios y comprueba que f - % =1yfof'=i

31  Obtén la funcién reciproca o inversa de las siguientes funciones y comprueba que se verifica fof * = f *of = i:
(A) f(x)=3x+5 (B) f(x)= 3X=5 ©) fx)= X2 (D) f(x) = %1
X X —

E) ()= v2x-1 F) 10 =xC+1 G) f(x) = 1+24x (H) f(x) = %1
X +
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11
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Problemas del capitulo 1

Considera la correspondencia entre los nimeros enteros definida por "cada nimero entero esta relacionado con sus
multiplos". Halla:

(A) f(10), f20), £7'(20) y £7(10).

(B) El dominio y el recorrido.

(C) La expresion que determina la correspondencia. ;Alcanza la categoria de funcion?

Encuentra la expresion general de la funcion f: N — Z tal que:
f(1)=3 f2)=5 f3)=17 f4)=9 f(5)=11...

Representa graficamente las funciones siguientes:

A) fx)=2x—1 (B) fx)=—2x+3 (©) fx)= —§x+1 D) f(x) = %x
Obtén las funciones lineales o afines cuyas graficas pasan por los puntos:

(A) P(1,3)yQ(5, -1). (B) P(1,1)yQ(4, 10). (C) P(-4,-3)yQ(5,3).
(D) P(2,6)y Q(0.5, 1.5). (E) P(2,3)yQ(5,3). (F) P(1,1/3) y Q(1/2, 4/3).

Cada kg de maiz cuesta 1.6 €. Expresa una funcién que establezca el coste de la compra dependiendo de la
cantidad comprada. ;Qué significado tiene el numero 1.6?

Dos carnicerias, A y B, tienen beneficios de 10500 € y 11000 € al elaborar 1000 kg de carne y unas pérdidas de
500 € y 1000 € respectivamente si no elaboran cantidad alguna. Expresa, para cada carniceria, el beneficio en
funcion de la cantidad x de carne elaborada. ;Cual de las dos empresas obtiene mayor beneficio? Realiza una
representacion grafica que muestre la solucion. ;Qué significado econdomico tienen las pendientes?

Compramos caquis y fresas por un total de 60 €. El precio por kg de los caquis es de 2 € y el de las fresas de 3 €.
Llamamos x ¢ y a la cantidad de kg de caquis y de fresas que compramos, respectivamente.

(A) Sicompramos 6 kg de caquis, ¢cuantos kg de fresas podriamos comprar?

(B) Obtén la ecuacion de la correspondencia que relaciona x con y.

(C) Expresay en funcion de x. ;Qué tipo de funcion es? ;Cudl es su dominio y su recorrido?

Una persona quiere comprar un coche pero duda entre elegirlo de gasoil o de gasolina. El de gasoil tiene un precio

de 20 000 € pero cada km recorrido supondra un coste de 0.10 €. El de gasolina tiene un precio inferior, de

16 000 €, pero cada km recorrido le supondra un coste de 0.12 €.

(A) Expresa dos funciones, una por tipo de coche, que proporcionen el coste total (coche mas combustible) en
funcioén de la cantidad x de km recorridos. ¢Qué tipo de funciones son?

(B) ¢A partir de qué cantidad de km conviene comprar el coche de gasoil y no el de gasolina?

La relacion entre la temperatura del aire T (en °F) y la altitud h (en metros sobre el nivel del mar) es lineal para
0 <h £20000. Si la temperatura al nivel del mar es de 60°F, y por cada 5000 metros de altitud que se sube, la
temperatura del aire disminuye 18°F:

(A) Expresa T en funcion de h.

(B) Calcula la temperatura del aire a una altitud de 12 000 metros.

(C) Calcula la altitud a la que la temperatura del aire es de 0°F.

Supongamos que la cantidad de oxigeno que hay en un lago (en mg/l) decrece con la profundidad de forma lineal.
Un bidlogo obtiene a 10 m de profundidad un contenido de oxigeno de 7.3 mg/l y a 40 metros, 4.9 mg/1.

(A) ¢Cudl sera el contenido en oxigeno a 30 m de profundidad? ;Y a 60 m?

(B) ¢A qué profundidad el contenido en oxigeno sera de 0.2 mg/I?

Supongamos que el precio de un servicio telefénico depende de la duracion del servicio mediante una funcion
afin. Si el precio por 10 minutos es de 4 € y el precio por 20 minutos es de 6.5 €:

(A) Calcula el precio que se pagara por una hora de servicio y también por dos horas de servicio.

(B) Calcula el tiempo de servicio por el que se pagaran 200 €.

El tipo de interés que ofrece a sus clientes un determinado banco fue del 7.25 % a los 3 meses de su constitucion
mientras que a los 12 meses fue del 5 %.

(A) Expresa el tipo de interés en funcion del tiempo transcurrido con una funcién afin.

(B) Obtén el tipo de interés que ofrecera el banco a los 24 meses de ser constituida.

(C) Obtén el tiempo que ha de transcurrir para que el tipo de interés sea del 1.5 %.
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En enero de 2004 el precio medio por m” de la vivienda fue de 1435 €, mientras que en agosto del mismo afio fue
de 1603 €. Si representamos la relacion entre el tiempo (en meses desde enero del 2004) y el precio medio
mediante una funcién afin:

(A) Obtén la expresién de dicha funcién.

(B) ¢Cudl seria el valor del precio medio para marzo de 2004? ;Y para enero de 2005?

(C) ¢Cuénto aumenta el precio medio cada mes?

(D) ¢Qué significado econdmico tiene la pendiente de la funcién afin de este problema?

(E) ¢Cuéntos meses tienen que pasar para que el precio medio de la vivienda supere la barrera de los 2000 €?

Supongamos que el consumo personal diario de agua crece con la temperatura. Sabemos que con una temperatura
media de 12° el consumo de agua es 136 litros y con una temperatura de 16° el consumo es 168 litros.

(A) Con estos datos, expresa el consumo en funcidn de la temperatura con una funcion afin.

(B) Para esta funcion, ¢cudl seria el consumo de agua para una temperatura de 22°?

(C) ¢Para qué temperatura media se consumird 280 litros por persona?

(D) ¢Cual es el significado de la pendiente en este problema?

Representa graficamente las siguientes funciones polinomicas de grado 2:
(A) f(x)=9-x? (B) f(x)=x*+2x-3 (C) f(x)=—6x>+x+1 (D) f(x)=(x-1)

Obtén la ecuacion de la funcion polindmica de grado 2 que pasa por los puntos:
(A) A(=1,6),B(1,0)y C(2, 0). (B) A(=1,5),B(1,3)y C(2, 11).

Una funcion polindémica de segundo grado se anula en x =2 y en x = —2. Obtén dicha funcion. ;Es tnica?

La funcién A(t) = 900t — 30t> proporciona, para cualquier instante t de tiempo (en segundos), la altitud (en metros)
que alcanza la trayectoria de un proyectil.

(A) Calculaen qué instantes alcanza 6 000 m de altitud.

(B) Calcula la duracion del vuelo del proyectil si se lanza desde una superficie horizontal.

(C) Calcula la mayor altitud que alcanza el proyectil y el instante en que se consigue.

Un submarino dispara verticalmente un proyectil. La ecuacion y = —x* + 50x — 400 expresa la altitud (en
decametros sobre el nivel del mar) que alcanza el proyectil, en funcion del tiempo (en segundos) desde que se
lanza.

(A) ¢A qué profundidad se encuentra el submarino?

(B) ¢Qué altitud alcanza el proyectil a los 5 segundos de ser lanzado? ;Y a los 20 segundos?

(C) ¢En qué instante el proyectil sale del mar? ;Cuando cae de nuevo al mar?

(D) ¢Cuél es la maxima altitud que alcanza el proyectil? ;Cuando es alcanzada?

La velocidad (en m/s) que alcanza un atleta en una carrera de 200 metros se expresa en funcion del espacio
recorrido x (en metros) por la expresion f(x) = —0.00055x (x — 300).

(A) ¢Qué velocidad tiene cuando ha recorrido 50 metros?

(B) ¢A qué velocidad llega a la meta?

(C) Halla la distancia recorrida en el instante de maxima velocidad. ;Cual es esa velocidad?

La oferta de energia eléctrica durante las horas laborables de un dia se expresa con la funcién f(x) = —2x* + 32x,
con 0 < x < 12, (x dado en horas y f(x) en millones de kW), mientras que la demanda de energia en ese periodo de

tiempo se expresa con la funcion g(x) = 8x + 40, con 0 < x < 12.

(A) ¢En qué instantes de tiempo la oferta es igual a la demanda?

(B) ¢En qué periodo de tiempo la oferta supera a la demanda?

(C) ¢Cual es la maxima cantidad de energia ofertada, y cuando se oferta?

(D) Cuando la oferta supera a la demanda hay excedentes. ¢ Cuando son maximos los excedentes?

La siguiente tabla muestra los datos del beneficio mensual (en miles de euros) de una empresa:
Mes Enero (1) | Febrero (2) | Marzo (3)
Beneficio 25 30 33

(A) Obtén la funcion polindmica de grado 2 que ajusta los datos.
(B) Con lafuncién obtenida, extrapola el beneficio para al mes de agosto.
(C) ¢Cuél es el primer mes con pérdidas? Expresa el valor de las mismas.
(D) ¢En qué mes del afio se obtendra mayor beneficio? ;Cuél es?
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Dos proyectiles A y B se lanzan hasta caer en el mar. Las siguientes funciones expresan la altitud, en metros sobre
el nivel del mar, que alcanzan en funcion del tiempo x, medido en segundos.

Proyectil A: f(x) = —25x? + 750x Proyectil B: g(x) = —5x* + 250x + 2000

(A) ¢Qué proyectil alcanza mayor altitud? ;Cual es?

(B) ¢Cuéndo se encuentran ambos proyectiles a la misma altitud? ;Cual es?

(C) ¢En qué instante alcanza el proyectil A 1000 m mas de altitud que B?

(D) ¢Cuéndo se alcanza la maxima diferencia de altitud entre ambos? ;Cual es?

(E) Representa graficamente las dos funciones sobre los mismos ejes de coordenadas.

La altitud en metros que alcanza un proyectil en funcion del tiempo en segundos desde que se lanza viene
expresada por una funcién cuadratica de la forma f(x) = ax” + bx.

(A) Obtén los valores de a 'y b para que el proyectil alcance a los 10 y a los 20 segundos 6000 metros de altitud.
(B) Calcula la mayor altitud alcanzada por el proyectil y el instante en que lo hace.

Un proyectil alcanza, al segundo de ser lanzado, 190 metros de altitud, a los 2 segundos 360 metros y a los 5
segundos 750 metros. Supongamos que la altitud y es funcion del tiempo x se puede expresar con una funcion
cuadratica de la forma y = ax” + bx + c.

(A) Obtén la funcion cuadratica que ajusta estos datos.

(B) Obtén la mayor altitud que alcanza el proyectil y el instante en que se produce.

Sabemos que la velocidad de un movil, a los 10 minutos de iniciar el trayecto era de 250 km/h y a los 30 minutos

era de 450 km/h que fue la maxima velocidad alcanzada a lo largo del trayecto.

(A) Obtén los valores de a, b y ¢ para que la funcion f(x) = ax* + bx + ¢ represente, en el mévil, la velocidad en
funcion del tiempo transcurrido.

(B) ¢Cuél fue la duracion total del trayecto?

Una empresa estima que sus ingresos anuales, en euros, vienen dados por la funcién I(x) = 7x* + 9000x, mientras

que sus costes en euros vienen dados por la funcion C(x) = 11x* + 3000x + 560000. En ambos casos x representa

el nimero de unidades fabricadas y vendidas. Si el beneficio es ingreso menos coste:

(A) Expresa la funcion beneficio y obtén la cantidad de unidades que debe fabricar y vender para maximizarlo.
¢ Cual es el maximo beneficio?

(B) ¢A partir de qué cantidad de unidades la empresa obtiene beneficio?

Una agencia proporciona un viaje conjunto a 60 personas, al precio de 1000 euros por persona. Con el fin de

obtener el mayor numero posible de clientes, por cada viajero adicional a los inicialmente propuestos, reduce en

10 euros el precio del viaje por persona.

(A) Expresa los ingresos totales de la agencia en funcion del nimero adicional de viajeros X.

(B) ¢A partir de qué nimero adicional de viajeros la agencia pierde dinero?

(C) ¢Cudl es el numero adicional de viajeros que proporciona mayores ingresos a la agencia? ¢Cual es el valor
de estos ingresos maximos?

Un campo tiene actualmente 20 arboles que producen 250 kg de fruta cada uno. Para aumentar la produccion total

se quiere trasplantar mas arboles pero se estima que, por cada arbol adicional trasplantado, la produccién de cada

uno disminuira en 5 kg.

(A) Expresa la produccion total en funcion de la cantidad x de arboles adicionales trasplantados.

(B) Obtén el nimero de arboles que se deben trasplantar para que la produccioén total sea maxima y da el valor
de ella.

Queremos construir una habitacion rectangular que tenga un perimetro de 20 metros. Llamamos x e y a las
dimensiones de dicha habitacion y A al area.

(A) Expresay en funcion de x. ¢ Qué tipo de funcion es?

(B) Expresa A en funcion de x. ¢ Qué tipo de funcidn es?

(C) Obtén las dimensiones de la habitacién con mayor area posible y el valor de dicha area.

Obtén el mayor valor que puede tomar el producto de dos nimeros positivos que suman entre si una unidad.
Repite la pregunta si los nimeros suman entre si m unidades.

Supongamos que el precio en euros de una piedra preciosa es igual al cuadrado de su peso en gramos. Un
determinada piedra que pesa 10 gramos (por lo que vale 100 €), se rompe en dos partes.

(A) Siuna parte pesa 2 gramos, calcula el precio total de ambas partes. ¢ Cuanto dinero perdieron?

(B) Siuna parte pesa x gramas, expresa el precio total de ambas partes en funcion de x.

(C) Obtén el valor de x para que el precio total de ambas partes sea minimo y da ese valor.
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Un metalurgico quiere construir canalones de seccion rectangular doblando, por ambos laterales, una porcion de
longitud x de una ldmina de metal de 40 cm de anchura. El area de la seccion del canalon estd directamente
relacionada con la capacidad del canaldn para transportar agua, a mayor seccion mayor capacidad.

X

40 Seccion del canalén

________________ X X| IX

40 — 2x

(A) Si quiere que el rea de la seccion sea de 150 cm?, ;qué longitud x debe doblar?

(B) ¢Y si quiere que el area sea de 180 cm??

(C) Expresa el &rea de la seccion del canaldn en funcion de x.

(D) Obtén el valor de x para el cual el area de la seccién del canalén tiene la mayor area posible, y por tanto,
puede transportar mas agua.

Un grifo vierte 5 m® de agua por hora. Establece una funcién que calcule el tiempo que tardaria en llenar un
deposito en funcion del volumen del mismo.

Queremos construir una habitacion rectangular que tenga un area de 25 m” Llamamos x e y a las longitudes de

sus lados y p a su perimetro.

(A) Expresay en funcidn de x. ;Qué tipo de funcion obtenemos?

(B) Expresa p en funcidn de x. ¢;Qué tipo de funcion obtenemos?

(C) Obtén el valor de x para el cual el perimetro de la habitacion es de 40 metros.

(D) Repite la anterior pregunta para perimetros de 35, 30, 25, 20 y 15 metros. A la vista de los resultados, ¢cual
es el menor perimetro que puede tener la habitacién? ¢Por que?

Calcula el dominio de las siguientes funciones racionales:

A) f(x):xzx_x (B) f(x)—g)z(iz ©) f(x)= zztg

D) f(x):% (E) f(x)=ﬁ (F) f(><)=#_xz+6
G) f(x)=m (H) f(XFﬁ 0 1) = #;24
) f(x):m (K) f(X):m L) 1) = m
M) f(x)= . (N) ()= . M) f00) = ;

x3+3x2+3x+1 4x3 —8x% —x+2 x4+ x3-8x-8

Obtén el dominio de las siguientes funciones irracionales:
(A) f(x)= X (B) f(x)=+/5-2x (C) f(x)= V5-x? (D) f(x)= VX —7x+12
(E) f(x)=  x?+5x F) fx)=Vx2+x+1 (G) fx)=+/2x2-3x-2 (H) fix)= Vx®—3x—2

(D) f(x) = x> —4x ) f(x)=+/x3-4x2 (K) f(x) =/ 4x% —x* (L) f(x)=«/x4—5x2+6

Obtén el dominio de las siguientes funciones irracionales:
1 x—1 1-2x x2 -1

- B) f)=\"— © )=\ T75 (D) f(x)= 2

-2
® 10— X F) )= |— G) f(x)= /M (H) f(x) = /ﬂ
* X A 9—x? b X2 b x? —4x+3

Representa graficamente la funcion f(x) = s . Toma un punto cualquiera de dicha grafica como vértice de un
X

(A) f(x)=

rectangulo siendo su vértice opuesto el punto O(0, 0) y dos lados estan situados sobre los ejes cartesianos.
(Cuénto mide su area?
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Representa graficamente las siguientes funciones y expresa las ecuaciones de sus asintotas:

®) 109= ®) foo=2 © ft0= ©) 9=
® f09=22 F) 9= 2= © fo0= 22 () 109 = 22

Una persona compra dos productos inmobiliarios A y B al precio de 120 € y 90 €, respectivamente. El producto A

incrementa su valor mensualmente en un 2 % mientras que B le hace en un 4 %. Llamamos x al nimero de meses

transcurridos desde la compra de los dos productos.

(A) Obtén dos funciones f(x) y g(x) que representen el valor de cada producto x meses después de ser comprado.

(B) ¢Cuéntos meses pasaran para que el valor de ambos productos sea el mismo?

(C) Llamamos p(x) a la proporcién que representa el valor del producto A respecto de la suma de los valores de
los dos productos. ¢Qué tipo de funcioén obtenemos?

(D) ¢Cuantos meses tienen que pasaran para que dicha proporcién p(x) sea de 0.5? ;Y de 0.45? ;Y de 0.3? ;Cuél
es el menor valor que puede tomar dicha proporcién?

Una persona puede trabajar a domicilio hasta 40 horas semanales ordinarias y hasta 10 horas extraordinarias. Las
horas ordinarias las cobra a 10 € y las extraordinarias a 25 €. Si trabaja todas las horas posibles, ;a qué precio
medio cobra la hora?

Llamamos x al nimero de horas extraordinarias trabajadas. Expresa, en funcion de X, el precio medio al que cobra
la hora, en los siguientes casos:

(A) Trabaja 40 horas ordinarias. (B) Trabaja 30 horas ordinarias.

(C) Trabaja 20 horas ordinarias. (D) Trabaja 10 horas ordinarias.

¢Qué tipo de funciones son? ;Cual es el dominio de cada funcion? ;Cuantas horas extra debe trabajar en cada caso
para que el precio medio sea por lo menos de 12 €?

Un jugador de baloncesto ha conseguido encestar 25 de 40 tiros libres intentados en un entrenamiento. Al dia

siguiente encesta todos los tiros que intenta. Si llamamos x al ntimero de tiros libres intentados y encestados en el

segundo dia, y f(x) al tanto por ciento de acierto que consigue acumular con los tiros de los dos entrenamientos:

(A) Obtén la expresién de la funcién f(x). ¢ Qué tipo de funcion es?

(B) ¢Cuéntos tiros libres debe hacer el segundo dia para que el porcentaje de acierto total del 75 %? ;Y del
90 %?

(C) ¢Podra alcanzar el 100 % de aciertos? ¢Por qué?

El nimero de individuos (en millones) de una determinada colonia de insectos varia en funcion del tiempo t (en
dias) a través de la funcion
P(t) = 550t +1000 w0,
t+20
(A) ¢Cuantos insectos habra transcurridos 30 dias?
(B) ¢Cuéanto tiempo pasara para que haya 450 millones de insectos?
(C) Halla las asintotas y la representacion grafica. Comprueba que la funcidn crece siempre; ¢querra decir que la
colonia de insectos crecera indefinidamente?

A cada numero entre 0 y 3 le hacemos corresponder su parte entera. Expresa la funcién definida a trozos
correspondiente. Represéntala graficamente. Haz lo mismo si a cada niimero se corresponde con su parte decimal.

Una persona compra manzanas de calidad normal, a 0.8 €/kg y de calidad extra a 1.4 €/kg.

(A) Sicompra 30 kg de manzanas de calidad normal y 20 de calidad extra, ;cuanto gasta? ;Cual es precio medio
por kg del total de manzanas compradas?

(B) Obtén una funcion p(x) que exprese el precio total de comprar 30 kg de manzanas de calidad normal y x kg
de manzanas de calidad extra. ;Qué tipo de funcion es?

(C) Obtén otra funcion f(x) que exprese el precio medio por kg del total de manzanas cuando compra 30 kg de
calidad normal y x kg de calidad extra. ;Qué tipo de funcion es?

(D) Con f(x) de (C), cuantos kg de calidad extra hay que comprar si el precio medio es 1.2 €?

Las siguientes ecuaciones con 2 incégnitas definen correspondencias. Con la variable x representamos los
elementos del conjunto inicial y con la y los del conjunto final. Comprueba cudles son funciones. Obtén sus
correspondencias reciprocas e indica cuales de ellas son funciones. Calcula también el dominio y recorrido de
todas elles.

(A) x+2y=3 (B) 3x-5y=6  (C) xy=25 (D) (x-1)(y+1) =25 (E) x*y*=25

(F) y=4x (G) x = 4y? (H) xX*+y*=25 () (x-2>*+y’=4 ) x=y*-2y+1
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Dadas las funciones f(x) = Jx y g(x) =x + 1, calcula las composiciones fog, gof, fof y gog.

Obtén las inversas de las siguientes funciones:

(A) fx)=2x+3 ® =22 © 1022 o) - [
3x -4 3x—4 3x° -4 3x -4

E) f(x)= F) f(x)= G) fx)= H) f(x)=

(E) f(x) ) (F) f(x) 12 G) fx) NI H) f(x) Ixr2

Calcula la inversa de la funcion f(x) = X—+:11 . Ala vista del resultado, ;Qué dara la composicion fof?

Dadas las funciones f(x) = XTH y g(x) =L1 , obtén las funciones compuestas fog y gof.
X+

3x+1 _ 2x-1,
y g(x) = 7
(A) Calcula las funciones compuestas fog y gof.
(B) Calcula las funciones compuestas fof y gog.

(C) Calcula la funcidn inversa de fy la de g.

Dadas las funciones f(x) =

3X+1
2X+1
(A) fog. (B) gof. (C) fof. (D) gog. (B) f(x). F) g(x).

, calcula:

Dadas las funciones f(x) = L ygx)=
X+1

Consideramos las siguientes funciones, con dominio en R~ {0, 1}:

fx) = 2, g = XL ix) = x. ;

1-x X 1

(A) Rellena el siguiente cuadro, calculando la composicion de
cualquier pareja de las anteriores funciones.

(B) A lavista de los resultados, ¢cual es la funcién inversa de f? ;Y la g

deg?¢Y ladei?

&

Dada la funcién f(x) = :

(x) o1
(A) Obtén el dominio y el recorrido de f.
(B) Obtén la funcién inversa de f.

Dada la funcion f(x) = 3 X—+:]l' :
X j—
(A) Obtén la funcion inversa de f.
(B) Obtén el dominio y el recorrido de f.

3+2X
4-x
(A) Obtén la funcién inversa de f.
(B) Obtén el dominio y el recorrido de f.
(C) Obtén las asintotas de f.

Dada la funcion f(x) =

Dadas las funciones f(x) = 5 y g(x) = 53X :
3+2x 2X

(A) Calcula la funcion compuesta fog. ;Qué deduces del resultado?
(B) Obtén el dominio y el recorrido de f.

5x -3

Dadas las funciones f(x) = 5i yg(x) = :
- X

(A) Calcula la funcion composta fog. ;Qué deduces del resultado?

(B) Obtén el dominio y el recorrido de f.

2

. -X .
Dadas las funciones f(x) = il y g(x) = 1 , obtén la funcién compuesta fog.
+X

x
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Calcula el dominio de las siguientes funciones irracionales:

(A) fx)= VXx+¥1-x  (B) f(x)= Vx2—4+9-x2 (C) f(x)—HL D) f(x)= — ~

Ix =1 5-4x-1

E) fx)= — F) fx)= — * G fx)= —L H) fix)= _Y2—X

® - ) - ©) = o W) 9 T
0 fx)= ) fx) - ! ®) fo= —*
Jx-10 20-x Jx-10-+/20-x JX+5-10—x

Un globo esférico se hincha manteniendo siempre su forma. Expresa una funciéon que determine el radio
dependiendo de su volumen.

Representa graficamente las siguientes funciones:

B) 10 =]x+2] ®) f0=]3-2x|  (©) f0=12¢-4| (D) f09=|x-x|
©) f(x):H F) 0= X‘l‘ © fog=|XtE H) f9=1+]x|
X 3X+6 X —

Construimos una piscina rectangular con un perimetro de 18 metros, que tiene al principio 1 metro de profundidad
y al final 3 m (figura). Llamamos x e y a las longitudes de los lados de la piscina.

(A) Expresay en funcion de x. X

(B) Expresa L en funcion de x.
(C) Expresa el &rea de la superficie de la piscina en funcién de x. 1 3
(D) Expresa el &rea del fondo de la piscina en funcion de x. _

(E) Expresa el area de las paredes de la piscina en funcion de x. L

Dos paredes estan separadas por una distancia de 1 metro. El suelo que las separa estd constituido por una
superficie horizontal reflectante. A 1 metro de altura, en la primera pared, situamos un foco de luz que proyecta un
rayo sobre el suelo y que, después de reflejarse, incide en la otra pared. Llamamos X, y, h, L, y L, a las longitudes
sefialadas en la figura.

(A) Expresa L, en funcién de x, y x en funcion de L;.

(B) Expresay en funcion de x. L

(C) Expresa h en funcion de x, y x en funcién de h. L, 2 h

(D) Expresa L, en funcion de x.
(E) SiL=L;+ L, expresaL en funcion de x, y x en funcion de L. X Y

En una ciudad hay dos aparcamientos subterraneos de uso publico que abren 4 horas cada tarde. La empresa que

explota el primero cobra 0.8 € por cada hora o fraccion que permanece cada vehiculo, mientras que la que explota

el segundo cobra 0.4 € por cada media hora o fraccion de media hora.

(A) Obtén, para cada empresa, una funcion definida a trozos que exprese el coste de aparcamiento en funcion del
tiempo de permanencia.

(B) Representa en unos mismos ejes cartesianos ambas funciones. ;Qué aparcamiento nos resulta mas barato?

La siguiente tabla simula la del impuesto de la renta de las personas fisicas. La base liquida son los ingresos
anuales declarados. Obtén una funciéon definida a trozos que determine la cuota integra (impuesto a pagar) en
funcién de la base liquida x. Expresa x y f(x) en miles de euros. Realiza una representacion grafica.

Base liquida Cuota integra Resto base liquida Tipo aplicable
hasta (euros) (euros) hasta (euros) (%)

10 000 0 10 000 20

20 000 2 000 10 000 25

30 000 4500 10 000 30

40 000 7500 10 000 35

50 000 11 000 En adelante 40

Un comercio realiza un nuevo tipo de descuentos: “Por compras no superiores a 30 €, un 10 % del valor de la

compra; por compras superiores a 30 €, un 10 % de los primeros 30 € mas un 20 % de la cantidad que pase de

30€”.

(A) Obtén una funcion definida a trozos D(x) que exprese el descuento que corresponde a cada valor x de
compray represéntala graficamente.

(B) Obtén otra funcion P(x) que represente el porcentaje sobre el total de la compra x que supone el descuento
D(x) realizado y represéntala graficamente.



Soluciones de las actividades del capitulo 1

1. AxB={(a, a), (b, &), (c, @), (d, @), (&, @), (a, B), (b, B), (c, B), (d, B), (&, B), (@ 7). (b, 7). (¢, 1), (d, ), (&, 7). (& B),
(b, 8), (c, 8), (d, 3), (e, 8)}. 2. f(4) =2, f(6) = {2, 3}, f(8) = {2, 4}, f(9) = 3, f(10) = {2, 5}; F1(2) = {4, 6, 8, 10},
5-2x

f1(3) = {6,9}, f(4) =8, £(5)=10; Ds={4,6,8,9,10}; Rr={2,3,4,5}. 3. (A)f(x)=

_1-x _ B x2 o Ix? _
B)09= =2 .Di= R~ {0}. (O)f0) =+ /1—7 Dy=[-2,2]. (D)f(x) =+ 13-1,Df-]—oo, “3JU[3, +o[.

(E) f(x) =+ 24X , Dy = [0, +o. 4. (A) g(y) = ? Di= R. (B)g(y) = ﬁ Dy= R~ {-1}.

,Df:R.

©) g(y):i2w/17y2 ,Df=[-1,1]. (D) g(y):J_r3h/1+y2 ,Di=R. (E) g(y)=iy4—2, Di= R. 5. 4x+2y=20;
y=10-2x;D=[0,5],R=[0,10]. 6.(A)L= X ,x>0. (B)D = Jx2+(5—x)2 ,0<x<5. (C)A=xy,

X, y>0. 7. f(x,y) = y . es una funcién, Ds = {(x, y)e R? /x =0}, Re= R ; (5, 3) = 3/5; £1(2) = {(x, 2x) / x = 0}.
X

8. (A)Fi(0) = 2+ Ja—(x 17, f,()= -2—\J4—(x_1? , D =[-1,3]. (B)fi(x) = 2\/9—x2 £, =—§\/9—x2 ,

D=[-3,3]. (C) fy(x) == %sz -9, H,(q) = —%\/Xz ~9, D =], -3]U[3, +o[. (D) fi(x)= 2v/x , fo(x) = - 2,
D =10, +oo[. 9.

8A 8B s 8C . +|8D \ »
-} -1 1 3 (D)
1 /J\ ‘ 2
1 2
2 & 1 2 ] 6 4] -
-4

3 N

B) £ ©

10. f(x) = 2—4; gX) = —x—3. 11 f(x) = XT+3 Lg(X) = —x +3. 12. (A)fa(x) = 0.1x + 50, X > 0:

fa(x) = 0.05x + 100, x > 0. (B) Si x < 1000, conviene A; si x > 1000, conviene B. 13.
(A)\ 2 / ® s © o)\ *

4 6\ E) 2 4 6

0.05x + 100

50 1000 1500 2000 2500 B 4 3 2 1 T 2 3

14. f(x) = x> —5x + 6; g(X) = %xz —2x+4. 15. f(x) = 25x — x; funcion cuadratica. 16. (A) R ~ {-2}.

(B) R~{0,2,-2}. (C) R~ {3,-3}. (D) R~ {1} () R~ {-1}. (F) R~ {¥2}.(G) R~ {1,-2}.

H) R~{1,-1,3, -3} 17. i(x) = g ; complexion delgada si x > 213 c¢cm, normal si 192 < x < 213, gruesa Si
X
. 1000 5 5
177 <x <192, obesasix<177cm. 18. f(x)= —,x>0. 19. (A)fxX)=4+ — . B)gx)=4- —.
X X+2 X+2
20.

19A . 198 R (A 6 \\ (B) 6 © 6
b ) | 1N
\ 2 | - ! 2 / E E 4 6 ] 2 4 6 E 2 2 2
2 2 2
T -

I / A




X ; 4 Jsi. (B)FL) =+4Xx+1,no. (C) Fi(x)==+2x—1,no. (D) fi(x)= Z1EV1+ax ,no

—1 —
21. (A) FY(x) = >

(E) Fi(x) = ax+3 ,sf. 22. (A)D =11, +oo[. (B)D =[-1, +oo[. (C)D = [—1, +oo|:. (D)D = :|—oo, E]
X—2 2 2

(E) J-o0, 1] U [1, +oc].

(A (B) © (©) (E)
2

2 3 4
3
2
2
1 2 3

0.25x si0<x<15
23. f(x) = 10.4x—-2.25 silb<x <45,
Xx—-29.25 six=>45

24, (D) 5
(A) (B) 7 ©) )
] .;.;.;.2.1‘12‘34
2 —
25. (A) (F+ 00 = —=—, (f-0)0= -, D= R~ [+/3]. B) (F+9)00= 2, (F-09= 2,
X" -9 X" -9 X° —X X% — X
D=R~{0, 1} (C) (F+g)X) = VX-3 + VX=4, (F-g)(x) = Yx-3 — Jx—4,D=[4 +o[. 26. [1, 2]
27. (A) (F- g) = Xxjf | (FlG)(x) = (x +2)(x + 1), D= R ~ {-1). (B) (F- 0)) = V1-x* ,D=[-1, 1];
1-x 1+\/;
(flg)9 = [ . D=1-1,1]. ) (F-9)) =1~x D=0, +[; (Flg)() = /D =[0, +oo[ ~ {1}.
+X 1—\/;
28. Dy=]2, +oo[y Dy = ], 1] U]2, +o[. 29. (A) (fog)(x) = 2x° - 1, (gof)(x) = (2x + 1)* - 1.
(B) (fog)(x) = VX+1, (go(x) = J[X[+1. (C) (fog)(x) = VX2, (gof)(x) = VX -2. (D) (fog)(x) = 3;:11’
(00N = 221 (E) (fog)(x) = x, (goN(9) =|X| . (F) (fog)(x) = ,fi (00N = Y
2x+2° ' ’ X+1' Ix+1°
3x+1

2X+5

30. (1/f)(x) = zi ,D= R~ {1/2}; fi(x) = ,D=R. 3L (A)f(x)= xX=5 (B) f(x) =
x-1 3

2
©F0= 2. D=2 ©rn=""1 @Hrir= K1 ©@rw= (X;lj .
x-1 2X 2 2

X

2
(H) £ = [l‘—xj .




Soluciones de los problemas del capitulo 1

1. (A) f(10) = {10, £20, +30...} = {10n : ne Z }; f(20) = {+20, +40, +60...} = {20n: ne Z }; f(20) =

{1, 2, 4,5,10, 20}; f1(10) = {1, 2,5, 10}. (B)D; =R;= N. (C) f(x) = {nx: ne N } = {x, 2x, 3x...}, no es una
funcion. 2. f(n)=2n+1,neN.

3.

A - () © )

2x—1 ’ 7-6x

4. (A)f(x)=—x+4. (B)f(x)=3x—-2. (C) f(x) = ; (D) f(x) =3x. (E)f(x)=3. (F)f(x) = 3
5. f(x) = 1.6x, x>0; 1.6 es el precio por kg. -

6. Funcién beneficio para A: f(x) = 11x — 500, x > 0 (x en kg, f(x) en €); ”

funcion beneficio para B: g(x) = 12x — 1000, x > 0. A obtiene mayor beneficio o

que B si x < 500. Las pendientes 11 y 12 son el beneficio por kg. =

7. (A)16kg. (B)2x+3y=60. (C)y = féx +20; funcion lineal, D = [0, 30], R = [0, 20].

8. (A) De gasoil: f(x) = 20000 + 0.1x; de gasolina: 16000 + 0.12x. (B) A partir de 200000 km.

9. (A) T =-0.0036h + 60. (B) 16.8°F. (C) 16666.7 m. 10. (A) 5.7 mg/l; 3.3 mg/l. (B) 98.75m. 11. (A) 16.5€,
31.5€. (B) 794 minutos. 12. (A)y =-0.25x + 35. (B) 2 %. (C) 26 meses. 13. A)f(x) =24x + 1411. (B) 1483 €;
1723 €. (C) 24 €. (D) es el aumento de precio medio por mes. (E) 24 meses. 14. (A)y =8x +40. (B) 216 litros.
(C) 30°. (D) m =8 es el incremento del consumo por cada grado de temperatura que aumenta.

15.

@ B = ©) (1112, 25/24) (D) .

ERRET; B

Tz 714
2 * 2
4 2 -
h
. g

1 1 2 3 1

16. (A) f(x) =x?—3x + 2. (B) f(x) =3x?*—x + 1. 17. Noes Gnica: f(x) =a(x*—4). 18. (A)Alos10y 20s.

(B) 30s. (C) 6750 m, a los 15 segundos. 19. (A) —400 dam. (B) —175 dam; 200 dam. (C) A los 10 s; a los 40 s.
(D) 225 dam; alos 25s. 20. (A) 6.875m/s. (B) 11 m/s. (C)alos150 m.v =12.375m/s. 21. (A)Alas2yalas
10 h. (B) En]2, 10[. (C) 128 millones de kW/h, alas8h. (D) Alas6h. 22. (A)y = —x*+8x + 18. (B) 18000 €.
(C) Octubre, con —2000 €. (D) En abril, 34000 €. 23. (A) EI mévil A, 25625 m. (B) Alas5hya3125m; alas 20
horasy a5000 m. (C) Alos10y 15s. (D) Alos12.5s; 1125 m. 24. (A)a=-30,b =900. (B) 6750 m, a los 15 s.
25. (A)y = —10x? + 200x. (B) 1000 m a los 10 segundos. 26. (A)a=-0.5, b =30, c=0. (B) 60 minutos.

27. (A) B(x) = —4x? + 6000x — 560000. 1690000 €, con 750 unidades. (B) A partir de 100 unidades y hasta 1400 u.
28. (A) f(x) = (60 + x)(1000 — 10x), X > 0. (B) a partir de 40 mas. (C) 20 viajeros, con beneficio de 64000 €.

29. (A)y = (20 + x)(250 — 5x). (B) 15 arboles més, 6125 kg. 30. (A)y =10 — x, funcién afin. (B) A = x(10 —x),
funcion cuadrética. (C)x=y=5m.A=25m% 31. 1/4; m¥4. 32. (A)68€y32€. (B)y=x*+ (10— x)>
(C)5gy50€. 33. (A)5015cm. (B)10+ /10 010 - 10 cm. (C) A= -2x?+ 40x. (D) x =10cm.

34. f(x) =x/5,x>0. 35. (A)y = 25/x, f. de proporcionalidad inversa. (B) p=2x + 50 , f. racional.
X




© 10+ 5J§ m. (D) 20 es el menor perimetro, porque es el menor valor de p para el que x tiene solucion.
36. (A) R~{0,1}. B) R~ {2/3}. (C) R~ {3,-3} (D) R. (E) R~ {1,-1/2}. (F) R~ {1,2,-3}.

(G) R~{1,1+J§,1—J§}. HR. () R~{1,-12 -2} ) R~{2 -1} (K) R~ {0,2,-1}.

(L) Rw{—l, 2, —JE}. (M) R~ {-1}. (N) R ~ {2, 1/2. -1/2}. (N) R ~ {2, -1}. 37. (A) ], O].
(8)1-,5/2). () [ 5,5 ]. (D) ]=0, 3|U[4 +ool. ()10, SJUI0, +oel. (F) B (G)]-on, ~1/2] U [2, +o0]
(H) [2 o[ U -2} () [-2, 0 U2 ool )[4, +e[U{0}. (K) [-2.2]. (1) [0, =3]U[ 2, V2] U[ VB, +oo]

38. (A) ]—J% , Jﬁ[. (B) ], 1] U2, +o[. (C) [-1/2, 1/2[. (D) ]—m,-ﬁ[u[—l, 1]U]J§ ,+oo[.

(E) J-e0, =8]U10, 3]. (F) ]2, =3[U[0, 3[. (G) [-1,2] ~{0}. (H) J-e0, OJU]L, 3[U[4, +eo[. 39. 6.

40.
26 L 2 L ) ®) L © -

10 = 5 10 \

. P s B 10 I 2 1 T 2 3 P T 2 3 T 2 1 2 3 4
| / \i :
5
(D) . e - F) . e, H,
: : : z :
I

4 3 2 12 3 2 1 2 3 4 5 a4 3 2 12

- 2 1 12 2 2
4] N E
% E 2
-2 2|

41. (A) f(x) = 120 + 2.4x, g(x) = 90 + 3.6x, x > 0. (B) 25 meses. (C) p(x) = 120 +24x , €s una hipérbola.
210+ 6x
. . 400 + 25x
(D) 25 meses; 85 meses; no es posible; no hay menor valor, pero tiende a 0.4. 42. 13 €/h. (A) f(x) = 0%
+X
(B) g(x) = 300+25x . (O hx) = 200+25x . (D) f(x) = 100+ 25x , son f. racionales con dominio {0, 1, ..., 10}.
30+Xx 20+ x 10+x
N.° de horas extra: (A) 7, (B) 5, (C) 4, (D) 2. 43. (A) f(x) = w , X >0, es una hipérbola. (B) 20 tiros; 110
X +

tiros. (C) No, porque f(x) = 100 no tiene solucién. 44. (A) 350 millones. (B) 80 dias. (C) A. H.: y = 550; la

colonia crece, pero no supera los 550 millones de individuos.

40 AH:y =550

0 si0<x<1 X si0<x<l

il< 5 - il1<
45, f(x) = 1 s!l_x<2 | ) = x-1 s!l_x<2

2 si2<x<3 4 —0 X—2 Si2<x<3 : .

“ 3 six=3 0 six=3 /
. 24 +1.4x .
46. (A) 52 €; 1.04 €/kg. (B) p(x) =24 + 1.4x. F. afin. (C) f(x) = 30 . F. racional. (D) 60 kg.
+X

47, (A)f) = 22X Fix)=3-2x, Dy = D, = R, son funciones. (B) f(x) = 3X5_6,f‘1(x) = 5’%6 D, =

=D, = R, son funciones. (C) f(x) = f*(x) = 5, Dy = D,1 = R ~ {0}, son funciones. (D) f(x) = 26‘1" ,
X X—




26+x
f—l
()= o

, Dy = R~ {1}, Df,l = R ~ {-1}, son funciones. (E) f(x) = f*(x) = J_rg, D; = Df,l =

&

=R ~ {0}, no son funciones. (F) f(x) = 4x%, f(x) = 17, Dy = R, Dy =0, +oc[, f si es funcion. (G) f(x) =

=f(x)= tV25-x* | D; = D, 1 =[-5, 5], no son funciones. (H) f(x) = +Ja—(x—-2)%, Fix) = 22 \4-x*
Dy =[0,4], D, =[-2,2], no son funciones. (1) f(x) = 140X, £ = X2 —2x + 1, D; =10, +oc], D=

f no es funcién. 48. (fog)(x) =v/X+1; (gof)(x) = \/; +1; (fof) = \/\T_ = i‘/? ; (gog)(X) =x + 2.

2
49, (A) FL(x) = X;3. ®) Fix) = 4x3+1 ©) Fix) = [4X3+1J (D) Fi(x) = 4x2+1. ) F1x) = 23x_+4_
2
Orw= 20 @rw= 205 e = (25 s rw = X =0 o0 = x

porque f es su propia inversa. 51. (fog)(x) = 2X +3 iS . 52. (A) fog =i, gof=i.
X +

(B) (o) = 22, (@og)0 = P2, (€ F =gy gt =1 53.(A) (o) = or” . (B) GON() = =
© (oD = 22 @) G = 0 @ 0= Pt e= zlx‘_xg.
i |[flog
i i [flg
54. (A) flflg :c (B) Como fog =i,y gof =i, f*=gyg™'=*.
gli

2
55. (A) f’l(x):(xi_J (B) Dr= [0, +ee[ {1} Ri= R ~ {1} 56. (A) (=" 1. (B)Dr= R~ {1} =

=Ry 57. (A) f(x)=

AX=3 B)D;= R~ {4};Ri= R~ {-2}. (C)AV: x=4; AH:y = 2. 58. (A) (fog)(x) =
2

=x; fy gsoninversas entre si. (B) Ds= R ~ {-3/2}; Rr= R ~ {0}. 59. (A) (fog)(x) = x; fy g son inversas entre

si. (B) D= R~ {5}, Ri= R~ {0}. 60. (fog)(x) = % 61. (A)[0,1]. (B) [-3,-2]U[2, 3]. (C) [1, +oo[.

(D) [1, +oo[ ~ {26}. (E) ]-, 31U [3, +oo[. (F) -0, 3]U [3, +oo[~{-5, 5}. (G) [5, —oo[ ~ {105}. (H) [1, 5[.

(1) 10, 20[. (3) [10, 20] ~ {15}. (K) [0, 10] ~ {5/2}. 62. R= i/?".
T

63. (A (D)

B\ °

77777777777

25 (F) o (G) (H)




64.(A)y=9-x B)L=V4+X’ . (C)A=x(9-X). (D)A=(©@-x)V4+X> (E)A=36. 65 (A)Ls= V1+x*;

2 1-x 1 2 1
X= -1. B)y=1-x. Ch=—;x=— DL— 1+x%. (E)L= X = .
JE-1. @)y (©h= = @)L= = L= VB
8-;‘ 5?8;XS0-15 0 six<10
8 si05<x< .
0.8 si0<x<1 12 sil<x<15 02x-2 sil0<x<20
16 sil<x<?2 16 sil5<x<2 0.25x -3 si20<x<30
66. f(x)= , X) = - . 67. f(x) = .
) 24 si2<x<3 96 2 si2<x<25 ) 0.3x—45 si30<x<40
. 24 si25<x<3 -
3.2 si3<x<4 28 si3<x<35 0.35x - 6.5 s_|40<xs50
32 si35<x<4 0.4x-9 six>50
3 ; 3 !7 En miles de euros
0.1x six<30 4
68. (A) D(x) = ) ) i
0.2x—-3 six>30 7 y
10 si x <30 : Peo | P()
®Pe= 20l a0 ] | ]
20-2= six>30 i ; ]
X } 2)
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Capitulo 2

Distribuciones bidimensionales

Distribucion conjunta de frecuencias
e Muestras bidimensionales

e Frecuencias y tablas de frecuencias

e Representaciones graficas

Dependencia funcional y dependencia estadistica
e Ajuste de una recta a una nube de puntos

Criterio de los minimos cuadrados

La recta de regresion de Y sobre X

e (Covarianza de una muestra

e Teorema: Ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X
e Predicciones sobre la variable dependiente

La recta de regresion de X sobre Y
e Propiedades de las rectas de regresion

Coeficientes de correlacion lineal y determinacion
e Propiedades del coeficiente de correlacion




2.1 Distribucion conjunta de frecuencias

En los trabajos estadisticos se recogen datos de una determinada poblacion referidos generalmente a
mas de una caracteristica de la poblacion. Cada una de estas caracteristicas o variables pueden ser estudiadas
por separado, pero también pueden ser tratadas conjuntamente cuando se piensa que hay alglin tipos de
relacion entre algunas de ellas. Por ejemplo, si de un conjunto de recién nacidos recogemos datos sobre las
variables sexo, semanas de gestacion, peso y talla, el estudio conjunto de dichos datos puede confirmarnos
que estas variables estan relacionadas.

» Muestras bidimensionales

Una muestra bidimensional de tamario n, de dos variables X e Y, es un conjunto de n pares
ordenados de valores, (Xi, yi1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn), donde cada par contiene los valores
observados de ambas caracteristicas de un mismo individuo de la poblacion.

Ejemplo 1

]
Durante el periodo de tiempo en que un profesor explica a sus alumnos una determinada materia, realiza 4
exdmenes voluntarios y después, un examen final obligatorio con el cual evalda los conocimientos. El profesor
quiere comprobar si la realizacion de los examenes parciales supone una buena ayuda para superar la materia.
Para ello, y de los 40 alumnos de que dispone, contrasta el nimero de examenes parciales aprobados con el
resultado del examen final. Llamamos:

Xi: “nmero de parciales aprobados por el alumno i”, y;: “ndmero de finales aprobados por el alumno i”.
Los posibles valores de x; son 0, 1,2,3y4,ylosdey;son0y 1.
Asi, por ejemplo el par (2, 1) significa que el alumno aprob6 dos parciales y el examen final.

Los siguientes 40 pares de valores son los resultados observados y constituyen una muestra bidimensional de
tamafio 40 de las variables X e Y:

0,00 2,00 2,) (0,00 (0,00 2,1) 3,1) &1) (0,00 (1,0)
1,00 2,H 1,00 (1,H) 2, 1) (0,0 2,00 (1,00 3,1) 41
3,00 3, 1) (0,0 31D (1,0 41D (1,1) (1,00 2,1) (1,0
0,00 41 31 41 00 &1 G,1) 1,00 O, (2,0

» Frecuencias, tablas de frecuencias y representaciones graficas

Consideremos una muestra bidimensional de tamano n de las variables X e Y. Sea x; un valor de
la variable X, e y; un valor de la variable Y.

o Representamos por njj la frecuencia absoluta del par (x;, yj), nimero de veces que aparece
dicho par en la muestra (si este par no es de la muestra, n;; = 0).

o Representamos por n;. la frecuencia absoluta del valor x; de la variable X, y por n j la
frecuencia absoluta del valor y; de la variable Y.

o Representamos por fjj, fi. y fj las frecuencias relativas del par (x;, y;), del elemento x; y del

elemento y;, respectivamente:
ni' n'
fij = — fi.=— f,

n;
n




Ejemplo 2
—

La siguiente tabla de doble entrada es la tabla de frecuencias conjunta de la muestra bidimensional del ejemplo 1
y contiene las frecuencias absolutas de todos los pares de valores de las variables X e Y. Estas frecuencias
corresponden a les celdas centrales blancas. La suma de dichas frecuencias absolutas es igual a 40, que es el
tamafio de la muestra. Por ejemplo, la frecuencia absoluta del par (2, 1) es 5, y la del par (4, 0) es 0.

Yi
X; 0 1 n;. X n;.
\
0 9 1 10 0 10
1 7 2 9 1
Tabla de frecuencias ) g
—
2 3 5 8 > marginal de X
3 1 6 7 .
4 6
4 0 6 6 )
Total 40
n. 20 20 40
H_/
Taula de frecuencias . Yi 0 1 Total
marginal de Y n.; 20 20 40

Llamamos tablas de frecuencias marginales a las tablas que contienen, por separado, las frecuencias absolutas de
los valores de cada variable.

La tabla de frecuencias marginal de X corresponde a las columnas de color azul y sus frecuencias se obtienen de
la tabla conjunta sumando las frecuencias conjuntas de cada fila.

La tabla de frecuencias marginal de Y corresponde a las columnas de color rosa y sus frecuencias se obtienen de
la tabla conjunta sumando las frecuencias conjuntas de cada columna.

Los pares de valores de una muestra bidimensional se representan en dos ejes cartesianos y constituyen el
diagrama de dispersion o, mas vulgarmente, nube de puntos. Para indicar que un punto tiene frecuencia mayor
que 1 (se repite) se indica en el diagrama con un circulo de area proporcional a la frecuencia.

Otra representacion es el diagrama de barras tridimensional en donde la altura indica la frecuencia.

Representamos las dos graficas correspondientes a la tabla de frecuencias conjunta del ejemplo 2:
Diagrama de dispersion Diagrama de barras tridimensional

1 Calcula la tabla de frecuencias conjunta, las marginales y la representacion grafica de la siguiente muestra:

1,3) 4,2) 3,3 2,3) 3.4 G, 1) 3,2 43 3.2 3,3
3,3 3.9 (G.,5 2,2) 4,3 3.3 44 5.3 2.9 2,3



2.2 Dependencia funcional y dependencia estadistica

Decimos que en una muestra bidimensional (xi, yi), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn) de valores de dos
variables X e Y existe dependencia funcional si es posible encontrar una funciéon f: R — R
que transforme cada valor de una de las variables de la muestra en un valor de la otra variable:

y1=1(x1), y2=£(x2), .. ¥n = 1(Xa)

Es necesario que cada valor de la variable X no sea pareja de mas de un valor de la variable Y,
pues en caso contrario la relacion nunca podria ser funcional.

e  Si existe relacion de dependencia funcional, al representar el diagrama de dispersion de la muestra junto
a la grafica de la funcion f todos los pares de valores de la muestra son puntos de dicha gréfica. Es el
caso del primero de los siguientes diagramas.

y = (%)

e  En los tres diagramas hay dependencia estadistica (la dependencia funcional es un caso particular de
dependencia estadistica), pero sélo en el primero de ellos hay dependencia funcional.

e  En el segundo diagrama, los pares de valores se distribuyen muy cerca de la grafica de la funcion, con
lo que ésta podria utilizarse para aproximar los valores de la variable Y, representando ademas la nube
de puntos. Entonces diriamos que hemos ajustado la curva de funcién y = f(x) a la nube de puntos que
representa graficamente a la muestra.

e  También podriamos hacerlo en el tercer diagrama, pero los valores se encuentran mas dispersos y el
ajuste no seria tan preciso.

La ecuacion y = f(x) sirve como ecuacion generadora de los valores de la muestra, aunque sélo en el
primer caso es rotundamente cierto. De este modo se crea un modelo (la funcidon) que explica el
comportamiento conjunto de las dos variables y que se puede utilizar para realizar predicciones de una en
funcion de la otra.

Muchas variables que no dependen funcionalmente entre si pueden ser relacionadas por una funcion
gue sirva como modelo explicativo de las observaciones, aunque se produciran errores mas apreciables; es el
caso de variables como el peso y la altura, el consumo y la renta, la temperatura y el consumo de agua, etc.

La teoria de la regresion se ocupa de buscar modelos de funciones que puedan representar la relacion
existente entre dos o mas variables. Una parte de esta rama de la Estadistica es la teoria de la regresion
lineal, de la que nos ocupamos a continuacidn, cuyo objetivo es tomar como modelo de la relacioén entre dos
variables una funcion lineal y cuya representacion es una recta.

2  Los siguientes datos corresponden a la esperanza de vida y mortalidad infantil (%o) en paises africanos en el
afno 1998 (Médicos sin fronteras). Represéntalos graficamente. ;Serd adecuada una representacion lineal?

Pais Angola | Congo | Guinea | Kenia | Mozambique | Somalia | Togo Zaire
Esp. Vida 46.8 51.3 48.2 55.5 46.4 47.2 55 45
Mort. infantil | 124 93 117 69 148 122 85 93




» Ajuste de una recta a una nube de puntos

Ejemplo 3

|
La siguiente tabla contiene los datos del IPC y del precio del dinero (en %) durante 8 meses consecutivos, y su
representacion grafica muestra lo apropiado de la funcion lineal (una recta) para relacionar estas variables.

x;: IPC |87 85 82 8 78 77 74 7 5
yi: Mibor |29 3 32 34 37 39 43 48

4.5

Elegimos dos posibles rectas que intentan ajustar los datos:

e Recta que pasa por los puntos (8.7,2.9) y (7.7, 3.9): 35
S(x)=—x+11.6

e Recta que pasa por los puntos (7.4, 4.3) y (7, 4.8):

T(x) = -1.25x + 13.55

¢Coémo decidimos qué recta ofrece mejor ajuste?

Comparamos los valores que cada funcion lineal asocia a los IPC x; de la muestra con los Mibor y; observados en
la muestra, y diremos que la recta que mejor se ajusta serd aquella para la que la suma de todas las
distancias d; entre los valores ajustados f(x;) y los valores observados y; sea menor:

6 6 6 6
DT:zdi :Z|S(Xi)_yi| DS:Zdi :Z|T(Xi)_yi|
= = = i1
X; 87 85 8.2 8 78 1.7 7.4 7 X 8.7 8.5 8.2 8 7.8 1.7 7.4 7
S(x) | 29 31 34 36 38 39 | 42|46 T(x;) | 2675 2925 33 355 38 3925| 43 | 48
Yi 2.9 3 3.2 3.4 3.7 39 | 43 | 48 Yi 2.9 3 3.2 3.4 3.7 3.9 43 | 48
d; 0 0.1 0.2 0.2 0.1 0 01| 0.2 d; 0.225 0.075 0.1 015 01 0.025| O 0

Estas distancias o diferencias positivas, llamadas errores o desviaciones, estan calculadas en las anteriores tablas:
Para S(x) = —x + 11.6 Ds=0+0.1+02+02+0.1+0+0.1+0.2=0.9
Para T(x) = —11.25x + 13.55 D;y=0.225+0.075+0.1+0.15+0.1+0.025+0+ 0=10.675
Como D+ < Ds, la funcién lineal T se ajusta mejor a la muestra que la funcion S.

Sin embargo, este método puede no resultar decisivo (realiza la actividad 3). En su lugar se utiliza la suma de los
cuadrados de dichas desviaciones. Es el criterio de los minimos cuadrados:

6 6 6 6
Dé = zdiz = Z (S(Xi)_yi)2 D'Zr = Zdiz = Z (T(Xi)_yi)2
i=1 i=1 i=1 i=1l
Para S(x) = —x + 11.6 D2 =0%+0.1%+0.22+0.2%+ - - - +0.2°=0.150
Para T(x) = —1.25x + 13.55 D2 =0.225°+0.0752+ 0.1+ - - - +0°=0.099

Como D-2r < Dé (con el criterio de los minimos cuadrados), la funcion lineal T ajusta mejor que la S.

3 Considera la muestra {(1, 1), (2, 0), (2, 2), (4, 2), (4, 4), (5, 3)}. Comprueba que la suma de errores no decide
cual de las rectas R(x)=x—1 y S(x) =2 se ajusta mejor, pero si la suma de los cuadrados de los errores.



2.3 Larecta de regresion de Y sobre X

En el ejemplo anterior la funcién lineal T(x) se ajustaba mejor a la nube de puntos que la funcion S(x)
basando la decisién en el criterio de elegir la funcién para la que es menor la suma de los cuadrados de los
errores o desviaciones, cometidos al sustituir los valores de la variable Y, y;, por los de f(X), f(x;).

Pretendemos ahora elegir la funcion lineal que minimiza la suma de dichos cuadrados.

Dada una muestra bidimensional (X1, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n), llamamos recta de regresion de Y
sobre X a larectay = f(x) = ax + b en la que es minima la suma:

=307 = 3 (1) -y,

i=1

Para obtener dicha recta introducimos el siguiente concepto.

> Covarianza de una muestra

Llamamos covarianza de la muestra bidimensional (x,, y,), (X3, ¥2), ..., (Xn, Yn), representada por
S, al parametro estadistico conjunto de ambas variables dado por la expresion:

=13 -0 -9)
n

Xy

Sin embargo, en la practica, se utiliza otra expresion para el calculo de la covarianza:

La covarianza de la muestra (xy, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) Viene dada por:

PR Y

Esta Ultima expresion se obtiene de la anterior desarrollando los productos:
n n R ) )
DG =X =Y) = D (XiYi - XY —YX; +XY) = DXy —X Dy, — Y% +nXy =
i=1 i e o Z
4 n
=)' X;y; -nXy -nXy +nXy = inyi “nxXy

i=1

L

Ejemplo 4
|
Hallamos la covarianza de la muestra {(1, 1), (2, 0), (2, 2), (4, 2), (4,4), (5,3)} donde X =3¢ y =2.

6
La covarianza sera Sy, = %Z X; =X)(Y; -Y) =
i=1
_ @-3)(1-2)+ (2-3)(0-2)+(2-3)(2-2)+(4-3)(2-2)+ (4-3)(4-2)+(5-3)3-2) _ 4
6 3
6 . . . . .
O bien, por la forma practica Sy, = %Z -Xy = 11+2:0+2 2—24 2+4-4+5 3—3-2 = ﬁ—6 = %
i=1




» Teorema: Ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X

Si (x4, V1), (X2, ¥2), .-, (Xn, Yn) €8 una muestra bidimensional, la ecuacion de la recta de regresion
de Y sobre X viene dada por:

Sy (x— X)

R:y—-Vy =
y-y S)Z(

Es importante resaltar, a la vista de la ecuacion anterior, que:

e Larecta de regresion siempre pasa por el punto P(X, ¥ ) de las medias de las dos variables.

S
e Lapendiente de la recta de regresion de Y sobre X es m = S_Xzy .
X
Ejemplo 5
|

Con la formula anterior, obtenemos la recta de regresion minimo-cuadratica para la muestra del ejemplo 3:
{(8.7,2.9), (8.5, 3),(8.2,3.2), (8, 3.4),(7.8,3.7), (7.7, 3.9), (7.4, 4.3), (7, 4.8)}
Para ello necesitamos calcular las medias y la covarianza de las dos variables y la varianza de la primera variable.
% = 8.7+85+82+8+7.8+7.7+7.4+7 _ 63.3 29+3+3.2+3.4+3.7+3.9+43+48 292

8 g © 7~ 8 8
. s - li X yi -X = 8.7:29+853+8232+~+7-48 633 202 _ 20.52
o6 v 8 8 8 64

||
JUN

, 18, _, 872+852+4822+82+7.82+47.72+7.42+472 (633 17.67
e S ==) X -X" = - =
63 8 8 64

La ecuacion de la recta de regresion es:
Syy

Riy-y=—(x-X) & Riy-
2 8 17.67/64

29.2  -20.52/64 63.3 —-2052 22686
= X— < Riy= X +
8 1767 1767

Comprobamos que ¢l valor de la suma de los errores o desviaciones al cuadrado es menor que cualquiera de los
obtenidos en el ejemplo 5, pues la recta de regresion posee esta propiedad:

X; 8.7 8.5 8.2 8 7.8 7.7 7.4 7

R(X;) | 4833.6/1767 5244/1767 5859.6/1767 6270/1767 6680.4/1767 6685.6/1767 | 7501.2/1767 | 8322/1767

Yi 2.9 3 3.2 3.4 3.7 3.9 43 4.8

d; |-290.7/1767 -57/1767 205.2/1767 262.2/1767 142.5/1767  -5.7/1767 | -96.9/1767 |-159.6/1767

_290.7° +57% + --- +159.62

6 6
D2 = >d? = Y |R(x) -y |” = = 0.08129
i=1

i1 17672

4  La covarianza es positiva cuando valores mayores de una variable se corresponden “generalmente” con
valores mayores de la otra variable, como en el ejemplo 4. Representa y comprueba que la covarianza de la
siguiente muestra es negativa: (1, 3), (1, 0), (2, 2), (3, 4), (3, 0), (4, 2), (4, —1), (5, —1), (6, —3), (6, 0).

5  Representa graficamente la muestra bidimensional siguiente y calcula la covarianza y la recta de regresion:

(1,2) (2,3) (3,3) (4,5) (5,6) (6,7) (7.9) (8,9)



Ejemplo 6
]
Una persona lanza 4 veces una moneda. Repite este experimento 10 veces y obtiene los siguientes resultados:

CKCC CCKK KKKK KCCK KKCK KCCC CKKC KCKC CCCC KCKK
Definimos las siguientes variables:
X: “numero de caras en los 2 primeros lanzamientos”, Y: “numero de caras en los 4 lanzamientos”.

Cada resultado del experimento se corresponde con un valor para cada variable. Asi obtenemos la siguiente
muestra bidimensional de tamafio n = 10:
(1,3) 2,2) (0,00 (1,2) (0,1 (1,3) (1,2) (1,2) 2,4 (1,1

Estos datos se resumen en la siguiente tabla de frecuencias conjunta que contiene también la tabla de frecuencias
de la variable X y la tabla de frecuencias de la variable Y.

. Yl o 1 2 3 4| n. 4 :
0 1 1 0 0 0 2 3b---@----
1 0 1 3 2 0 6 ) ____¢___.

2 0 0 1 0 1 2 !
1¢---¢----

n.; 1 2 4 2 1 10 |
1 2

., _ S><y _
La recta de regresion de Y sobre X esR:y— y = S2 (x— X).
X

Tomando las frecuencias correspondientes, hallamos las medias X e y, la varianza S)z( y la covarianza Sy

1 3 . . .
g=L 3y 02416422 10 _,
10 & 10 10
13 01+1-2+2-4+32+41 20
y== n.= == =2
Y710 ;yl j 10 10
13, o2 0%2+412.6+22.2
S2==> xn.-X°= ~1=04
X 10% P 10
14 ~ _ 0:01+011+111+1-2-3+1:3-2+2-2:1+2-4-1
S, :—Zxkyknk—x'y: -1-2=05
y 104 10

La ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X es:

R:y-2= %(x—l) < R: y=1.25x+0.75

6  Calcula los valores de la muestra bidimensional para las variables X e Y del ejemplo 6 que corresponden a los
16 diferentes resultados que se pueden obtener al lanzar 4 veces una moneda, que describimos a continuacion,
y obtén la tabla de frecuencias conjunta, el diagrama de dispersion, la covarianza y la recta de regresion:

KKKK CKKK KCKK KKCK KKKC CCKK CKCK CKKC KCCK KCKC KKCC KCCC CKCC CCKC CCCK ccccC
7  Mostramos los resultados de una encuesta a 10 familias, el 1. elemento del par es la renta mensual y el 2.° el
coste del consumo eléctrico del mes de enero. Calcula la covarianza y la recta de regresion del coste del

consumo sobre la renta mensual: (1500, 100), (1600, 110), (1700, 120), (1800, 100), (1900, 100), (2000, 120),
(2100. 150). (2200. 175). (2300. 150) v (2400. 140).



» Predicciones sobre la variable dependiente

La recta de regresion de Y sobre X se utiliza para predecir valores de la variable dependiente Y,
dado un valor de la variable independiente X.

Ejemplo 7
|
Un estudio realizado sobre 50 estudiantes del sexo femenino de 15 afios de edad arroja la siguiente muestra

bidimensional, correspondientes a su talla en cm y peso en kg, representadas por las variables X e Y:
(168, 56) (165, 50) (159, 65) (165, 62) (161, 54)
(160, 46) (152, 44) (160, 58) (165, 72) (173, 73)
(156, 44) (163, 58) (165, 47) (164, 68) (168, 70)
(167, 49) (169, 60) (169, 53) (174, 55) (165, 55)
(164, 48) (163, 54) (164, 46) (163, 60) (163, 49)
(162, 55) (160, 55) (173, 83) (171, 65) (160, 54)
(170, 53) (167,63) (175, 62) (156, 46) (163, 65)
(165, 49) (172,59) (163, 53) (170, 60) (180, 64)
(174, 65) (173, 63) (151, 46) (176, 65) (160, 66)
(165, 50) (165, 67) (172, 58) (162, 65) (166, 62)

Practicamente ninguna pareja se repite, lo que demuestra la heterogeneidad de estas medidas, tomadas en cm y kg.
No tiene sentido plantear una tabla de frecuencias conjunta pero si representar el diagrama de dispersion.

_ Sxy _
y = S_z (X— X).

X

La recta de regresion de Y sobre X es R: y —

o1 8276 13 2889
X:HZX, = 165.52 y:HZyi = —— =57.78
i=1

1.2 2 _ 1371622
SE==>xt-x* = 3506 ~(165.52)° =35.57

—165.52 - 57.78 =25.75

13 = 479475
= = —Xvy=
Sey n Z; y 50

Por tanto la recta de regresion es:
R: y—57.78=0.7240 (x — 165.52) < y=R(x)=10.7240x — 62.06

e Sien el ejemplo anterior queremos predecir el peso que corresponderia a una chica que midiera 200 cm, le
asociamos el valor R(200) o valor de y que corresponde a x = 200:

R(200) =0.7240 - 200 — 62.06 =~

8 En el ejemplo 7, calcula el valor del peso que corresponde a una chica de altura 175 cm utilizando la recta de
regresion alli obtenida.

9  Para la muestra bidimensional de la actividad 7, calcula el coste de consumo eléctrico que corresponderia a
una renta mensual de 1200 euros utilizando la recta de regresion hallada en dicho ejercicio.



2.4 Larecta de regresion de X sobre Y

La recta de regresion de Y sobre X es utilizada para realizar predicciones de la variable Y, como hemos
visto en el ejemplo 7. En dicho ejemplo la recta es:

R: y=0.7240x — 62.06

La prediccion del peso y que corresponde a una chica con altura x = 200 cm se obtiene al sustituir el
valor x = 200 en la anterior ecuacion:

y =0.7240 - 200 — 62.06 ~ 82.74 kg.

Pero, ¢y si queremos predecir la altura x que corresponde a una chica con peso y = 75 kg? No se trata de
sustituir el valor y = 75 en la ecuacion de la recta R y despejar X, sino intercambiar los papeles de X y de Y;
calcular una nueva recta de regresion, la recta S: x = ay + b, para la que es minima la suma de las
diferencias cuadréticas:

n n

Dg - Zdlz = Z(Q(Yi)_xi)z , cong(y)=ay+b

i=1 i=1

Dicha recta se Ilama recta de regresion de X sobre Y, y su ecuacion difiere de la anterior recta sélo en
el intercambio de papeles de las dos variables:

Consideramos (X, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn) una muestra bidimensional de dos variables X e Y. La
recta de regresion de X sobre Y, utilizada para predecir la variable X, es:

- Sxy —
S: X=X =o y-Y)
y

A continuacion expresamos las caracteristicas geométricas de las dos rectas de regresion.

» Propiedades de las rectas de regresion

Consideramos (x, ¥1), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n) una muestra bidimensional de dos variables X e Y.

Para predecir la variable Y utilizamos la recta de regresion de Y sobre X, y para predecir la
variable X utilizamos la recta de regresion de X sobre Y:

Tenemos las siguientes propiedades:

P1 Las dos rectas de regresion se cortan siempre en el punto P(X, Y ).
S

P2 La pendiente de la recta de regresion de Y sobre X es my = szy .
X
2
P3 La pendiente de la recta de regresion de X sobre Y es Mg = — (sobre el sistema

xy
cartesiano OXY habitual).

P4 Las pendientes de las dos rectas de regresion y la covarianza tienen el mismo signo.

P5 Si la covarianza es 0, entonces la recta R es horizontal y la recta S es vertical.




Ejemplo 8
|

En el ejemplo 7 hemos obtenido la recta de regresion de Y sobre X, para una muestra bidimensional de valores
correspondientes a las alturas y pesos de 50 chicas de una misma edad.

__Sxy

Riy-y = S_Z(X_ X) < R:y=0.7240x — 62.06
X

Obtenemos ahora la recta de regresion de X sobre Y:
Sxy

S: x—X =
2
Sy

-y)

Calculamos la varianza de Y

1 170517
Sy =" 2yi-y’ - (5)2 —(57.78)* =71.81
1

y con los valores de las medias y la covarianza, ya calculados en el ejemplo 7, obtenemos la nueva recta:
S: x—165.52=0.3586 (y —57.78) < S: x=0.3586y + 144.80

Si queremos predecir la altura que corresponderia a una chica que pesara y = 75 kg, entonces:

=0.3586 - 75+ 144.80 =

A continuacion tenemos representadas, sobre los mismos ejes cartesianos OXY habituales, la recta R de regresion
de Y sobre X y larecta S de regresion de X sobre Y.

I O 3 S

80 boeend joemeet
P P ){ _~
® L4 s

=
70 L
o 7
65 Pooi—-io/0e
- _eeo | /O
y----—-——l—.——- '
55 4
1

50 .

././n ':', !
45 e
40
140 150 160 x 170 180 190

Obtenemos el valor de las pendientes de ambas rectas. Para ello, debemos despejar y en ambas ecuaciones.

e R: y=0.7240x-62.06 — mg =0.7240

1 144.80
e S: x=03586y+144.80 — 0.3586y=x-14480 — y= X+
0.3586 0.3586
1
LI mg = —— =2.7886.
egamos a que Mg 0.3586

10 Las calificaciones que 10 alumnos obtuvieron en los examenes A y B estan expresadas en la siguiente tabla:

Calificacion 1 | 4 7 3 5 5 3 4 3 3 3
Calificacion 2 | 6 5 4 6 7 4 6 4 3 5

(A) Obtén las ecuaciones de las dos rectas de regresion, representa graficamente el diagrama de dispersion y
ambas rectas y comprueba que se cortan en el punto de las medias de ambas variables.

(B) Calcula la pendiente de las dos rectas y comprueba que su signo es el mismo que el de la covarianza.

(C) ¢Cuaél es la prediccion de la calificacion para el segundo examen de un alumno con un 2 en el primero?

(D) ¢Cual es la prediccion de la calificacion para el primer examen de un alumno con un 2 en el segundo?



2.5 Coeficientes de correlacion lineal y determinacion

La recta de regresion de Y sobre X es la recta que mejor se ajusta a los valores de una muestra
bidimensional segun el criterio de los minimos cuadrados, ya que de todas las rectas del plano es la que hace
minima la expresion

D? = i (f(xi)—yi)z , siendo f(x) =ax +b.

i=1

El valor medio de la anterior expresion, calculada para la funcion lineal que corresponde a la recta de
regresion de Y sobre X, es una medida de la calidad del ajuste y se llama varianza residual de Y:

Vi =3 (RX)-,)’

. o . Sy -
siendo R(x) = ¥ + =~ (x = X).

De la misma forma, la varianza residual de X proporciona el mismo tipo de medida para la recta de

regresion de X sobre Y:
n

Va= 23 (S0 - %)

i=1

oS =
siendo S(y) = X + —- (y —Y).
Sy
Pero tenemos el mismo tipo de problemas que con la media o la varianza: no podemos comparar
directamente varianzas residuales, pues a mayores valores muestrales, mayores varianzas residuales. Hay que
obtener una medida que represente la calidad del ajuste sin depender de las magnitudes de los valores. Un
primer paso para ello es considerar el cociente entre las varianzas residuales y las respectivas varianzas:

Vo Ve
2 2
Sy S
Efectuando las operaciones necesarias en las expresiones de la varianzas residuales se puede demostrar
que ambos cocientes verifican:

2
ﬁ = ﬁ =1- SXy
S S;-S:

Ambos cocientes de varianzas son no negativos y menores o iguales que 1, por lo que pueden ser
utilizados para comparar los ajustes de distintas muestras y, ademas, valen lo mismo, por lo que
proporcionan un valor tinico para la muestra bidimensional.

El tltimo término de la anterior expresion, mas concretamente su raiz cuadrada, es el utilizado para ello
por su comodidad de calculo y recibe el nombre de coeficiente de correlacion lineal:

Dada una muestra bidimensional (Xi, Y1), (X2 ¥2), ..., (Xn, Yn), llamamos coeficiente de
correlacion lineal, representado por p, al cociente entre la covarianza y el producto de las
desviaciones tipicas de ambas variables:

Syy

PT s s

x Yy
sﬁy

2 2
s2.82

El cuadrado del coeficiente de correlacion es el coeficiente de determinacion: D = p2 =




» Propiedades del coeficiente de correlacion

P1 El coeficiente de correlacion lineal p esta comprendido entre —1 y 1, y su signo coincide
con el de las pendientes de las rectas de regresion y el de la covarianza:

P2 El valor de p mide la representatividad de R y S. El significado de los casos extremos es:

-1<p<1

Sip=10p =-1, larepresentacion lineal es perfecta y tanto R como S son iguales.
Decimos que las variables X e Y dependen linealmente.

Si p =0, la representacion lineal es totalmente inapropiada. La recta R es horizontal y
la recta S es vertical.

P1 Segun la definicidn de coeficiente de correlacion, la expresion de la pagina anterior es:

P2

Ve _ Vs _ 2
Sz T g 1P
Sy S
Como: Vg>0y$S2>0 — 1-p?20 — p?<l —» -1<p<1
Sxy . ., Sxy Sf/ .
Como p = y las pendientes de las rectas de regresion son mg = S—Z y mg = —, elsignodepy
x 2y X Xy
de las pendientes es el mismo que el de Sy, pues las varianzas son positivas.
. 2 VR VS 2
Si p=tl - p°=1 »> — =—5=1-p"=0 > Vr=Vs=0
Sy S5

Como VR Y Vs son una suma de cuadrados, si valen 0 es porque todos los sumandos son iguales a 0:
13 2 1 2 _
VR=Vs=0 — HZ (RX)-y;)" = Hz (Sy)-x;)" =0
i=1 i=1
Obtenemos R(x;) =vy; ¥ S(y;) = xj paratodoi=1,2, ..., n.
Los valores Xx; e y; dependen linealmente a través de las rectas de regresion, que son la misma recta.

e Sip=0,S, =0,y larectaR es horizontal y la recta S es vertical, de ecuaciones:

R: x—X =0 S:y-y =0
0<p<1 s ~1<p<o0
-]
S o
() (-]
: .o ... .
y eg0 . ° o
/.o oo.
(-]
X
p=0 p=1
S
o‘.o
o9 (]
I L _
y 500 2 Y e
..'.. P
X X




Ejemplo 9
]
Calculamos los coeficientes de correlacion de las muestras de los ejemplos 3y 7.

e Enel ejemplo 3, la muestra de tamafio 6 es:
{(0, 0), (8, 1), (40, 5), (50, 6), (60, 7), (80, 9)}
2 _ 2 _ — .
Como S5 =787.22, S =10.22y Syy = 89.56:

Sxy 89.56

Pos.s, 122 02

El valor tan cercano a 1 del coeficiente de correlacion lineal p = 0.9984 demuestra, sin necesidad de ver la
gréfica de la muestra, que el ajuste lineal es casi perfecto y, el signo positivo, que las rectas de regresién son
crecientes (a mayores valores de una variable corresponden mayores valores de la otra). Las rectas de
regresion ajustaran muy bien los datos y las predicciones seran fiables.

=0.9984

o Enel ejemplo 7 la muestra, de tamafio 50, es:

(168, 56) (165, 50) (159, 65) (165, 62) (161, 54) (160, 46) (152, 44) (160, 58) (165, 72) (173, 73)
(156, 44) (163, 58) (165,47) (164, 68) (168, 70) (167, 49) (169, 60) (169, 53) (174, 55) (165, 55)
(164, 48) (163, 54) (164, 46) (163, 60) (163, 49) (162, 55) (160, 55) (173, 83) (171, 65) (160, 54)
(170, 53) (167, 63) (175, 62) (156, 46) (163, 65) (165, 49) (172, 59) (163, 53) (170, 60) (180, 64)
(174, 65) (173, 63) (151, 46) (176, 65) (160, 66) (165, 50) (165, 67) (172, 58) (162, 65) (166, 62)

— 2 _ — .
Como S =35.57, S) =71.93y S, =25.7544:

_ Sxy 257544
PTS,s, 3557 - J71.93
El valor alejado de 1 del coeficiente de correlacion p = 0.5092 significa que el ajuste lineal es pobre, en

comparacidn con el caso anterior. En este caso las rectas de regresion no proporcionaran valores fiables en las
predicciones.

= 0.5092

A continuacion tenemos los diagramas de dispersién de ambas muestras, que corroboran lo obtenido con los
coeficientes de correlacion.

Ejemplo 3 Ejemplo 7
10 90
/
9f----- - 85 |-----
[}
8 80 f--
| R=09985 - ) | iR=0.5092
/ ® e //
6 ; 70 oo o
s5|- ° , - esl-- Qoo o o
. y.4 - R
. // o o9 8
3 55
yd 8 o
2| // 50 |-- )' -
| o o
L J -
10 20 30 40 50 60 70 80 90 140 150 160 170 180 190

11 Estudiemos con las siguientes muestras los resultados méas extremos para el coeficiente de correlacion:

(A) Representa la muestra (1,2), (1,3), (2,1), (2,4), (3,1), (3,4), (4,2) y (4,3) comprueba que p = 0 y que las
rectas de regresion son una horizontal y la otra vertical.

(B) Representa la muestra (0, 1), (1, 3), (2, 5), (3, 7) y (4, 9), que son puntos de la recta y = 2x +1, comprueba
que para ella p = 1y que las rectas de regresion son ambas iguales a la recta dada.



>

Propiedades

Supongamos que m, y Mg son las pendientes de las rectas de regresion R y S de dos variables
X e Y. Obtenemos las siguientes propiedades:

m Si mg;>0, mg>0 — mg<m
P3 _R:p2=D P4 { _ R s R s
s Sii mg<0, mg<0 — mg>mg
S s S Sy S sz
P3 ComomR:%, S:—yyp* , tenemos —— = Mg i—%%—%:pz.
X Sxy SX y S mS SX Sy Sx'Sy
m m
P4 Comop’<l — —R—p2£1 > R«
Mg Mg
e Si mMg<0y mg<0 — mg=mg
Ejemplo 10
|

Las rectas de ecuaciones 2x —y + 3 =0y x —y = 2 son las rectas de regresion de dos variables X e Y. Calculamos
el coeficiente de correlacion.

Obtenemos las pendientes de ambas rectas, expresandolas previamente en sus ecuaciones explicitas:
2x-y+3=0 < y=2x+3 Xx-y=2 & y=x-2

Las pendientes de ambas rectas sonm =2y m’ = 1.

m
Como por la propiedad P4, p* = m—R , y por la propiedad P1, p* < 1, necesariamente:
s

mg=1ly mg=2 —> p’= SR p= 1
R~ s = =3 ==
2 2
. 2 . . .
pues, en caso contrario, seria p*> = 1 =2, que es imposible pues debe ser p® < 1. Deducimos:

R: y=x-2y S: y=2x+3

12

13

14

Con los datos de la actividad 2, responde a las siguientes preguntas:
(A) {Qué mortalidad infantil corresponderia a un pais con una esperanza de vida de 40 afios? ;Y de 80 afios?
(B) ¢Qué esperanza de vida corresponderia a un pais con una mortalidad infantil del 5 %? ;Y del 1 %?

(Es posible que las siguientes rectas sean de regresion de dos variables?
Rix+2y=1y S:x—-y=2.

Una empresa con 4 categorias de empleados, A, B, C y D, posee una fabrica en Espaiia y otra en Egipto. Los
sueldos de sus empleados, por mes y categoria, difieren en ambos paises, y vienen dados en la siguiente tabla:
A B C D
Espafia X 1200 1600 2000 2400
Egipto Y 260 380 500 800

La empresa piensa crear la categoria de empleado E, con una remuneracion de 1000 € en Egipto, y utiliza la
regresion lineal para calcular la remuneracion que corresponderia a la misma categoria en Espafa. ;Qué
cantidad percibiran aqui? ;Es adecuado utilizar este método para realizar el calculo? Explica la situacion.



Problemas del capitulo 2

En un pais los tipos de interés y el indice de la bolsa, en los Gltimos 6 trimestres, son los siguientes:

Tipo de interés 8% | 75% | 7% | 65% | 6% | 55%
Indice bolsa 1200 1310 1400 1550 1750 1800

(A) Estima el indice de la bolsa para el proximo trimestre si el tipo de interés es del 5 %. ;Y si fuera del 4 %?
(B) Estima el tipo de interés cuando el indice de la bolsa sea de 2500 puntos.
(C) Calcula el coeficiente de correlacién lineal.

Un rail de una via de tren mide 100 metros, pero la temperatura afecta a su longitud. La siguiente tabla
proporciona el alargamiento, en mm, obtenido a diferentes temperaturas, en grados:

X;: temperatura 0 8 15 25 40 50 60 80

yi: alargamiento 0 1 2 3 5 6 7 9

(A) Calcula el coeficiente de correlacion de esta muestra bidimensional.
(B) Halla la recta de regresion de Y sobre X y estima el alargamiento que corresponde a una temperatura de 45°.
(C) Halla la recta de regresion de X sobre Y y estima la temperatura correspondiente al alargamiento de 10 mm.

Hemos tomado datos sobre el nimero de cigarrillos consumidos diariamente y el indice de mortalidad. Dichos
datos son:

N.° de cigarrillos 3 4 6 15 | 20 | 40 | 45
Indice de mortalidad 02 1031|031 05]| 07 1.4 1.5

(A) ¢Cudl es la prediccion de mortalidad para un consumidor de 60 cigarrillos diarios?
(B) ¢Cudl es la prediccion de consumo diario para un indice de mortalidad de 1?
(C) ¢Cudl es la calidad de las predicciones realizadas?

La siguiente tabla muestra la evolucién del nimero de trasplantes de higado en el periodo 1990/1995:

Afio 1990 1991 1992 1993 1994 1995
N.° de trasplantes | 5040 | 5326 | 6042 | 6649 | 7616 | 7900

(A) Con estos datos y siendo adecuada la representacion lineal, estima el nimero de trasplantes para el afio 2005.
(B) ¢Cudl es la bondad de la representacién lineal?

Las rectas de regresion para dos variables X e Y son 2x +y =50 y x + 2y = 55,
(A) Calcula las medias de ambas variables.

(B) ¢Cudl es la recta de regresion de Y sobre X?

(C) ¢Cuédl es el valor del coeficiente de correlacién?

Repite las preguntas del problema anterior para las rectas 3x — 5y = 1y 5x — 6y = 4.

Las calificaciones de los alumnos de una clase en matematicas y las respectivas de selectividad vienen dadas en la
siguiente tabla. Estudia si la correlacion es adecuada.

Matematicas | 6 6 6 8 6 7 7 9 6 8 8 5
Selectividad | 5.7 | 43 | 62 | 67 | 73 | 82 | 6 7 | 67]93]|52]| 8

Las precipitaciones, en litros/m? registradas en la ciudad de Banyeres, durante los meses de abril en el periodo
1979/1990, se dan a continuacion en la siguiente tabla junto a las precipitaciones, para el mismo periodo, en la
ciudad de Ontinyent a 35 km de distancia:

Afo 1979 | 1980 | 1981 [ 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 [ 1990

Banyeres 30 110 | 102 82 27 26 16 34 18 60 31 99

Ontinyent | 24 | 107 | 169 | 63 8 24 | 17 | 29 8 39 | 40 | 81
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(A) Calcula el coeficiente de correlacion entre las precipitaciones de ambas ciudades. ;Qué significado tiene su
signo?

(B) Estima la lluvia que se recogeré en Ontinyent cuando en Banyeres se recogen 150 I/m?.

(C) Estima la lluvia que se recogeré en Banyeres cuando en Ontinyent se recogen 80 I/m?.

Calcula el coeficiente de correlacion de la siguiente muestra bidimensional:
(1,15 (3,18) (5,20) (8,22) (10,20)

(A) Si a los datos de la primera variable sumamos 10 unidades y a los de la segunda variable restamos 5
unidades, calcula el coeficiente de correlacion de la nueva muestra. ;Qué deduces del resultado?

(B) Sialos datos de la primera variable los multiplicamos por 100 y los de la segunda variable los dividimos por
10, calcula el coeficiente de correlacién de la nueva muestra. ¢ Qué deduces del resultado?

(C) A lavista de los resultados anteriores, calcula de la forma mas comoda posible el coeficiente de correlacién
de la muestra bidimensional:

(2001, 0.05)  (2002,0.07) (2003,0.06) (2004,0.09) (2005, 0.1)
Calcula el coeficiente de correlacién entre los afios y las precipitaciones de la ciudad de Banyeres que tenemos en
la tabla del problema 8. Es aconsejable restar 1979 a todos los afios, para trabajar con nimeros méas pequefios. El
coeficiente de correlacion sera el mismo. ¢ Qué opinion te merece el resultado?

Las calificaciones obtenidas por 5 alumnos en matematicas y estadistica son:

Matematicas 5 3 6 7 9
Estadistica 7 5 8 9 1

(A) Calcula el coeficiente de correlacion entre las calificaciones de matematicas y estadistica de los primeros 4
alumnos. ;Qué deduces del resultado?

(B) Calcula el coeficiente de correlacion para las notas de los 5 alumnos. Justifica la diferencia entre el valor
obtenido y el del apartado anterior.

En Bolsa se estudia si determinados valores son representados adecuadamente por algunos indices. En la siguiente
tabla relacionamos los valores del IBEX 35y los de Telefonica en el mes de mayo de 2003.

Telefénica 9.72 9.79 10.02 9.65 9.45 9.55 9.55 9.51 9.43 9.40
IBEX35 | 6456.4 | 6491.3 | 6568.7 | 6429.0 | 6300.5 | 6387.8 | 6395.0 | 6376.0 | 6363.4 | 6413.8
Telefénica 9.58 9.26 9.27 9.00 9.24 9.29 9.24 9.37 9.52 9.60
IBEX 35 | 64815 | 6279.6 | 6298.1 | 6198.9 | 6317.9 | 6346.2 | 6338.2 | 6363.6 | 6472.9 | 6483.0

(A) Estudia el coeficiente de correlacion entre ambas series y establece si las variables tienen cierto grado de
dependencia.

(B)  En cualquier caso, si el 25 junio de 2003 Telefonica alcanzo el valor 10.28, ;cual hubiera sido la prediccion
para el IBEX 35? (EI verdadero valor de aquel dia fue 6941.3).

(C)  Siel IBEX 35 alcanzo el 26 de junio el valor 6944.6, ;cuél hubiera sido la prediccion para Telefonica? (El
verdadero valor fue 10.27).

Mostramos la evolucion del precio del barril de petréleo, en délares por barril, y del precio del gasoil de
automocién, en céntimos de euro por litro, durante 25 afios, de 1990 a 2014.

1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002

Precio barril | 19.68 | 22.81 | 17.52 | 17.24 | 14.17 | 16.88 | 17.79 | 23.29 | 15.07 | 11.32 | 25.21 | 25.95 | 19.15

Precio gasoil | 36.87 | 41.75 | 44.34 | 48.97 | 49.03 | 49.46 | 54.28 | 56.5 [ 53.55 | 57.27 70.3 70.06 | 69.5

2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 [ 2012 | 2013 | 2014

Precio barril | 30.77 | 31.40 | 42.89 | 62.36 | 53.40 | 90.82 | 43.91 | 77.12 | 92.66 | 106.89 | 105.04 | 102.25

Precio gasoil | 70.4 | 75.9 90 95.7 97 [114.1) 91.2 [ 107.5] 126.7 | 136.54 | 135.88 | 130.31

(A) Calcula la media y la desviacion tipica de los precios del barril.

(B) Calcula la media y la desviacion tipica de los precios del gasoil.

(C) Calcula el coeficiente de correlacion.

(D) Obtén la ecuacion de la recta de regresion necesaria para estimar el precio del gasoil si el del barril de
petroleo fuera el proximo afio de 150, 125, 100, 75 y 50 dolares, respectivamente.
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11. (A) 3 (B)

S} I

~ = OO
3j-0-+-o-R
i
1----0|06----4

T AR,

1 2 3 4 5

R:y=25; S:x=25p=0

12. p=-0.735. (A) 150.53 %o; no tiene sentido: —37.5 %o, esta recta no es apropiada para predicciones alejadas de
las medias. (B) 55.93 y 60.54 afios. 13. No, tienen pendientes de diferente signo. 14. 2912 €, si porque el

coeficiente de correlacion esta cerca de 1 (p = 0.9694).

Soluciones de los problemas del capitulo 2

1. (A) 1948.67 y 2204.1. (B) 2.91 %. (C)-0.99. 2. (A)0.998. (B) R:y =0.1132x + 0.1898; 5.28 mm.

(C) S: x =8.8019y — 1.5577; 86.46°. 3. (A) 1.975. (B) 28.57 cigarrillos. (C) 0.996. 4. (A) 14206. (B) 0.989.
5. (A) X =15, ¥ =20. (B)x+2y=55. (C)-0.5. 6. (A) X =2,y =1. (B)3x—5y=1. (C)p= %

7. p=0.134, no es adecuada. 8. (A) 0.879, cuanto més llueve en una més lo hace en la otra. (B) 165 I/m?.

(C) 72.1l/m?. 9. 0.829. (A) El mismo, sumar constantes a todos los términos no afecta a la correlacién.

(B) EI mismo, multiplicar cada término por la misma constante no afecta a la correlacion. (C) (1,5), (2,7), (3,6),
(4,9), (5,10), p = 0.915. 10. -0.196, no hay relacidn entre la lluvia y el afio en que se mide; el signo negativo indica
que al aumentar los afios, disminuyen las lluvias. 11. (A) p = 1, existe dependencia funcional (lineal). (B) —0.35,
poca correlacion lineal, porque la nueva pareja afiadida rompe totalmente con la tendencia de las otras.

12. (A) 0.909, hay mucha correlacion. (B) 6670.85. (C) 10.79. 13. (A) X =43.42, Sy =32.18. (B) y=78.92,
Sy =30.961. (C)p=0.923. (D) r:y—78.92 =0.888(x — 43.42); los precios por litro del gasoil serian,
respectivamente: 173.56 €, 151.36 €, 129.16 €, 106.96 € y 84.76 €.




