Matematiques per a batxillerat

Matematiques per a batxillerat és el resultat de molta il-lusié, treball, tfemps i gran experiencia
docent. Conté tots els coneixements matematics necessaris per a emprendre els estudis de Grau de
qualsevol Universitat.

Aquest projecte consta dels llibres de matematiques de primer i segon de les modalitats de batxillerat
de Ciencies i Tecnologia i de Ciéncies socials, segons els continguts curriculars que actualment
s'estudien a |'estat espanyol, i estan distribuits en 3 volums per a cada curs:

Primer curs Segon curs
Algebra i Geometria Algebra lineal i Geometria
I\/I.?da.llta.t de . Funcions Calcul diferencial i integral
Ciéncies i Tecnologia : —
Estadistica Calcul de probabilitats
Algebra Algebra lineal
M?da,lltat d? Funcions Calcul diferencial i integral
Ciéncies socials —— - —— : -
Calcul de probabilitats i Estadistica | Calcul de probabilitats i Inferéncia estadistica

Contingut de Matematiques per a batxillerat

Tot el curriculum dels batxillerats de I'estat espanyol.

Més de 1500 exemples resolts dels epigrafs importants.

Més de 8000 problemes entre activitats i exercicis proposats.

Totes les activitats i exercicis proposats tenen la solucié al final del capitol corresponent.

Estructura i concepcié del llibre Matematiques per a batxillerat

Cada parella de pagines consecutives (8 i 9, 10 i 11...) es conceben com una porcié tancada del capitol; cap concepte
quedard a mig fer, i conté exemples resolts i activitats per a resoldre.

Mai hi ha text vertical paral-lel. Sempre es llegeix de dalt a baix, sense distraccions.

Per a facilitar I'estudi distingim amb formes i colors:

. Definicions: Sempre amb quadres de color verd, sense farcit.

. Propietats i teoremes: Sempre amb quadres amb farcit de color verd. Quan hem cregut convenient incloure la
demostracié d'alguna propietat ho fem fora del quadre, ressaltada per |'esquerra amb una barra vertical de
color verd.

. Exemples resolts: Es el més abundant al llarg del llibre; resolts amb detall, perqué |'alumne puga dependre

d'ells. Molts sén aplicacions a altres ciencies, com la Fisica, Biologia, Economia, Topografia, per citar les més
aplicades. Van ressaltats per |'esquerra amb una barra groga, i humerats per capitol.

. Activitats proposades: Almenys al finalitzar cada parella de pagines (10 i 11, 12 i 13...) incloem un quadre farcit
de color taronja amb activitats numerades per capitol i relacionades amb la teoria explicada en aquestes pdgines
i els exemples alli resol+s.

. Problemes de recapitulacié: A més, al finalitzar cada capitol afegim una dmplia col-leccié de problemes
proposats per a acabar d'assolir els conceptes del capitol.
. Solucions: Cada capitol acaba amb les solucions de totes les activitats i de tots els problemes proposats en ell.

Es un procés d'assimilacié dels elements conceptuals necessaris per a interpretar, enunciar i resoldre els problemes
que planteja |'estudi dels fendmens propis de les diverses ciéncies. El coneixement matematic s'organitza en forma de
sistema deductiu, de manera que definicions, postulats, propietats, teoremes i metodes s'articulen ldgicament per a
donar validesa a les intuicions i a les técniques matematiques. Tot aquest procés culmina en els exemples i problemes.

El llenguatge formal s'introdueix lentament, perd resulta imprescindible per a no perdre la linia conductora de la
solucié del problema. Incloem demostracions d'algunes propietats sempre que siguen adequades al nhivell, encara que no
son necessaries per al desenvolupament del text.
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Capitol 3

Aplicacions de les derivades

Teorema de Rolle
e Separaci6 d’arrels

Teorema del valor mitja de Lagrange
o Interpretacions del teorema del valor mitja

La regla de L'Hopital

e Teorema de Cauchy

e Regla de L'Hépital

e Calcul de limits indeterminats

Creixement i decreixement local

e Creixement i decreixement puntual

e Teorema 1: condicions suficients de creixement estricte
o Intervals de creixement i decreixement

Extrems relatius d’una funcio
e Teorema 2: condicid necessaria d’extrem relatiu

Classificaci6 dels extrems relatius

e Punts singulars d’una funcio6

e Teorema 3: criteri del canvi de signe de la primera derivada
e Teorema 4: criteri del signe la segona derivada

Calcul dels extrems absoluts d’una funcid
Problemes d’optimitzacid

Curvatura

e Teorema 5: condicions suficients de curvatura
Intervals de curvatura
Teorema 6: condici6 necessaria de punt d’inflexid
Teorema 7: criteri del canvi de signe de la segona derivada
Teorema 8: Criteri del signe de la tercera derivada

3.10 Representaci¢ grafica de funcions
e Representacio grafica de funcions polinomiques
o Representacio grafica de funcions racionals
e Representacio grafica d’altres funcions




3.1 Teorema de Rolle

Considerem una funci6 f continua en [a, b] i derivable en ]a, bJ[.
Si f(a)=f(b) — 3Ixoe]a b[ tal que f(xo)=0

Si f és continua en [a, b], el teorema de Weierstrass assegura que f 4 f'(xy) =0
assoleix els extrems absoluts (maxim i minim) en [a, b].

e Si aquests extrems absoluts s’assoleixen els dos en a i en b:
f(a) <f(x) <f(b), vxe[a,b] o f(b) <f(x)<f(a), VYxe[a, b]

Perosi f(a)=f(b) — fésconstant — f'(x) =0, Vxe]a, b[

e Si algun dels extrems absoluts (suposem el maxim) s’assoleix en a Xn b
Xo€]a, b[, tindrem que:

F(x) —f(%o) >0 = lim F(x) = (%)
X1=Xo X1=%  Xp=Xg

f(x,)—f(Xp) <0 = lim f(x,)—f(Xo)
Xp=Xo X%y Xy —Xg

1) si xie]a, X[ = f(X) <f(x)) = >0 = f '(xg) 20

@) si XoelXo, b[ = f(x2) <f(xo) = <0 = f,'(x,) <0

Com que f és derivable en x,, necessariament f_'(c) = f,'(X,) , i no hi ha altra possibilitat que f*(x,) =0.

Exemple 1
I
Obtenim els punts que verifiquen el teorema de Rolle per a la funcié g definida per

f(x) =x* - 3x*—x +4, Vxe[-1, 3].

f'(Xl) =0

Com que és polindmica, la funcié f és continua en [-1, 3] i
derivable en -1, 3, sent la seua derivada f'(x) = 3x* — 6x — 1.

.

\ Mévf(im rela:tiu

..........................

També verifica la tercera hipotesi: f(-1) = f(3) = 1.

El teorema de Rolle afirma que la funci6 derivada s'anul-la en algun
punt de ]-1, 3[.

Les seues arrels es troben immediatament:

. 6+/36+12 _ 61443

6 6

f')=0 = 3x*-6x-1=0 =

,_
'
'
]
[
=
'

Minimirelatiu

d’onX1=l—§\/§iX2:1+§\/§. I -

Observa que el teorema de Rolle no afirma que el punt X, siga Unic. En I’anterior exemple hi apareixen
dos, perd poden haver-ne fins i tot infinits (queda patent en la demostraci6 del teorema).
Si les hipotesis del teorema no es verifiquen, ni s'afirma ni es nega I'existéncia d’aqueixos punts.

1  Comprovasi la funci6 f(x) = %Xz definida primerament en ’interval [0.5, 4] i després en [—1, 4], verifica les
hipotesis del teorema de Rolle. Es verifica la tesi en algun dels casos?

2 Considera la funci6 f(x) = x? + 3x — 2 definida en [a, 1]. Troba el valor de a per al qual f verifica les hipotesis
del teorema de Rolle i troba el punt que verifica la tesi.



» Separacio d’arrels

El teorema de Bolzano permetia localitzar arrels de les equacions (o de funcions). Ara, amb el teorema
de Rolle, podrem separar-les en intervals disjunts, és a dir, en intervals que continguen només una arrel.

Exemple 2
I
Demostrem que I’equacié 2x = 1 + sinx nomeés té una solucid i esta situada entre 01 1.

e Vegem que I'equaci6 té almenys una solucié. Per a aixd considerem la funcié
f(x) =1+ sinx—2x
que és continua i derivable en R, i les seues arrels sén les solucions de I'equacio donada.

Comquef(0)=1>0if(1)=1+sin1—-2<0,iféscontinuaen [0, 1], el teorema de Bolzano assegura que
existeix alguna arrel de fentre 0 i 1:

Ix; €]0,1[ tal que f(x) =0
e Vegem que no poden haver-hi dues solucions de I'equacio.
Si Xy i X, foren dues solucions tindriem que f(x;) = f(x,) = 0.

Perd com que f és continua en [xy, X,] i derivable en ]xy, X,[ (ho és en R) el teorema de Rolle afirma:

I xp € Ix, Xo[ talque f'(xq) =0

Pero la derivada mai s'anul-la perqué f'(x) =cosx —2 # 0, ¥xeR. Per tant no poden haver-hi 2 arrels.

Exemple 3
|
Separem en intervals disjunts les arrels de I'equacié x* — 3x + 1 = 0.

Es una equacié polinomica de grau 3, per la qual cosa té com a maxim 3 arrels reals.

Considerem la funci6 f(x) = x> — 3x + 1, continua i derivable en R.

1. Laseua funci6 derivada f (x) = 3x* — 3, té Ginicament dues arrels, en els punts x; = -1 i X, = 1.

2. Constituim els subintervals J-c0, —1], [-1, 1] i [1, <[, a partir de les arrels de f .

3. Interval [-1, 1]: com que f(-1) =3 >0, f(1) = -1 < 0, el teorema de Bolzano assegura que hi ha arrels en ell.
Interval ]—o0, —1]: com que f(-2) =-1<0if(-1) =3 > 0, el teorema de Bolzano assegura que conté arrels.

Interval [1, +oo[: com que f(1) = -1 <0, f(2) = 3> 0, el teorema de Bolzano assegura que hi ha arrels en ell.

4. Lestres arrels reals pertanyen respectivament als intervals -2, -1, -1, 1[ i 11, 2[.

3 Siga f una funci6 continua i derivable. Demostra, amb ajuda dels teoremes de Bolzano i Rolle, les propietats
segiients. Siguen a i b dues arrels consecutives de 1’equacio f’(x) = 0:
(A) No pot haver dues solucions diferents en Ja, b[ de I'equacidé f(x) = 0.
(B) Sif(a) i f(b) son de signe distint, aleshores I'equacié f(x) = 0 té una Gnica soluci6 en ]a, b[.
(C) Sif(a) i f(b) tenen el mateix signe, aleshores I'equacié f(x) = 0 no té cap solucio en Ja, bl.

4 Separa les arrels de les equacions:
(A) X*—6x°+6=0 (B) cosx =x (C) 2x3—=3x*—12x+1=0



3.2 Teorema del valor mitja de Lagrange

Considerem una funcio f continua en [a, b] i derivable en Ja, b[. Aleshores:
3 x0€]a, b[ tal que f(b) —f(a) = f (xo) (b —a)

Considerem la funci6 g(x) = (f(b)—f(a))-x—f(x)(b—a), ¥xe[a, b].
La funci6 g és continua en [a, b] i derivable en Ja, b[ perqué f ho és, i la seua derivada ve donada per
g'(x) = (f(b)-f(@)-F'(x)(b-a) vxela bl (1)
Es immediat que g(a) = g(b), aleshores, aplicant el teorema de Rolle, deduim
I xe€]a, b[ talque g'(xy) =0
Pero 9'(Xe)=0 < f(b)-f@@) - f'(Xg)(b-a)=0 <« f(b)-f(a) = f'(xq)(b—a)

> Interpretacions del teorema del valor mitja

Considerem una funcid f continua en [a, b] i derivable en ]a, bl[.
e La variacié mitjana de la funcié f en l'interval [a, b] és igual a la variaci6 instantania
(derivada) en algun punt xo entre a i b:

Ix,€la b[ tal que

f(b)-f(a) ..
Tba

o Entre els punts de la grafica A(a, f(a)) i B(b, f(b)) hi ha algun punt P(xo, f(Xo)) en qué la
recta tangent en ell és paral-lela (idéentic pendent) a la recta secant per A i B.

Com que f verifica les hipotesis del TVM, 3 xqge]a, b[ tal que

f(b)-f(a)
b-a

N
f(b) —f(a) =f(x)) (b-a) <

erd f(b)-f(a)
b—

=1 (xo)

p és la variacié mitjana de f en [a, b] i f (xo) és

la variacio6 en ’instant Xg. f(a)t-
f(b)—f(a)

— a !
i f'(xo) és el pendent de la recta tangent en (X, f(Xo)).

El pendent de la recta secant que uneix A i B és

ol--------------\--

@ |becoo

Xo

Exemple 4
——

Obtenim el valor X, que verifica el TVM per a la funci6 f(x) = x* en I'interval [0,2].

La funci6 és continua en [0,2] i derivable en 10,2 = 3 x,€]0,2[ tal que f(2) —f(0) = f (xo) (2 — 0)
O de forma equivalent

4-0=Ff(X) 2 — f(X)=2 — 2%=2 — X=1




Exemple 5
—

Igual que el teorema de Rolle, el TVM pot verificar-se per a més d'un punt x,, fins i tot infinits. Vegem I'exemple
d'una funcio que el verifica en dos punts.

L'espai recorregut f per un mobil en funcié del temps t ve donat per

f(t) - t3 _ 3t2 +3t, Vte [0, 2] ;EI pendent :és VMf, 215
Vegem que verifica el TVM en dos punts de I’interval 0, 2. 1s | Elpendent ) éslai 7 [/ 7.

La variaci6é mitjana (velocitat mitjana) en [0, 2] és

] S Ay SR TR —
f(2)-f(0 2—
VMf[ovg]z () (): 021 m/s i : i
2-0 2-0 os| /). i/ Elpehdentttyésia
i la velocitat instantania en qualsevol punt t és T Vistantania ed
f(t) = 32 - 6t + 3, Vte], 2[. b 5 i

0.5 1 15 2

Com que VMg 2 = f (to), per a algun t,€]0, 2[, tenim que

_ 6++/36-24 N V3 V3

1=3t2-6t+3 — 3t’—-6t+2=0 — t th=1l- " ity =1+—
6 3 3

El resultat indica que en els instants t, i t; la velocitat instantania és igual a la velocitat mitjana de tot el trajecte:
"En algun moment del recorregut el mobil ha de portar la velocitat mitjana".

Exemple 6
|
Calculem el pendent de la recta secant a la parabola f(x) = ax” + bx + ¢ en dos punts X, i X, d’ella, i comprovem
Xy +X
que el punt de la parabola que té la mateixa pendent és el seu punt mitja x = =% ; Z.

e El pendent de la recta secant és la variacio mitjana en [xy, X,]:

_ _F(xp)—f(x)) _ ax3+bx, +c—(ax? +bx, +c)
" VMf[X“XZ] B Xy =Xy - Xy =X

22
_ alxg —xg)+b(x; — %)
Xy =%y

= a(x, +X,)+b

e Elpendent de la corba és la seua derivada f'(x) = 2ax + b. |
Vegem en quin valor de x sén iguals els dos pendents: X:l \ X le
f(x)=m, — 2ax+b=a(X+X,)+b — 2ax=a(X +X,) >AX<
At X: punt mitja

X1+X2. deXliXZ
2

d’onx =

5  Es verifiquen les condicions per a aplicar el TVM a les segiients funcions en els intervals indicats? Si es aixi,
busca el punt o els punts per als quals es verifica.

2 -
1 1
(A) f(x) = X+; , en I’interval [0, 4]. (B) f(x) = { Xt X< , en I’interval [-1, 3].
X+

—x?+4x-1 si x>1



3.3 Lareglade L'Hopital

» Teorema de Cauchy

Considerem f i g funcions continues en [a, b] i derivables en ]a, b, aleshores:
3 xo€]a, b[ tal que (f(b)-f(@))-g(x,) = (9(b)-9g(@))-f'(x,)

Considerem la funcié H(x) = (f(b) — f(a)) g(x) - (a(b) - 9(a)) f(x), Vxe[a, b]. (1)
H és continua en [a, b] i derivable en ]a, b[ perque f i g ho son i, com es pot comprovar, H(a) = H(b).
Aleshores el teorema de Rolle assegura que Ixy<]a, b[ tal que H’(xo) = 0; pero derivant en (1) obtenim

0= H'(x) = (f(b) - (@) g'(x0) — (9(b) —9(a)) f'(x0) = (f(b) - (@) g'(x0) = (9(b) - 9(a)) f'(x0)

Exemple 7

|
Les funcions f(x) = x? i g(x) = —x* + 4x, definides en [0, 2], defineixen I’espai recorregut per dos mobils, en
metres, en funci6 del temps, en segons. Obtenim el valor x, que verifica el teorema de Cauchy.

Les funcions f i g sén continues en [0, 2] i derivables en ]0, 2[, aleshores 4 .

3%0€10.2[ tal que (f(2) - f(0)) - '(xo) = (9(2) ~ 9(0)) - F(xo) 9
Esadin (4-0)- (2% +4)=(4-0) 2% = X =1
El resultat significa que els mobils tenen la mateixa variacid, 4 metres, i variacié 2 |-—/f-— -------------------
mitjana (velocitat) en I’interval [0, 2], 2 m/s. |

El teorema de Cauchy indica que en I’instant x, = 1 tenen també la mateixa
velocitat instantania f'(1) = g'(1) = 2 m/s, encara que s6n moviments diferents.

Graficament veiem que en X, = 1 tenen rectes tangents amb igual pendent. 1 -~ 3

> Regla de L'Hopital

Com una consequeéncia del teorema de Cauchy, la regla de L'Hépital, permet utilitzar el calcul
de derivades per a resoldre les indeterminacions 0/0 que surten en el calcul de limits.

Considerem f i g funcions continues en [a, b] i derivables en ]a, b[ tal que les seues derivades no
s’anul-len simultaniament en cap punt de ]a, bJ[.
si lim 1 = 9 jexisteix i és finit lim —X) = jim &) = i £
X—>Xg g(x) 0 X=Xy ( (x) X=X, g(x) X=Xy (x)

Vegem que és cert per al limit per la dreta de x,. La demostracié és analoga per a limits per l'esquerra.
Si xe]a, b[ i x > xg, com que es verifiquen les condicions del teorema de Cauchy en [Xg, X], tenim

Jte]xo, X[ tal que 09 -f(xo) _ f,(t) < Ttexo, X[ tal que ) . m
9)-9(X0) g'(1) 9(x) g
perqué f(Xo) = g(Xo) = 0, i escrivint-ho en forma de quocient. Prenent limits quan x tendeix per la dreta a X,
lim T = gim FO i T iy T
x—>x," g(X) t>x," g (t) x>%," g(X) X—Xo" g'(x)

perqué com que te]Xo, X[, quan x tendeix a Xo, necessariament t tendeix a x, també.



Exemple 8

Amb la regla de L’Hépital podem calcular els limits indeterminats del tipus 0/0 sempre que existisca el limit del
guocient de les derivades:

Iimsmx=9 Iimf(x) T f(x) i COoS X

=71
x—0 X 0 x-0g(x) LHopltaI x—>Og(x) x=0 1

La regla de L'Hopital es pot aplicar reiteradament sempre que es verifiquen les seus condicions
. X-=sinx 0 . 1-cosx O sinx _0
e lim == = lim

. ._cosx 1
- = |lim=—= = |lim—==
x—0 X3 0 LHopital x—0 3)(2 O LHopltaI x—0 B6X

O LHopltaI x—0 6 6

» Calcul de limits indeterminats

La regla de L’Hopital és valida també per al calcul de limits en +oo, sempre que les
funcions siguen continues i derivables en un interval infinit adequat:

si lim [ =0 i m existeix = lim %) = jim w
X—>*o0 g(X) 0 Xt ( (X) X+ g(x) x>t () (X)

Una altra ampliacio de la regla de L’Hopital s'obté en indeterminacions del tipus it

o0
Si per A representem tant un nombre real com els simbols +oo i —oo, tenim que:
i 0 . . .
si lim——= o) _ 2= i lim &9 existeix = lim —= o) - = lim el
Ag(X)  Fo xoAgi(X)

CAGH) XA gX)

A meés, efectuant algunes modificacions (com veurem en els segients exemples), resoldrem
limits que presenten indeterminacions dels tipus:

-0 00 — 00 1” 0 °

6

Exemple 9

Indeterminacions del tipus —

1
xInx _ +o . Inx+1 4o X 1
o lim = — = lim = = lim =—=lim —=0
X—>+m0 X +]_ 400 LHopltaI X+ 2X 400 LHopltaI X—>+0 2 X—>+0 2X
U _iellx
207 -1 4w . X2 .2 2
o lim = lim X~ lim £-%
x—0" 5% 4+3 4o LHopltaI x—0% 5 el/x x—»0*5 5

X

Calcula els segUents limits:
— — . X 1/x
(A lim “X+ @ im0y imiZSX ) im & (®) im 2801
\/ x—0 x—0 SinX x—+o X x>0 5eY% 43
2x 2X
@) lim SN Sin2x ©) lim azrctgx (H) lim 1+In(2x+1) ) lim e3 +1 @ lim e3 +1
x—0 Sin 3x x—=0 X° +3Xx X—>+0 1+|n(x +1) x—+00 X 12 x——o gX



Exemple 10
|
Indeterminacions del tipus 0 - 0. Expressem el producte com un quocient:

. Inx —o0 . 1/x
e lim(x:Inx)=0-0= lim —==— lim = lim (x)=0
x—0* x—>0"1/X  +oo LHopltaI x>0" —1/X% x>0
2
. X +00 2X  +o0 2
e lim (x2e™)=40-0= lim —=— = lim = =— = lim—=0
X—>+00 x—>+o@X 400 LHopltaI x—+0@% 400 LHopltaI x—>+o0 @X

e Encanvi lim (x2 e*X) = (+00) - (+o0) = +o0 No té indeterminacio!

X—>—00

e lim (Inx-arctgx) = (-0) - 0= lim _nx = li 1/x
x—0" x—0"l/arctgx ~ +oo L'Hopital x—>0* 1
1+ x?)(arctgx)?
_ 2 2 _ 2
- lim (1+ x=)(arctgx) _ 0 _ lim 2x (arctgx)“ — 2arctgx ~0
X—0"* X 0 L'Hopital x—0* 1

Indeterminacions del tipus o — .
e Esresolen modificant I'expressio fins a obtenir un quocient amb indeterminacid del tipus 0/0 0 oo/o;

. 1 1 . [cosx 1 . X-cosx—sinx O
lim| —-=|=0-w=Ilim —/—-=|=limMm—""—"=—- =
x->0 tgx X x->0  X-SinX 0 L'Hapital

—X-sin X 0 li —-sinx—x-cosx 0

x—0SiN X + X -COS X 0 LHOpltaI x—02C€0S X — X -Sin X 2

e Altres casos es resolen modificant I'expressid per a obtenir un producte:

lim (x=Inx)=0w—-0w= lim [ (1—m7xjj=(+oo)-(l—0)=+oo

X—>+00 X—>+0
. Inx +0 . 1/x
perqué¢ lim —=— lim —=0.
X—>+0 X +00 LHopltaI Xx—+o 1

Indeterminacions del tipus 1%, oo° 0 0°.

Es resolen amb les propietats dels logaritmes, transformant I'expressié exponencial en productes:

- 2 - 2X - .
e lim(1-cosx)™=0° — anomenemL = lim (1-cosx)™ i prenem logaritmes:
x—0 x—0

Xx—0 x—0

InL = In(lirr(l)(l—cosx)zxj = lim In(1- cosx) = lim (2x In(1-cosx)) =0 - (o)

2sin x

. 2In(L-cosx) _ o . 1-cosx . -2x%sinx 0
= lim ————~ =— = [|im =lim == =
x—0 1/x oo L'Hépital x—0 1 x—>0 1—C0osX 0 L'Hopital

X2

_ Jim o Xsinx— 2x%-cosx _ 0 lim 4-sinx—8x-sinx+2x2-sinx_0
x—0 sinx O LHopltaI x—0 COS X

Aleshores: In(L)=0 — L=€%°=1 - lim (l—cosx)zx =1

x—0




Exemple 11

|
Comprovem que la segtient funcio, amb domini ]-1, +oo[, és derivable en 0, i obtenim la derivada en aquest punt:
In@+x) six=0
f(x) = X
1 six=0

e L’equacio de la seua tinica asimptota horitzontal és (el seu domini no permet cap a —oo):

1
lim f() = fim M) & iy Lex i Lo ry=0
X —>+00 X—>+00 X +00 L'Hopital x—+wo 1 x—+0 14 X
1
e Escontinuaenx=0: limf(x) = limnd+x) 0 _ X im L = 1=1(0).
Xx—0 x—0 X 0 L'Hopital x—0 1 x—0 1+ X
e Esderivable en x =0:
In(1+ x) 1 1 1
lim TOTO iy x T iy @070 i g < fim X O
x—0 X—-0 Xx—0 X Xx—0 X2 0 L'Hopital x—0 x—0 2X 0
1
2 — '
~ im @7 -1 f(o):_l
L'Hopital x—0 2 2

7  Calcula els seglients limits:

. 1/ . . - .
@ lim ()" @) lim (_1 __1j © lim 12552 () hm(l_ L )

X—>+0 x->1\x-1 Inx x—0  sin3x x—=>0\ X arcsinx

. Inx . (a-x) . sin(1/x) i x 2
(E) lim (x-1) (F) lim (x-1) (G) lim x (H) lim [tg=

x—>1" X1+ X —>+00 X—>m/2 2

3 2

. . . XT=3x+2 . 2 2In x +3x
) lim (sinx-Inx J) lim =——— K) lim xe™ L -
() x—>0*( ) () x—1 X3—7X2+6 ( ) X—>+00 ( ) x—+o 3N X+ 2x

8  Esta ben resolt el segiient limit? En cas contrari, resol-lo correctament.
X —sinx . 1-cosx . sinx
m=—"= = lim—= = lim=—=
x—0 X + SinX LHopital x—0 1 + COSX L'Hopital x—0 —SinX

9  Per ales segiients funcions obtén el valor de a perque siguen continues, i les seues asimptotes horitzontals.

In@+x") x) si x=0 sin2x si x#0
(A) f(x) =1 In(l+x%) (B) h(x) =
a six=0 a six=0

10 Donades les segiients funcions f(x) i g(x) estudia:
(A) Els valors de m i n perque la funci6 f siga continua.
(B) Lacontinuitat de genelspuntsx=0ix=1.

1-cosx . x—szlnx I x<0
= si Xx<0 X
X
f)=<mx+n si 0<x<1 g(x) = % si 0<x<1
X+
In x .
—_— st x>1 \/ =
X—1 —X+3 2 si x>1
JIx -1



3.4 Creixement i decreixement local

» Creixement i decreixement puntual

Considerem una funcid f definida en un domini Dy, i un punt X € Ds.
o La funcio f és estrictament creixent en X Si en un entorn de X, es verifica que:

Si X<Xo = f(X) <f(Xg) 1 si x>xo — f(X)>f(Xo)
o La funcio f és estrictament decreixent en X, si en un entorn de X, es verifica que:
Si X<Xg = f(X)>f(xg) 1 si x>x9 — f(X) <f(Xo)
4 Pendent positiu t Pendent negatiu
f(x2) f(xq) N
f(Xo). f(Xo)
f(Xl) “~ / f(Xz) \\
/ X1 Xo Xz ” Xy Xg Xz \ g
f estrictament creixent en X, f estrictament decreixent en X,

Observa en els dibuixos que el pendent de la recta tangent en X, €s positiva quan f creix i negativa quan
decreix. Sempre és aixi? Vegem el segiient teorema i els exemples 12 i 13.

» Teorema 1: Condicions suficients de creixement estricte

Considerem una funcio f derivable en Xo.

e« Si f'(x,) >0 — fésestrictament creixent en xg

e Si f'(x,) <0 — fésestrictament decreixent en xo
e Si f'(x,) =0 — No podem assegurar res

Vegem Unicament el primer cas. Els altres dos es dedueixen de manera analoga.

Si f'(xg)>0 — |imM >0 - M
X=X X—Xg X—Xg

Si X<Xy > X-%<0 —>@ fX)-f(x)<0 — f(x)<f(xq)

Si X>Xy > X=-X%>0 > fX)-f(xg)>0 — f(x)>f(xe)

>0 enunentorndex, (1)

} — f és estrictament creixent en X,

Exemple 12
I

La funci6 f(x) = (x —1)* és derivable en R i f (x) = 4(x — 1)?, VxeR.

e Comquef(2)=4>0 — fésestrictament creixenten x = 2.
e Comquef(0)=-4<0 — fésestrictament decreixent en x = 0.

e Comque f'(1) =0, el teorema 1 no assegura res, encara que en aquest
cas la funcid ni creix ni decreix en x = 1, perque:

Six<l —» (x-1'>0 — f(x)>0=f(1)

Six>1 — (x-1>0 — f(x)>0="f(1)




Exemple 13

I

La funci6 f(x) = (x —1)° és derivable en R i f (x) = 3(x — 1)?, vxeR. | o g i

e Comquef(2)=1>0 — fésestrictamentcreixentenx=2. feeeees T ------

e Comquef(-1)=-8<0 — fésestrictament decreixentenx=-1 [~ o e o

e Comque f'(1) = 0, el teorema 1 no assegura res, encara que en agquest | /Z/J/f ________
cas la funcio creix en x = 1, perqué: :
Six<l —» x-1<0 - (x-1P%<0 — fx)<o0=f1) |/~ N
Six>1l o x-150 > K-1I'>0 —> fWro=fn [ s .........................

La definici6 anterior de creixement és una definicié puntual. Necessitem una definicié més global.

> Creixement d’una funcio en un interval

Diem que f és estrictament creixent (decreixent) en un interval | si és estrictament creixent
(decreixent) en cadascun dels punts de I’interval 1.

Exemple 14
I

Considerem la funci6 f(x) = (x —1)* de I’exemple 12, amb derivada f'(x) = 4(x — 1)%, VxeR
Tenim que f'(1) = 0, i hem vist que f ni creix ni decreix en x = 1. En canvi:
Six>1,tenimque f(x)=4(x-1)*>0 = féscreixentenx,six>1
Six<1, tenimque f(x)=4(x-1)°<0 = fésdecreixentenx,six<1

Per tant, f és decreixent en I’interval |—oo, 1] i creixent en I’interval |1, +oo|.

Pel teorema 1, els tnics punts derivables on pot canviar el creixement d’una funci6 son els de derivada
nul-la, perd no és necessari que passe: en I’exemple 12 canvia el creixement en X = 1 mentre que en
I’exemple 13 no. A més, en els punt no derivables també pot canviar el creixement d’una funcid. Aix0
condueix a la seglient definicio.

» Punts singulars d’una funcié

Anomenem punts singulars d’una funci6 f a aquells punts:

o del domini de f que son soluci6 de f'(x) = 0, anomenats punts critics,
o del domini de f en els quals f no és derivable, punts no derivables de f,
o extrems dels intervals que constitueixen el domini, encara que no pertanyen al domini.

11 Comprova el creixement o decreixement de les funcions segtiients en els punts x = —1, 0, 1 i 2:
(A) f(x)=x* (B) f(x)=x3 (C) f(x) = x* (D) f(x) =x° (E) f(x) =x*—4x +3

. - x+1 . . . . -
12 Troba els punts singulars de la funcio f(x) = | i comprova que és estrictament decreixent en el domini.
X —



3.5 Extrems relatius d’una funcio

Considerem una funcié f i un punt xo € Dy, diem que:
o fté un maxim relatiu en X, si les imatges en algun entorn de X verifiquen f(x) < f(Xo).
« fté un minim relatiu en X, si les imatges en algun entorn de X, verifiquen f(x) > f(xo).

L’extrem relatiu (maxim o minim) és f(Xo), que direm és assolit en el punt Xo.

Exemple 15

I
No hem de confondre els conceptes de maxim i minim .
relatius amb els de maxim i minim absoluts d'una funci6 4—————A& 7
estudiats en el capitol 1. Representem graficament la segiient A R
funcid i localitzem els seus extrems relatius i absoluts:

X+1 si 0<x<3
. R I h SRReht CEELEESERERE SEERR O LRE e e
x?—10x+25 si 3<x<6 T
f(X) - ) _— Minim relatiu: 0 = f(5) | ' ; : .
-X+8 si 6<x<7 o 1 2 3 4 5 6 7 8 N_W©
—x49 si 7<x<10 /Minimre‘latiuiafbsolut:f—l:f(‘@) : : : :

(1) Observem que tots els punts on la funci6 assoleix maxims o minims relatius sén punts singulars.

(A) Puntcritics: f'(x) =0 < x=5. Enaquest punt la funcid assoleix un minim relatiu de valor 0 = (5).
(B) Punts no derivables:

e En x =3 lafuncid es continua perd no derivable i assoleix un maxim relatiu de valor 4 = f(3).

e En x =6 lafunci6 no és continua ni derivable. La funci6 no assoleix cap extrem relatiu.

e Enx =7 lafuncid no és continua ni derivable pero assoleix un maxim relatiu de valor 2 = f(7).
(C) Extrems del domini:

e En x =0 la funcié assoleix un minim relatiu de valor 1 = f(0).
e En x =10 la funci6 assoleix un minim relatiu de valor —1 = f(10).

(2) Lafuncié f no és continua en [0, 10], pero assoleix els extrems absoluts entre els punts singulars:
o El maxim absolut és 4, assolit en x = 3, i el minim absolut és —1, assoliten x = 9.

» Teorema 2: condicid necessaria d'extrem relatiu

Si  és derivable en xo, i té un extrem relatiu en Xo, aleshores f (xo) = 0.

Demostrem el cas en qué f té un maxim relatiu en X,, aleshores existeix un entorn J]a, b[ de x,, tal que:

D) si xi€la, X[ = f(xy) <f(x) = MZO = lim f(xy)=T(xo) >0 = f.'(xo) 20
X1 =Xo X1=% X=X

(2) si XpelXo, b[ = f(x2) <f(xg)) = f)=f(x0) <o o fim FXD=T00) o f,'(Xo) <0
X2 =Xo X2 =% X3 =X

Com que f és derivable en x,, necessariament f_'(x,) = f,'(Xo) , i no hi ha altra possibilitat que f'(x,) =0.

El teorema 2 mostra que els unics punts del domini d’una funci6 derivable, en que es poden assolir
extrems relatius son les solucions de I’equacio f*(x) = 0. A més, en alguns punts no derivables també es
poden assolir extrems relatius, com hem vist en I’apartat (1) de I’exemple 15. El seglient teorema imposa
unes condicions suficients per a assolir extrems relatius.



» Teorema 3: criteri del canvi de signe de la primera derivada

Suposem f continua en [a, b] i derivable en Ja, b[ excepte tal volta en xoe]a, b[:
(1) Si f <0enla x[if >0en]xe,b[ — ftéun minim relatiu en xo
(2) Si f >0enJa x[if <Oen]xo, b[ — ftéun maxim relatiu en xg
(3) En qualsevol altre cas, f no té extrem relatiu en Xo.

Demostrem 1’apartat (1), els altres es realitzen analogament. Considerem X, el punt singular en ]a, bJ[.

Si x € ]a, b[, com que f és continua en [x, Xo] (0 en [Xo, X]) i derivable en ]x, Xq[, pel teorema del valor mitja:
f(x) — f(Xo) = F'(X;) (X — Xo)  sent X, un punt entre X i Xo

Si X < Xo i com que x,€]x, Xo[ tenim per hipotesis que f'(x;) <0 —  f'(X) (X=Xg) >0 — f(x) > f(Xo)

Si X > Xo i com que X,€]x, Xo[ tenim per hipotesis que f'(x;) >0 —  f'(X) (X—=Xg) >0 — f(x) > f(Xo)

Per tant, f(x) > f(xo), Vxe&]a, b[ que indica I’existéncia d’un minim relatiu de la funcié en x.

o El teorema 3 s’utilitza per a trobar extrems relatius d’una funcié continua en I’interior d’un
interval I.

o Sil=[a, b] és tancat f sempre assoleix en a i en b extrems relatius de valors f(a) i f(b)
pero si es obert no els pot assolir.

> Intervals de creixement d’una funcio en un domini D

Com ja hem dit, els punts singulars son els Gnics punts on pot canviar el creixement d’una funcio.
Per a estudiar el creixement d’una funci6 f en un domini D tenim aquest metode:

e Obtenim els punts singulars de f en D i els ordenem de menor a major: X1 < X, <...<X,
o El domini queda dividit pels punts singulars en els intervals:
la, Xa[, X1, X2, X2, X3[, .., IXn, B[, 0N a pot ser —o i b pot ser +oo.
S’anomenen intervals de creixement i en cadascun d’ells la derivada f* té signe constant (*).
o Estudiant el signe de f' en un punt de cada interval tenim el signe en tot 1’interval.

(*) Si f' no tinguera signe constant, la funcié passaria de decréixer a créixer (o0 viceversa) en algun punt derivable
X; de l'interval. El punt x. seria un extrem relatiu i aplicant el teorema 2 seria un nou punt critic situat entre els dos
punts singulars consecutius, la qual cosa és absurda.

Utilitzant els intervals de creixement i el teorema 3 podem trobar els extrems relatius de la segiient
forma:

Siga x; un punt singular de f, i considerem els intervals de creixement que es connecten amb X;.

 Siféscontinuaen x; i en els dos intervals que és connecten amb ell el signe de f'canvia de:
(a) Positiu a negatiu, pel teorema 3, f té¢ un maxim relatiu en x;
(b) Negatiu a positiu, pel teorema 3, f t¢ un minim relatiu en Xx;

e Si f no és continua en x; no es pot aplicar el teorema 3 i no podem assegurar res. Hem de
recorrer a la definicio d’extrem relatiu per a classificar-lo.




Exemple 16

]
2
(A) Estudiem els intervals de creixement i classifiquem els extrems relatius de f(x) = x“+1 , VxeR~{0}.
- x? -1
Sabem que f és continua i derivable en R~{0}, i la funci6 derivada és f (x) = ——, VxeR~{0}.
X

(1) Trobem els punts singulars:

5 =0 < x=4%1.
X

Punts critics: f(x)=0 <

Punts no derivables: x = 0.
(2) Intervals de creixement: ]—o, —1 [, ]-1, O[, 0, 1 [ i ]1, +oo[.
(3) Elsigne de la derivada en un punt d’ells:

f'(=2) > 0, f'(-1/2) < 0, f(1/2) < 0 '(2) > 0

Intervals oo, —1[ 1-1,0[ 10, 1[ 11, +oo[
Signe f' + - - +
f 1 \) J 0

Per tant, f és creixent en J—oo, —1[U]1, +oo[ i decreixent en ]-1, 0[U]0, 1].
Pel teorema 3, en x = -1 f té un maxim relatiu de valor f(-1) = -2, i en x = 1 un minim relatiu de valor f(1) = 2.

En x = 0 no hi ha cap possibilitat d’extrem relatiu, encara que canviara de signe de f', perqué no és del domini.

2 .
. . . . . X“+X six<0
(B) Obtenim els intervals de creixement i els extrems relatius de F(x) =x*—|x |= .
x?=x six=0

2x+1 six<0
2x—-1 six>0"

F és continua en R i derivable en R~{0} i F'(x) = {

e Obtenim els punts singulars de F.

2X+1=0 —» x=-1/2
2x-1=0 — x=1/2

Punts critics: F(X) =0 < {

Punts no derivables: x = 0 (com ja hem vist).

m m
e Intervals de creixement:
]-o0, =1 [, 1-1,0[, 10, 1 [ i ]1, +oo[ Intervals | J-e, -1/2[ | 1-1/2,0[ 10, 272[ | 1172, +oo[
o Elsigne de la derivada en un punt d’ells: Signe F - + - +
F'(-1)<0,F'(-1/4)>0,F'(1/4)<0iF'(1)>0 F { t \: T

Per tant, F és decreixent en ]—o0, —1/2[U]0, 1/2[ i creixent en ]-1/2, 0[U]1/2, +oo].

Pel teorema 3, F té en x = =1/2 i en x = 1/2 un minim relatiu de valor F(-1/2) = F(1/2) = -1/4,ien x = 0 un
maxim relatiu de valor F(0) = 0.

13  Obtén els intervals de creixement i classifica els extrems relatius de les segiients funcions:
A)3x' -4 B)fx)=x*-4x| Ofx)=|x"-4x| O)fx)=x>-2|x|+1 (E)fx)=¢" +4e"

(F) f(x) = eix (G) f(x) = '“TX (H) f(x) = X2X+ “x2+4x  si 0<x<2
g I . (L) f(x)={ x> -8x+18 si 2<x<5
Of0="= OW™=5 Oy x2-10x+25 si 5<x<6



» Teorema 4. Criteri del signe de la segona derivada

El segiient teorema permet classificar els extrems relatius amb 1’s de la segona derivada. El métode és
més rapid perod les condicions s6n més restrictives que les del teorema 3 ja que és necessaria la derivabilitat
primera i segona de la funcio en el punt i a més, no sempre aconseguim classificar els extrems relatius.

Considerem una funcié f dues vegades derivable en xo, tal que f'(Xo) = 0 (Xo és un punt critic):
(1) Si f (x)>0 — ftéunminim relatiu en Xo

(2) Si f'(x))<0 — ftéunmaxim relatiuen xo

(3) Si f'(x)=0 — nopodem assegurar res

Demostrem I’apartat (1), els altres es realitzen analogament. Considerem X, 1’inic punt critic en ]a, b[: f '(Xo) =0.
Si f'(xo) > 0, aleshores  (xo) >0 f,(X,) >0, i amb la definicid de derivada lateral:
e . fx)-f . - N
e Sif (x))>0 — I|mM>0, icomquef (X)=0 — I|mﬂ>0
X=Xy X=Xy X=Xy X—=Xp
Al ser x — X, < 0, aleshores f (x) <0sixe]a, X[ — fés decreixent en I’interval Ja, xo[
e () - f(x . : . f
e Sif, (X)) <0 — lim M>O, icomquef (x)=0 — Ilmﬁ>0
X—>Xg X—=Xp x=%g X—Xq
Al ser x — X, > 0, aleshores f (x) > 0'si xe]xo, b[ — fés creixent en I’interval ]xo, b[

Si f és decreixent en Ja, Xo[ i creixent en ]xq, b[, per definicié té un minim relatiu en X,.

Exemple 17
E—

Classifiquem els extrems relatius de f(x) = sinx + cosx, Vxe[0, 2x].

La funci6 f és derivable 2 vegades en R: f'(x) = cosx — sinx i f (x) = —sinx — CosX.
Esta definida en un interval tancat per la qual cosa en x =0 i en x = 2z tenim extrems relatius.
(1) Puntscritics: f'(X) =0 < cosx—sinx=0 < Xx=—,x= 5715

~la

(2) Apliquem el criteri de la segona derivada als punts critics:

f (Ej = —sinZ_cosX = /2 <0, per tant f té un maxim relatiu en x = = , de valor f[fj =2.
4 4 4 4 4
f (571:} = —sin%n—cos%rE =2>0, per tant f t¢ un minim relatiu en x = 5% , de valor f(%nj =-2.

2

A més, com qué el domini és un interval tancat:

(3) Enx =0 s’assoleix un minim relatiu de valor 1 = f(0)
perqué la funcid creix fins al maxim relatiu.

(4) En x=2rm s’assoleix un maxim relatiu de valor 1 = f(2r)
perqué des del minim relatiu ha de créixer fins al maxim -1
relatiu.

14  Obtén els intervals de creixement i classifica els extrems relatius de les segiients funcions:
(A) f(x)=x*-3x (B) fx)=x'-2x*+1 (C) f(x)=x"-2x° (D) f(x) = sin2x, en [0, 2n]
(E) f(x)=x*—6x2+8x—1 (F) f(x) = x2e* (F) f(x) = x°Inx (G) f(x) = sin*x, en [0, 2x]

15  Obtén els valors de a i b perqué la funci6 cubica f(x) = ax’ + bx” tinga un extrem relatiu en x = 1, de valor 2.



3.6 Calcul dels extrems absoluts d’una funcio

El teorema de Weierstrass ens assegura que tota funcié continua el domini de la qual siga
un interval tancat i fitat [a, b] assoleix un valor maxim i un valor minim absoluts, pero en cas
de no ser la funcio sempre continua, o el seu domini no ser tancat o fitat, no tenim assegurada la
existéncia o la no existéncia d’extrems absoluts. La forma de buscar-los la resumim a continuacio, i
veiem alguns exemples.

1 Obtenim els extrems relatius f(x;), f(x2), ..., f(x,) localitzats entre els punts singulars.

2 Sifés continua i el domini és un interval tancat [a, b], sempre hi ha extrems absoluts:
(@) ElI minim absolut de f és el menor dels valors f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).
(b) EI maxim absolut de f és el major dels valors f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).

3 Si f és continua pero el domini no és un interval tancat, els extrems absoluts es troben entre
els relatius només si els limits de f, cap als extrems de I’interval que constitueixen el domini,
no els invaliden.

4 Si amés f és discontinua en algun punt Xo, els extrems absoluts es troben entre els relatius
nomeés si els limits laterals de f en xo no els invaliden.

Exemple 18

I
Obtenim els extrems absoluts de la funcié f(x) = 2x> — 18x? + 48x — 27 en I’interval [0, 5]. Aquesta funci6 és
continua i I’interval [0, 5] és tancat i fitat. Esta garantida I’existéncia d’extrems absoluts.

e Els punts singulars son:

(@) Punts no derivables: x =0 i x = 5, en els quals hi ha necessariament extrems relatius.
(b) Punts critics: Com que f'(x) = 6x* — 36x + 48.
f(x)=0 < 6x*-36x+48=0 < x=2,x=4

e Separacié del domini en intervals: 10, 2[, ]2, 4[ i 14, 5[.

e Comquef(})>0,f(3)<0if(45>0: | 5 W_r_n_ég,_so___,_ G $
Intervals ]0, 2[ ]2’ 4[ ]4, 5[ """" S Tamim :Iatiu
Signe de f’ + _ +
f 1 { 0

Per a obtenir els extrems absoluts, calculem el valor de f
en els punts singulars x =0, 2,4 i 5,

p—<——Minim absolut i relatiu

f(0)=-27 f5)=13 f(2)=13 f(4)=5
1 El maxim absolut és 13, major imatge, que s’assoleix perax =2 iperax =5.
2 El minim absolut és —27, menor imatge, que s’assoleix per a x = 0.

16 Obtén els extrems absoluts de les segiients funcions:
(A) f(x)=x®—6x en[0,5]ienR. (B) f(x)= |x3_6x2|, en[0,5]ienR. (C) f(x) = cosx, en [0, 2x].

(D) f(x) = 2x® - 18x* + 48x — 27 en 10, 5.

(E) f(x) = V8x—x?

(F) f(x) =xV4-x°



Exemple 19
E—

(A) Obtenim els extrems absoluts de la funcié f(x) = x* — 8x? + 9 definida en R.

Encara que f és continua, com que el seu domini no és un interval tancat i fitat, no tenim garantida ’existéncia

d’extrems absoluts.
Els dnics punts singulars sén els punts critics:

f(x)=4x®-16x=0 = 4x*-16x =0 = 4x(x*-4)=0 = x=0,x=2,x=-2

Apliquem el criteri del canvi de signe de la primera derivada per a classificar els extrems relatius:

F(-3)=-60<0 > f(x)<0, xe]-o0, 2 RRSWTIY T I v p—
f(-1)=12>0 - f(x)>0, xe]-2, 0 -

. : Signe f’ - + - +
fl)=-12<0 - f(x)<0, xe]0, 2[
f@)=60>0 — f(x)>0, xe]2, +oof f + T + T

Tenim minims relatius en X = -2 i x = 2, i un maxim relatiu en x = 0.
Per a obtenir els extrems absoluts, si n’hi ha, calculem el valor de f en els extrems relatius x =-2,0i 2,ia

més el limit quan x tendeix a —o i a +oo, ja que f esta definida en R =]—o0, +oo[:

lim (x*-8x*+9) =+ lim (x*-8x*>+9) =+ f(-2)=-7 f(0)=9 f(4)=-7

X—>—00 X—>+00
e El minim absolut és —7, menor imatge, que s’assoleix perax =—2iperax =2,

e No hi ha maxim absolut perqué els limits en £ sén iguals a +oo, la funcid no és fitada superiorment.

(B) Obtenim els extrems absoluts de la funcié g(x) = ﬁ en ’interval [-2, 6].
X

No tenim garantida I’existéncia d’extrems absoluts al ser g discontinua en x = 2 perqueé no existeix g(2).
-2
(x-2)°

Per a obtenir els extrems absoluts, si n’hi ha, calculem el valor de g en x = -2 i 6, i a més el limit quan x
tendeix a 2, ja que f no és continua en aquest punt:

Els Gnics punts singulars son els extrems de I’interval, x = -2 i X = 6, perqué g (x) = no s’anul-la.

9(-2) = 1/16 limg(x) = lim L S, 9(6) = 1/16
X—>

o2 (X—2)2 0°

e El minim absolut és 1/16, menor imatge, que s’assoleix perax =—2 i x = 6.
¢ No hi ha maxim absolut perqué el limit en x = 2 és +o0, la funcid no esta fitada superiorment.

AV

Ainim @bsolyt:

17  Obtén els extrems absoluts de les seglients funcions en els intervals indicats:

X+2 si —1<x<3

(A) fx)=x"-8x*+9 en[0,5]ien]-2, 2[. (B) f(x) = {—x+5 S 3<x <5 en[-1,5]ien[2,4].



3.7 Problemes d’optimitzacio

Exemple 20

]
Un vaixell, que té la radio avariada, es troba ancorat a 9 km del punt P més proxim a la costa. Es precis enviar un
missatger a una ciutat C situada a 15 km del punt P de terra més proxim al vaixell. Si el missatger pot caminar a 5
km/h i remar a 4 km/h, en quin punt de la costa (entre P i C) haura de desembarcar per a arribar a la ciutat en el
menor temps possible?. | per a tardar el major temps possible?

=
|

= 5

é— T ke A
9
X B

® 0

Y X 15— x

(A) Constituci6 de la funci6 que expressa el temps utilitzat per a arribar a la ciutat.

Anomenem x a la distancia en km des de P fins al punt on desembarca el missatger. Obviament, 0 < x < 15.
El valor x = 0 significa que el missatger desembarca en P, i x = 15 significa que desembarca en la ciutat C.
La distancia a recorrer (remant i caminant) sera:

A+B=+9%+x% + (15-X)

Aixi el temps utilitzat, en funcié de x, ve expressat per
f(x) = % + % = %«/81 +x% + é(lS—x), amb 0 < x < 15.

(B) Optimitzacio de la funci6. Recerca del maxim i minim absoluts.

f és derivable en 10, 15[ i f(x) = % x 1

o Punts singulars: x = 0 i 15 (extrems de I’interval) i X = 12 (per anul-lar-se la derivada).

fx=0 < 1 x 1 g Bx=4\81+ X2 < 25x=1296+16x < x=12

4 /81 +x?

Tambeé seria x, = —12, pero no pertany al domini de la funcio (no hi ha distancies negatives).

Separacié del domini en intervals: 10, 12[ i ]12, 15[
] . Intervals 10, 12 112, 15[
Com que f passa de ser decreixent a ser creixent en x = 12,

té un minim relatiu. Signe f' - +

Com que x =0 i x = 15 s6n els extrems del domini, i f és f { 1
continua, aleshores f assoleix en ells extrems relatius.

. Extrems absoluts. ES troben entre els extrems relatius. Comparem les imatges de 0, 12 i 15:
f(12) = 4.35 (minim absolut)  f(0) =5.25 (maxim absolut)  f(15) =~ 4.37

El major temps (5.25 hores) amb el qual s’aplega a la ciutat és desembarcant en P (x = 0) i el menor temps,
4.35 hores, desembarcant a 12 km de P.

18  Obtén les dimensions del rectangle de menor perimetre de tots els que tenen un area de 25m>.

19 Obtén les dimensions del rectangle de major area de tots els que tenen un perimetre de 100 m.



Exemple 21

|
Una empresa, que fabrica pots cilindrics d'1 m® de volum, vol emprar en la seua construccié la menor quantitat
possible de material. Quines dimensions han de tenir els pots?

(A) Constitucié de la funci6 que expressa la quantitat de material (I'area) utilitzat en el pot.

Anomenem x al radi de la circumferéncia de la base i y a I’altura del pot.

y y

27X

El material utilitzat en el pot és la suma de les arees de dos cercles i un rectangle; ve donat per
f(X, y) = 27x2 + 27X - y
que és una funcié amb dues variables, x i y.
Com que el volum del pot (area de la base per l'altura) ha de ser d'1 m?, es té la condici6
wiey=1 (1)
que ens permet (aillant y en (1)) expressar la funcié M com una funcié d'una Unica variable:

f(x,y) = 2nx% + 2nxy

) 1 - f(X):Zﬂ:x2+E, Vx>0
amb nxy=1 - y=—> X
X

(B) Optimitzacié de la funcié. Recerca del minim absolut.
Obtenim el minim absolut de f(x) en I’interval ]0, +oo[. La funci6 és derivable:

f'(x) = 4nx—iz, perax>0.
X

Punts singulars: I"anic s’obté d’igualar a 0 la derivada:

f'x)=0 < 4nx:i2 o X¥=X 5 x=-1 ~0s5819
X

2n Yo

Separacié del domini en intervals: }0,1{ i i|1,+oo{. B 1
on on Intervals X i
Com que f passa de decréixer a créixer en x = % Signe f - +
s
aleshores f té en aquest punt un minim relatiu. ; v T

La funcio6 decreix en el primer interval i creix en el segon per la qual cosa el minim relatiu és absolut.
Les dimensions seran:

1 . . . 1
X= —— =~0.5419m, y =~ 1.0838 m i la quantitat de material f| —— | ~ 5.5358 m°.
2n Y q [\/3 2“]

20 Obtén les dimensions d’un triangle isosceles si el seu perimetre mesura 120 cm i 1’area ha de ser maxima.

21 Calcula les dimensions i la maxima area que pot tenir un rectangle inscrit en una circumferencia de radi 4 m.
22  Calcula les dimensions i el major volum que pot tenir un cilindre inscrit en una esfera de radi r =3 cm.

23 Quines dimensions ha de tenir un brick de llet, d’un litre de capacitat si la seua altura és de 5 cm, per a
utilitzar la menor quantitat possible de material? Quina és eixa quantitat minima de material?



3.8 Curvatura

Una lent de contacte situada entre dos observadors presenta diferent curvatura, concava i convexa, per a
cadascun d'ells. Per tant la curvatura d'una grafica requereix un sistema de referéncia. Considerem que
I'observador esta situat en la part superior de I'eix OY.

Recordem que l'equacio de la recta tangent a la grafica d'una funcié f en x, és:
t:y —f(xo) =f (Xo) (X—X0) < T(X)="F(Xo) + f (Xo) (X = Xo)

Considerem una funcid f qualsevol i un punt xo en qué f és derivable.
o Diem que f és concava en X si existeix un entorn de Xo, ]Xo =8, Xo + 8[, en queé la grafica de f
esta representada per damunt de la recta tangent en Xo, és a dir,
f(xX) > T(X) VXe]Xo—95,Xo+d[, X#Xo
o Diem que f és convexa en Xg Si existeix un entorn de Xo, ]Xo —0, Xo + 8[, en queé la grafica de f
esta representada per davall de la recta tangent en Xo, €s a dir,
f(X) <T(X) VXe]Xo—95,Xo+d[, X#Xo
« Diem que f té una inflexio en X, si existeix un entorn de X, ]Xo =3, Xo + [, en que la recta
tangent en X, travessa la grafica de la funcid. Pot ocorrer de dues formes:
(1) f(x)>T(x), peraxe]xo—9, Xo[ 1 f(X) <T(x), per a xe]xo, Xo + J[
(2) f(x) <T(x), peraxe]xo—295, X[ 1 f(x)>T(x), per a xe]xo, Xo + J[

N

Xo X1 X2 X3
Concava en Xo Inflexié (tipus 1) en x, ‘
Inflexié (tipus 2) en X Convexa en Xz

> Teorema 5: condicions suficients de curvatura

Considerem una funcio f dues vegades derivable en un entorn de Xo.
e Si f(x)>0 — fésconcavaen xo

e Si f(xg)<0 — fésconvexaen X

e Si f(x)=0 — Nopodem assegurar res

Vegem Unicament el primer cas. El segon es dedueix de manera analoga.

T S O S I A S A
x>X, X=X X—Xg

>0 Vxelxo—9,%X +9d[ (1)
Aleshores:si x<x, — f'(X)<f'(Xy) isix>x, — FX)>f(x,) (2
Apliquem el TVM als anteriors intervals:  f(x) = f(xo) + f'(X;) (X — Xo) amb X, entre X i Xo.
Si x<xp, c0m (%) <F'(Xg) — F(x)= f(xo) + F'(X1) (x = %0) > f(x0) + T'(Xo) (X =X0) — f(x)>T(x)
Si x>xp, com f'(x)>f'(Xg) — f(X)= f(xo) + F'(X1) (X =%0) > (%) + F'(Xg) (X=X%o) — F(X)>T(x)

Comque f(x) > T(X) Vxelxo—8,% +8[i x#X, — fésconcava en X,.



Exemple 22
|

(A) Considerem la funcié f(x) = (x —1)* que és derivable dues vegades en R.
Les derivades son f'(x) = 4(x — 1)%i f'(x) = 12(x — 1), ¥xeR.
e Comquef (0)=1>0 — fésconcavaenx=0.
e Comquef (2)=1>0 — fésconcavaenx=1.
e Comaquef (1) =0, no podem assegurar res.

(B) Considerem la funcié g(x) = (x —1)° que és derivable dues vegades en R.
Les derivades son g'(x) = 3(x — 1)%i g (x) = 6(x — 1), VxeR.
e Comqueg0)=-1<0 — fésconvexaenx=0.
e Comqueg(2)=1>0 — fésconcavaenx=2.
e Comaqueg (1) =0, no podem assegurar res.

La representacié de les dues funcions ens mostra que f és concava en x = 1,
encara que f (1) =0, i que g té una inflexié en x = 1, sent g (1) = 0. Veiem
com en cas de ser 0 la segona derivada, pot ocorrer qualsevol cosa.

> Definicio de curvatura d’una funcio en un interval

Diem que f és concava (convexa) en l’interval | si és concava (convexa) en cadascun dels punts
de I’interval I.

Exemple 23
|
Considerem la funcié g(x) = (x —1)* de I’exemple 22, amb derivada segona g (x) = 6(x — 1), VxeR

e Six>1 — x—-1>0 — g(X)=6(x—1)>0 = gésconcavaenx,six>1

e Six<l — x—1<0 — g(x)=6(x—1)<0 = gésconvexaenx,six<1

Per tant, g és convexa en ’interval |—oo, 1] i concava en ’interval |1, +o] = En x=1 g té una inflexio.

Pel teorema 5, els tnics punts derivables dues vegades on pot canviar la curvatura d’una funcié sén els
de derivada segona nul-la. En I’exemple 22A no ocorre mentre que en I’exemple 22B si. A més, si no es
verifica el teorema 5 també podria ocorrer. Axé dona peu a la seglient definicio.

» Punts singulars de la funcioé derivada d’una funcié

Anomenem punts singulars de la funcié derivada d’una funcio f a aquells punts:

e del domini de f que son solucié de f*'(x) = 0, anomenats punts critics de la derivada,
o del domini de f en els quals f no és derivable dues vegades.

24 Comprova la curvatura de les funcions segiients en els punts x =—1, 0, 1 i 2:

(A) f=x [B) fx)=x-3x (C) fX)=x*-3¢+4 (D) f)=v2-x2  (E) fx)= ¥x



» Teorema 6: condicio necessaria de punt d’inflexié

Si una funcié f, dues vegades derivable en X, té un punt d’inflexid enxo = f (Xg) =0

El teorema 6, de demostracié similar a la del teorema 2, mostra que els tnics punts del dorpini d’una
funci6 derivable dues vegades on es pot assolir una inflexié sén les solucions de I’equacié f (x) = 0. A
més, els punts no derivables dues vegades també poden assolir inflexions. El teorema 7, de demostracio
semblant a la del teorema 3, estableix unes condicions suficients per a assolir un punt d’inflexio.

» Teorema 7: criteri del canvi de signe de la segona derivada

Siga f continua en [a, b] i derivable 2 vegades en ]a, b[ excepte la segona derivada en xo<]a, b:

o Sif">0en]a, xo[if"<0en]xp b[(oalreves) — ftéuna inflexié en Xo
e Sif" no canvia de signe f no té una inflexié en xo.

> Lacurvatura d’una funciéo en un domini D

Per a estudiar els intervals de concavitat i convexitat d’una funcié f en un domini D:
o Obtenim els punts singulars de f" en D, i els ordenem de menor a major: X; < Xz < ...< xp.
o El domini queda dividit pels punts singulars en intervals: ]a, Xi[, 1X1, X2[, 1X2, Xs[, .., IXn, B[,

on a pot ser —o i b pot ser +co. S’anomenen intervals de concavitat i convexitat i en cada un
la derivada f** té signe constant.

 Estudiant el signe de f" en un punt de cada interval tenim el signe en tot I’interval.

En els punts singulars de f la funcié f pot assolir inflexions. Amb els intervals de concavitat i
convexitat i el teorema 7 obtenim les inflexions, situades sempre en punts derivables.

Exemple 24
|
Obtenim els intervals de concavitat i convexitat i els punts d’inflexi6 de la funcié f(x) = x® = 3x°, VxeR.

La funcié és derivable dues vegades derivable en R i les derivades son f'(x) = 6x° — 15x* i f"(x) = 30x* — 60x°.

e Puntssingularsdef': f"(x) =0 < 30x'-60x’=0 < 30x°(x-2)=0 < x=01ix=2.

o Intervals de concavitat i convexitat: |—oo, 0, |0, 2] 1 ]2, +oo]. *

e Signe de la segona derivada en un punt de cada interval:

f"(-1)=90>0, f"(1)=-30<0i f"(3) =810 >0

Pl

Intervals ]—o0, O] 10, 2] 12, +oof
Signe de f" + - +
f Concava Convexa Concava _

La funci6 és concava en ]—oo0, O[ U ]2, +oo[ i convexa en 10, 2[.

En x =0ien x =2 canvia de signe la segona derivada, pel teorema 7, f té una inflexi6enx=0ienx=2.




Exemple 25
I

Obtenim els intervals de concavitat i convexitat i els punts d’inflexi6 de la funcio:

-x?-4x-3 si x<-1
fx)={ x?+2x+1 si —-1<x<O0.

x3—3x%+2x+1 si x>0

Comprova que f és continua en R, derivable en R~{ —1}, i dues vegades derivable en R~{0, —1}, sent:

-2x-4 si x<-1 -2 si x<-1
f'(x)={4 2x+2 si —1<x<0 i f'X)=4 2 si -1<x<0
3x2—6x+2 si x>0 6x-6 si x>0

e Punts singulars de f':
e Punts critics de la primera derivada: f'(X) =0 < 6x—-6=0 < x=1

e Punts no derivables dues vegades: x =—1, per no ser f una vegada derivable en ell.
x =0, per no ser f derivable per segona vegada en ell.

e Intervals de concavitat i convexitat:
Jreo, =1[, I-1,0[, 10, 1[ 1 ]1, +oo [

e Signede f'' en un punt de cada interval:

f'(-2) =—2<0, f'(-05) =2>0, f(05)=-3<0if"(2)=6>0

Intervals | J-oo,—1[ -1, 0[ 10, 1T 11, +oof

Signe de " - + - +

f Convexa | Concava | Convexa [ Concava

Per tant f és convexa en ]-o, —=1[U]0, 1] i concavaen -1, O[U]1, +oo [

e Enx=-1no hi ha inflexi6 perque f no és derivable, encara que en els intervals que connecten amb ell la
segona derivada canvia de signe. Recordem que en un punt d’inflexio, la recta tangent ha de travessar la
grafica de f, i no hi ha recta tangent quan f no és derivable.

e Enx=0ienx=1lafuncio si que és derivable una vegada, i pel teorema 7, com la segona derivada canvia
de signe en ells, podem dir que f té una inflexié en x =0 i en x = 1. Els punts son Ply(0, 1) i PI4(1, 1).

25. Estudia els intervals de concavitat i convexitat i les inflexions de les segiients funcions:

(A) f(x) =X+ 3x (B) f(x) =x®—3x (C) f(x)=x*—6x*+4 (D) f(x) = 3x
3 2 &

€) 00 = — F) 0= — (@) fix = X2 (H) 00 = —
1+ x2 x% +1 X x2—

(1) () =x%e™ () f(x) = xe*"2 K) f(x)= LX L) fix)= % M) f(x) = InTX

e
(N) f(x) =sinx, en [-r, 3x] (N) f(x) = x + sinx, en [-r, 3n] (0) f(x) = cos?x, en [0, 2n]
—x?+4x  si 0<x<2 2sinx  si 0<x<m/2
(P) f(x)={ x*-8x+18 si 2<x<5 (Q) f(x)=43+cosx si m/2<x<3n/2

x2-10x+25 si 5<x<6 2+sinx si 3n/2<x<2n



» Teorema 8. Criteri del signe de la tercera derivada

El segiient teorema permet classificar els punts d’inflexio amb ’is de la tercera derivada, de forma
analoga al teorema 4 per a classificar els extrems relatius. Pero al igual que en el teorema 4, les condicions
son més restrictives, ja que és necessari la tercera derivada, i a més, no sempre obtenim la resposta.

Considerem una funci6 f tres vegades derivable en xo, tal que f (xo) = 0 (punt critic de f):
e Si f(x)#0 — ftéunainflexi6en xo

e Si f(Xx0)=0 — No podem assegurar res

Exemple 26
—

cosx si —m<x<0
Obtenim les inflexions de F(x) = { i

2-cosx si 0<x<m
F és derivable dues vegades en tots els punts de ]-r, [ excepte en x = 0, on només ho és una vegada.

sinx si —mw<x<0

cosx si O<x<m —-sinx si 0<x<m

o —sinx si —m<x<0 " —CosX Si —m<x<0
Amés F(X)=1 . . , X) =
sinx si 0<x<m

i F"(x) :{

e Punts critics de la primera derivada:

{—cosx =0 > Xx=-m/2

F'(x) =0
) cosx=0 — x=mxn/2

e Apliquem el criteri de la tercera derivada a aquests punts:

F'(-n/2)=sin(-n/2)=-1#0 = Hi ha inflexi6 en x = —/2.

F'(n/2)=sin(n/2)=1#0 = Hi ha inflexi6 en x = 1t/2.

A més en x = 0 podria tenir inflexi6 per ser un punt no derivable per segona vegada i, com que no podem aplicar
el criteri de la tercera derivada, tenim que utilitzar el criteri del canvi de signe de la segona derivada:

e Intervals a considerar: ]-x, —n/2[, ]-=/2, O, 10, =/2[ i Jn/2, =[.

e Signe de la segona derivada en un punt de cada un: F"(-3r/4) > 0, F'(-n/4) =< 0, F"(n/4) > 0 i F "(3n/4) < 0.

Intervals 1-m, —n/2[ 1-n/2, O[ 10, =/2[ In/2, nf
Signe de F"* | F'(-3w4) >0 | F'(-w4) =<0 | F'(w4)>0 | F"(3ni4)<0

F Concava Concava

En x = 0 canvia el signe de la segona derivada per tant hi ha inflexié en x = 0.

26  Troba les inflexions de les funcions:
(A) f(x)=x>—10x? (B) f(x)=x>—10x> (C) f(x)=x>—10x* (D) f(x)=x>—6x*+2

27 Demostra que tota funcio polinomica de grau 2 és sempre concava o sempre convexa, i no té punts d’inflexio.
28 Demostra que tota funcié polindomica de grau 3 té un dnic punt de inflexio.

29 Demostra que si n és parell, la funcio f(x) = x" és concava en R i no té cap punt d’inflexio.

30 Demostra que si n és imparell, n > 1, la funcié f(x) = x" és convexa en ]—oo, O[ i concava en ]0, +oc[, i té una
inflexid en x = 0.



Exemple 27
E—

31
32

33

34

35

La segiient funcié reflexa la quantitat de pluja (en litres/m?) arreplegada en una estacié meteorologica durant les
13 hores que va durar una tempesta:

f(t) = —i(t3 ~18t° —40t), amb 0 <t<13
10

Després de les 2 primeres hores de tempesta la quantitat de litres arreplegats foren f(2) = 14.4, i després de les 4
primeres f(4) = 38.4. EI nombre mitja de litres arreplegats en els intervals [0, 2] i [2, 4] és la variacié mitjana:

VMo, 2 = f@-10 _ 7.2 litres/hora VM, 4= f®-1@)

=12 litres/hora
2-0 BAT 42

La intensitat de la pluja en cada instant de temps ve mesurada per la variacid instantania, és a dir, la derivada
en el moment considerat. Aixi obtenim per exemple la intensitat de la pluja a les 2 hores:

£(t) = —%(3#—3&—40) S £(2)=10 litreshora

En quin instant de temps plou amb més intensitat? La intensitat de la pluja sera maxima en l'instant t en el qual
s’assoleix el maxim absolut de f (t); obtenim el punt critic de la derivada f :

=0 - —%(Gt—SG) =0 > t=6
Entre els valors t = 0, 6 i 13 es trobara el maxim absolut de f  (existeix perqué f és continua en I’interval tancat)

fO)=4 f'(6)=14.8 f(13)=0.1 = lamaxima intensitat s’assoleix en t = 6
El signe de la segona derivada indica els instants en qué la intensitat de la pluja augmenta o disminueix:

Intervals [0, 6[ 16, 13]
Signe ' + -
f concava convexa

En [0, 6] tenim que f (t) creix mentre que en [6, 13] f (t) decreix; en t = 6 s’assoleix la maxima intensitat de pluja.
Des d'aquest instant, la intensitat de la pluja comenga a decréixer; s'anomena punt de rendiments decreixents.

Ent =6 la funcid f, quantitat de pluja, té una inflexio, i la intensitat f ' té el seu valor maxim.

140 T - H 16

i : : : ; ! 14.4 Maxima intepsita
Prr) D— LN {09 RS S A 14 : :

12

10
@inflexié T

/ :intensitlal: t=86 4

B /} i B S S 2
LEaintensi:tat creix : E :

2 4 6 8 10 12 14

Obtén els valors de m per als quals la funci6 f(x) = x’ + mx” + nx té un punt d’inflexi6 en P(1, 2).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funci6 f(x) = x” + ax” + bx + ¢ té un punt d’inflexi6 en P(1, 2), i el
pendent de la recta tangent en eixe punt és —1.

Obtén I’unic punt d’inflexié de la funcio f(x) = ¥ —e™.

2

x? +1

Obtén el pendent de la recta tangent a la corba y = en els seus punts d’inflexio.
Un transportista entrega, durant la jornada laboral de 10 hores, una quantitat de kg de carga donada per la

funcio f(t) = —t* + 18t* + 12t. Quan haura entregat la major quantitat de carga? En quin instant és més eficient
1 quin significat té aquest instant? Et pareixen logics els resultats obtinguts?



3.9 Representacio grafica de funcions

Amb el calcul de les derivades d'una funcié tenim quasi tots els elements necessaris per a descriure la
seua grafica: els maxims i minims, que separen les regions de creixement i decreixement, i els punts
d'inflexio, que separen les regions de distinta curvatura. Pero hem d'estudiar el comportament de les funcions
en les proximitats dels seus punts de discontinuitat, i en l'infinit a través dels limites finits i infinits.
Obtindrem aixi les seues asimptotes.

> Representaci6 grafica de funcions polinomiques

Exemple 28
—
Representem la funcié polindmica f(x) = x* — 4x* + 3, VxeR.

Les funcions polindmiques sén continues en R, per la qual cosa no tenen asimptotes verticals. Tampoc tenen
asimptotes horitzontals ni obliglies (excepte les de grau 0 i 1, que sén rectes) perqué

lim () =2 i lim 1) =45

X—>*w X—too X
Les funcions polindmiques son funcions derivables en R, per la qual cosa I'estudi de les equacions
(1) fx)=0 2 f=0 @ f=0

proporciona els talls amb I'eix OX (1), els possibles extrems relatius (2) i les possibles inflexions (3).

o

(1) fx)=0 - x*-4x+3=0 > x=11,+3

A mes, el tall amb I'eix OY és (0, f(0)), és a dir, (0, 3).

------ - ---51----- -~

Intervals | Joo 3 | JB -1 | J-vaf | bB[ | WEee | A Y TR -
Signe f + - + - + 3" """
- ol

Els talls amb I'eix OX s6n (-+3,0), (-1,0), (1,0)i (¥3,0. | i I

3 2 1 172 3

2 f'x)=0 - 43-8x=0 — x=0, i«/z 1 ------
Intervals —o0, — _
v :I = \/E[ i J \/E’ O[ 1 :|O’ \/E[ 1 ]\/5’ +OO[ La grafica de f passa pels punts de tall
- - marcats, perd no ho fa per les regions
Signe f - + - + ombrejades.
f ! D ! D S
Minim Maxim Minim 5 —————
m(-v2,-1) M(0,3) m(v2,-1) | | i1 W I
oM
@) f(x)=0 — 12x°-8=0 — x=++2/3 -----------
AR .
Intervals Joo V273 | BN | N2TE o] il |
o g
Signe f + _ + N ok
f Convexa 1 E\/{l Vt i
""" m
Inflexid Inflexio N | I B

Pl(—ﬁ, 7/9) Pl(ﬁ, 7/9)




> Representacio grafica de funcions racionals

Exemple 29
I )

Representem la funci6 racional f(x) = X +1 , VxeR~{-1, 1}.

X2

—4x _12x% +4

Les derivades son f'(x) = ——— i f'(x) = ———,
(¢ -1)? ¢ -1°

vxeR~{-1, 1}.

Als passos indicats en 1I’exemple anterior, afegim el calcul d’asimptotes.

X241 o X241
e Comque lim = i lim
x—1 X2 -1 x—>-1 X2 -1

= oo, lesrectes x =—1, x = 1 s6n asimptotes verticals.

L'estudi del signe de la funcié ens assegurara les direccions de les branques infinites, si bé podriem fer-ho
amb els limits laterals.

. x2 +1 . x? +1
e Comaque Ilim = lim

=1, larectay =1 és asimptota horitzontal bilateral.
X—+0 X< —1 X——w X< -1

Com que hi ha asimptota horitzontal bilateral, no pot haver-hi asimptotes obliques.

(1) fx)=0 — x*+1=0 no tésoluci6; f no talla I’eix OX.

El signe de f pot canviar en els punts de discontinuitat {-1, 1}.

...... LX%—1535X=1
Intervals ]—o0, 1] -1, 1[ 11, +oo[ Lo !
Signe f + - + ----- P EZ _____ E ----- [
___E;.__,.__:._.l.__:.__.,.__.,__-
5 - , , . _ y:E | 1 i
El punt de tall amb I’eix OY és (0, f(0), és a dir, (0, —1). T e I
@ f'®x)=0 - —4x=0 - x=0 Lot
1 1
Afegim els punts de discontinuitat {~1, 1} a I’estudi del signede f: | iz “““ ':
R l___=3 _____ L.
Intervals | J-oo,-1[ | ]-1,0[ + 10, 1[ 11, +oo[ |
Signe f* + + - _
f 0 0 { {
Discont. Maxim Discont.
M(0, -1)

(3) f(x) =0 — 12x*+4=0 no hi ha punts d’inflexio.
No obstant, la curvatura pot canviar en les discontinuitats.

Intervals 1-o0, —1[ -1, 1] 11, +oo[
Signe f + - +
f Convexa

36 Representa graficament les seglients funcions:

(A) f(x) = +6x° (B) f(x) =x°>-5x* (C) f(x)=4x*—x* (D) f(x) =x*-2x3
X _x+1 1 _ X _x3a
(E) f(x) = o (F) f(x) = 7 (G) f(x) = oy (H) f(x) = 2 (1) f(x) = 12



Exemple 30

I
3
Representem la funcio f(x) = ;( . vxeR les derivades de la qual son:
X"+
4 2 _9y3
() = 225 oxer P = 22 xer
(x“+1 (x“+1

e Com que Ds = R no hi ha asimptotes verticals.

3 3

e Comaque lim =+o0 i lim
X—>+0 X2 +1 X—>—00 X2 +1

= —oo no hi ha asimptotes horitzontals.

e Hi haasimptota obliqua bilateral y = x:

3 3 _
m= 1im " = jim X Z1in= dim f-mx) = lim | —— x| = lim =% =0
X—>to X X—*o X2 4 X X—to0 X—to0 XZ +1 Xt X2 +1
1 fx=0 - x*=0 — x=0 3 /.
y=xi /’
Intervals J-o0, O[ 10+ | | . 2 o
Signe f - + - e
' 1 ~/~ N
Passa per (0, 0), que és el punt de tall amb els dos eixos. )
s/
@ fx=0 —» x*+3*=0 -» x=0 e
v
Intervals ], O[ 10, +oo[ // """ z
i ' va R
Signe f * -3 2 1 7 1 2 3
f T T

f és sempre creixent, no té ni maxims ni minims.

Ry
@) f'®=0 - 6x-2=0 — x=0,+3 | . - ,F/
Intervals | oo, 3 [} ]-8,00 } 10, VB[ | 148, +o[ [ = iy

w

Signe f" + - + -

f Convexa Convexa

Inflexio Inflexi6  Inflexi6

Pl[—«/@—m] P1(0, 0) P'(\Ergfj

4

37 Representa graficament les seglients funcions racionals:

_2x-1 _x*-4 1 X
(A 109= 2 — ®) 100= 2= (©) 0= 5 0) 109=
©® 0= X3 miy=X1 (g = H) 9=
X2 x2 +1 X2 —4x+3 1—x2



> Representacio grafica d’altres funcions

Exemple 31
—

Representem la funcio f(x) = x + sinx, VxeR.
Les derivades son f'(x) = 1 + cosx, ¥xeR i f'(x) = —sinx, ¥xeR.
e Com que Ds = R, no hi ha asimptotes verticals.

e Comque lim (x+sinx) =+ i lim (x+sinx) =—o no hi ha asimptotes horitzontals.
X —>+00 X— -0

¢ No hi ha asimptotes obligies, perque no s'obté n (encara que si m) (és només una direccio asimptotica):

. f(x . X +Sin X . sin x
m = |ImQ: lim ——— = lim (1+— =1+0=1
X—to X X —>Fo0 X X —>+o0 X
n=lim (f(x)-mx) = lim (x+sinx—x) = lim sinx que no existeix
X—+tw© X—>+oo X—+too

1) fx)=0 —> x+sinx=0 —»> x=0 — passaper (0, 0), punt de tall amb els dos eixos.
Intervals ]~0, O[ 10, +oo[
Signe f - +
(2 f(x)=0 — 1+cosx=0 — cosx=-1 — x=x+2kn, keZ
Observaque -1<cosx<1l — 1+cosx>0 — f'(x) >0
Per la qual cosa és sempre creixent, i en els punts singulars no hi ha extrems relatius.
Intervals -3, —2x[ -, Of Ir, 2]
Signe f + + +
f 0 0 0 0 0
3) f(xX)=0 - —sinx=0 — x=knr, keZ
Intervals .| 1-4n, =3x[ | ]-3w, —2x[ | ]-2x, —x[ 1-=, Of 10, =[ Ir, 2] 12m, 3n[ | 13m, 4n[
Signe f - + _ + _ + _ +
f Convexa Convexa Convexa Convexa
Tenim punts d’inflexio en x = krt, ke Z.
____________ r_________5_ ___________.: e ——
Pero el pendent en aquests punts varia: :
e  Sikésimparell, el pendent és 0; per exemple: 13m

fi(m)=1+cosm=0

(S6n els punts singulars de f.)
e  Sikés parell, el pendent és 2; per exemple:
f'(2m) =1+ cos2m =2




Exemple 32
| 2
Representem graficament la “campana de Gauss”, donada per la funcio6 f(x) = € 2 vxeR.

x? x2

La funci6 és derivable en R dues vegades: f'(x) = —xe 2 if'(x)=(x*-1)e 2, vxeR.

e Com que Ds = R, no hi ha asimptotes verticals.
x? x?
e Comaque lim e 2 = lim e 2 =0, larectay = 0 és asimptota horitzontal bilateral.

X—>+00 X—>—00

XZ
X y Intervals 0, +
(1) f(x)=e 2 >0, perqué qualsevol funcio 10, +of
Signe f +
exponencial és sempre positiva.
El punt de tall amb I’eix OY és (0, 1).
y Intervals ], O[ 1 10, +oo[
@ f0=0 - —xe 2 =0 - x=0 Signe f + -
perqué la part exponencial no pot ser 0. f t \2
El maxim relatiu s’assoleixenx =0 = M(0,1)
. X Intervals | J-oo,-1[ 1 1-1,1[ L 11, +oof
B f'(x=0 - *-1)e 2 =0 — -
5 Signe f + - +
- X -1=0 > x=4#1
(De nou la part exponencial no pot ser 0.) £ Convexa
Les inflexions s’assoleixenen X =+1 = PI(-1,e)  pI(,e™?

F--wf--=-q----
N

38 Representa graficament les seglients funcions:

2 2

X

(A) f(x) =xe 2 (B) f(x) =x2e~* (€) f(x) = xze‘z (D) f(x)= el

5

X

(E) f(x) =In(1 +x?) (F) f(x) =In(1-x%) (G) f(x) = eix (H) () = —

(RN




Problemes del capitol 3

Estudia el creixement de les segiients funcions en els punts x = -2, 2 i 4:

f(x) = % +3x —2 g(x) =1In X—Jri h(x) = /z_j t(x) = tg(x + 1)

Obtén els intervals de creixement i decreixement de les funcions seglients:

W 0= 12% "X TXD ek ) = -4 = Inee+ )
2x -1 Ssi X>3

x+1 g =x e ho)=INGC—1)  t(x)= —

B) 1= i L]

La velocitat que porta un motorista en cada instant, durant les 8 hores de recorregut, ve donada per la funcio v(t) =
In(t + 1). Troba els intervals en qué va augmentant i disminuint la velocitat. En quins intervals incrementa i
disminueix l'acceleracig?

Obtén els extrems relatius de les funcions:

(A) 1) = x~3x+2 909 = ~(x — 2)(x + 1Y = XX (OEPERS
X +X+1
__x _ [x,a Ll X
®) 109= 75 909 = |-+ h(x) =x* = x* x 0= ——
© foo= "X 900 = X — sin’ h() = —— 1) = YX*L
X 2 1+ x| X—2
(D) (x) = x* —4x° 000 = & hog = & tx) = x* — 32 + 2
x-1 X+1
E) f() = | x|e™ g(x) = x heg = [XH4 t(x) = sin®
e X—4
(F) f(x)=sinx +tgx g(x) = sin2x + 2sinx h(x) = sin2x + 2cosx

Obtén els extrems relatius de les funcions dels problemes 1 i 2.

Obtén els punts d’inflexio i els intervals de concavitat i convexitat de les funcions:

'S e _x*-1 _x*-5 10
(A) f(x) = —(x—1)2 g(x) = ¥xe h(x) = i1 t(x) = N p(x) = e
B) () = % 900 = ¥x+1  h(x) = x arctgx t(x) = IN(C ~5x + 6)

Estudia el creixement, decreixement, curvatura, maxims, minims i punts d’inflexié de les funcions f(x) = x"
2 2 & 2

vxeR, segons que n siga un nombre natural parell o imparell.

Obtén els extrems absoluts de les segiients funcions en els intervals indicats:

(A) fx)=x>-x*—8x+1, en[-2,2]. g(x) = 5; , en[-1/2, 1].
X°+x+1

(B) f(x) =x®-12x%+45x + 30, en[-1, 3[. g(x) =x®-6x*+9, en[-3, 3.

Representa graficament les funcions:

(A) f(x)=x*—5x*+4 (B) f(x) =—-6x°+ 11x° — 3x (C) f(x) = 6x° — 11x* + 4%
(D) )= — (E) £ = X ® 100 = = ©) 109 = 2
1-x2 x? +1 x2 — x-1
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Representa graficament les funcions dels exercicis 1, 2, 4 i 6.

Representa graficament les funcions:

(A) f(x)=]|Inx]| (B) f(x)= In|x]| (©) ()= |In|x]|| (D) f(x) = In|In|x||

(E) f(x)=x*-6|x|+8 (F) ) =|x*-6|x|+8] ©G) f(x) =|x*—x|

Anomenem funcid part entera de X, que representem per E(x), a la funcié que associa a cada nombre x el major
dels enters menors o iguals que x: E(x) = max{neZ/ n < x}.
Representa graficament les segiients funcions, definides en I’interval [0, 4]:

(A) () =E(x) (B) f(x)=E(x)? (€) () =x-E(X) (D) f(x)=E(X)

La velocitat d'un mobil (en km/h) dependent del temps (en hores) ve donada per I'expressié v(t) = —t* + 4t, en
I’interval [0, 4]. Comprova que la funcio verifica les hipotesis del teorema de Rolle i troba el punt que afirma la
tesi. Quin significat fisic té tal punt? Qué ocorre amb les variacions i variacions mitjanes de la funci6 en els
intervals [0, 2] [2, 4]? I en [0, 4]?

Comprova si les seguents funcions verifiquen el teorema del valor mitja. En cas afirmatiu troba el punt que afirma
les seues tesis:
3 x?-3 si —1<x<0
X7+ 2X

f(x) =3x*+4x +1,en[1, 2] g(x) = === en[-2, 5] h(x)=1 1
X+1 — si —2<x<-1
X

Considera el segment determinat pels punts A(1, 1) i B(3, 9) en la parabola y = x2. Troba un punt de la parabola la
recta tangent del qual siga paral-lela a la corda AB.

Comprova si les segtients funcions verifiquen el teorema de Rolle:
(A) f(x)=x—x% en][0,1]. (B) f(x)=tgx, en [0, «t]. (C) f(x)=Inx, en[1,e].

Separa les arrels de les seguents equacions:
(A) X*-x+3=0 (B) 2x*-14x*+14x=1 (C) x*+5x*+2x=-1

(D) x3—§x2+x: (E) 2x*—15x*+36x=—1 (F) x*—xsinx—cosx =0

w|N

Troba els valors de a, b i ¢ perque la funcio seglient verifique el teorema de Rolle:
2 . 2 .
X“+ax+b si 0<x<2 X“+ax+b si 0<x<2
(A) f(x) = . (B) fx)= ) _
+1 si 2<x<¢c cX“+4  si 2<x<4

Aplica el teorema del valor mitja a la funcié f(x) = sin x en l'interval [0, a] i dedueix que sin x < x per a tot
xe[0, 2x].

La funcio f(x) = JX verifica el teorema del valor mitja en [0, b], amb b > 0. Existeix un valor de b per al qual el

punt que verifica la tesis del teorema és Xq = g ?

La funci6 f(x) = | x* — 5| verifica que f(1) = f(3) = 4 pero la seua derivada no s'anul-la en cap punt de l'interval
11, 3[. Contradiu el teorema de Rolle?

Una funcié polindmica té 3 arrels o zeros, X, X, i X3. Demostra que hi ha un punt X, on la derivada segona
s'anul-la.

Donada I’equaci6 x sinx + cosx = x2, demostra:

(A) Six=aésuna arrel d’aquesta equacio, aleshores x = —a també ho és.
(B) Hihaunaarrel en l'interval 10, =[.

(C) L'equaci6 no té més de dues arrels en la recta real.
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Siga P(x) un polinomi de grau 4 amb 4 arrels reals distintes. Demostra que la seua derivada té 3 arrels reals
distintes, i la seua segona derivada en té 2.

Separa les arrels de les segiients equacions polinomiques:
(A) x*=3x*—-1 (B) 6x*—4x*—6x*+1=0 (C) 3x*+4x*—12x*+3=0

Obtén els valors dels parametres m i n per als quals la funcié f(x) = x* + mx® + nx té un minim en x = 1 i un punt
d’inflexi6 en x = —1.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funci6 f(x) = x* + ax? + bx + ¢ tinga un punt d’inflexi6 en P(1, 2) de tangent
horitzontal.

Obtén la forma general de totes les funcions polinomiques de grau 3 que passen per (0, 0) i tenen un punt
d'inflexié en (1, 1).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la grafica de la funcié f(x) = ax* + bx? + ¢ tinga un punt d’inflexié en
P(-1, —2) i el pendent de la recta tangent en aquest punt siga 4.

Obtén els valors de a i de b perque la funci6 trigonometrica f(x) = asinx + bcosx tinga un maxim en el punt

P(n/6,\/§).

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = asinx + bcosx + ¢ tinga un punt d’inflexié en P(n/4, 1), amb
recta tangent de pendent /2 en aquest punt.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de la funciéo f(x) = asinx + bsin2x + csin3x té un punt d’inflexid
en P(n/2, 4), i la recta tangent en eixe punt té pendent 2.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de f(x) = 2, %té un punt d’inflexié en P(1, 2).
X X

Obtén els valors de a i b perque la funcié trigonométrica f(x) = (ax + b)e* tinga un punt extrem en P(1, e).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la grafica de la funci6 f(x) = ae* + be® + ce®* t¢ un punt d’inflexié en
P(0, 1), i la recta tangent en eixe punt té pendent 2.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = (ax? +bx +c)e* tinga un punt d’inflexié en P(0, —2), amb recta
tangent de pendent 1 en aquest punt.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = axe* +be™ +c tinga un punt d’inflexié en P(0, 1), amb recta
tangent de pendent 3 en aquest punt.

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funci6 f(x) = In(ax? + bx + c) té un minim en el punt P(1, 0), i la recta
tangent té pendent 1 en x = 2.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de la funcié f(x) = x* + ax® + bx? + cx + d té un minim en P(0, 2)
iun punt d’inflexi6 en Q(1, 1).

Calcula els valors de a, b i ¢ per als quals la seglient funcié definida a trossos és sempre derivable, i t¢ un maxim

enx =2:
2x+1 six<l1
f(x) =

ax? +bx+c six>1

Obtén I’equacio de la recta tangent a la grafica de la funci6 f(x) = x> — 3x? en el punt d’inflexi6 d’aquesta grafica.

. 4
Obtén els punts de la corbay = — per als quals les rectes tangents en aquests punts es tallen en P(4, —8).
X
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Aplicant la regla de L'Hépital, calcula els segiients limits:

(A)

(E)

(1

(M)

(P)

m SINSX ®) lim—> ©) lim 18X=X ©) lim[—t -1
x—0 sindx x—0 X +5in X x—0 X —Sin X x—>0\sin®x %2
) i ) tgx - . nginX
lim Inx=sinx (F) lim (ij (G) lim sinx H) lim ——
x—0" In X +€0s X x—0  x2 x—0 tg X x=0 (1—cos x)?
. - . e +sin . AxZix-2 .
lim— =2 @) lim &SNX K lim X2y i 10X
x>2 x2 —3x+2 x—>» X 1 cos X x—>1" x-1 x—0 cotg X
. . . sinx . XCOSX—Ssin X
lim I,?—X (N) lim (tgx)™* Ny lim ( ! j O) lim—"—=
X—0 X x—>Ei x—>0\1—CcosS X Xx—0 XS
2
= t

lim (jnx)** Q) lim x 1-x (R) lim (sinx)¥
x—1" x—1 x—0"

Calcula els segiients limits de funcions:

; ; ‘2
A lim sin nx. + sin 2nx B) In(1+sin“x)
x—1 sin 3nx x—>7 In(2+cosx)
In(L+x*
Obtén I’equacio6 de 1’asimptota horitzontal de f(x) = (;XZ) .
In(1+x*)

Classifica les dues discontinuitats de la funcié f(x) =
X COS X

sin’x

,pera0<x<m.

sin(x=2) si x<2
Classifica la discontinuitat de la funcio f(x) = X3_ g
X2 — si x>2
3x°-12
sin6x

Donada la funci¢ definida a trossos f(x) = ¢ sin2x

(A)

si0<x<m
3cosx en altre cas

Obtén el conjunt de punts on és continua. (B) Classifica les discontinuitats.

La cota de neu assolida (en metres) en un determinat indret, durant les 4 primeres setmanes de 1’hivern, es pot
expressar amb la funci6 f(x) = —(x — 1)* + 3(x — 1)?, sent x el temps transcorregut en setmanes.

(A) Calcula la variacié mitjana en I’interval [0, 1] i en [1, 2]. Quin és el seu significat?
(B) A quin ritme (velocitat) s’arreplega la neu en I’instant x = 1.5? I en I’instant x =2? I en x = 2.5?
(C) En quin instant de temps hi ha més neu acumulada? Quina maxima altura assoleix?
(D) En quins instants de temps hi ha menys acumulacié de neu? ¢Quina minima altura assoleix?
(E) En quin instant de temps la velocitat amb qué la neu s’acumula és maxima? Quina és eixa maxima velocitat?
A partir de 1960, la poblaci6 en milers de persones d’un poble es va modelitzar amb la funcio
P(t) =180 —16;? , on tindica els anys transcorreguts des de 1960.
0.03t° +1
(A) Segon aquest model, decreixera la poblacié en algun moment?
(B) Obtén ’instant de temps en qué la taxa de creixement és maxima. A quin ritme (velocitat) anual esta
creixent la poblacié en eixe moment?
(C) Obtén les asimptotes de P(t). Quin és el seu significat?

(D)

Representa la funci6 i la seua funci6 derivada.
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Una magquina fabrica un producte amb dues qualitats distintes: una quantitat x de tones de baixa qualitat i una altra

. , . . o, 18-5x . -
quantitat y de tones d’alta qualitat. La relacid entre ambdues quantitats és y = To—x’ i sabem que la maquina no

produeix més de 9 tones de baixa qualitat. Obtén la quantitat de tones del producte de cada qualitat que s’ha de
produir per a obtenir ingressos maxims si el preu per tona de baixa qualitat és 10 000 € i el d’alta qualitat el doble.

S’ha comprovat que la relacio entre el benefici B obtingut per la venda d’un producte (en milers d’euros) i el
100t

t2 +400

(A) Determina els intervals de creixement i decreixement de la funci6 B(t).

(B) Quina informacio ens proporcionen els anteriors intervals sobre la evolucio dels beneficis al llarg del temps?

(C) Quant de temps ha d’estar el producte en el mercat perque el benefici siga maxim? Quin és eixe maxim

benefici?
(D) Fes una representacié grafica de la funcié B(t).

temps t (en mesos) que esta en el mercat és B(t) =

La concentracié d’0z6 contaminant, en micrograms per m®, en una ciutat durant els anys 90 es pot expressar amb
la formula C(x)= 90 +15x — 0.6x%, on x és el temps en anys mesurat des de 1’1 de gener de 1990.

(A) Obtén el ritme de creixement del periode 1990 - 1995, ambdds anys inclosos.

(B) A quin ritme creixeria 1’1 de gener de1998?

(C) Enquin moment el ritme de creixement sera major?

Un article ha estat 8 anys en el mercat. Si el seu preu P(t) (en desenes de €) esta relacionat amb el temps t (en

A’ +4  si 0<t<?2

anys) que porta en el mercat, amb la funcié P(t) =< _g , calcula:
?t+25 si 2<t<8

(A) Elpreu al’any d’estar en el mercat.

(B) La variaci6 mitjana del preu entre el tercer i cinqué any.

(C) Lavariaci6 instantania al primer i al quart any.

(D) Estudia el creixement i decreixement de la funcid.

(E) Quin va ser el preu maxim que va assolir el producte en el mercat? En quin instant de temps es va assolir?
(F) Escriu la funcio derivada de P(t). Que representa?

(G) En quin moment la variacié del preu ha sigut maxima?

En un punt del Cantabric observem el moviment de les marees durant 6 hores, entre les 12 del migdia i les 6 de la
vesprada. La funcid que indica la seua variacié en altitud (en metres) depenent del temps (en hores) ve donada per
f(x) = = + 6x? — 5x. Calcula:

(A) Elsintervals de concavitat i convexitat.

(B) El punts d’inflexi6 de la funcio.

(C) Qué li passa a la velocitat de variacio de la marea en el punt d’inflexi6? Quin significat té?

(D) Representa graficament f (x) i f*(x).

Observem un globus que realitza fotografies aéries. L’altitud del globus sobre el nivell del mar (en Dam) en
funcié del temps transcorregut (en hores) ve donat per la funcié f(t) = t* — 1.5t + 1, amb te[0, 10]. Obtén:

(A) f(0)if(5), i expressa el seu significat.

(B) La variacio mitjana de I’altitud del globus entre la 3a i 5a hora.

(C) La variacio instantania de ’altitud en t = 6.

(D) En quin moment assoleix el globus la major i menor altura? Quins son els seus valors?

(E) En quin moment assoleix la major variaci6 d’altitud? Quina és? I la menor variaci6?

Un motorista dona una volta de reconeixement en un circuit. Realitza el trajecte en 3.5 minuts i la velocitat de la
. .y 1
seua moto, durant el trajecte, s’expressa per la funcio v(t) = _§t4 +4t3 —11t* +12t on el temps t ve donat en

minuts i la velocitat v(t) en km/minut. Es demana:

(A) La variacio mitjana en [1,3]. Expressa el significat i les unitats en qué es mesura.

(B) La variacio instantania en t = 2.5. Expressa el significat i les unitats en qué es mesura.
(C) Intervals en qué augmenta la velocitat i intervals en qué disminueix.

(D) Velocitat maxima que assoleix. En quin instant es produeix?

(E) Velocitat minima. En quin instant es produeix?

(F) Acceleracié maxima i minima. En quins instants es produeixen?

(G) Amb les dades obtingudes fes una representacio grafica aproximada de v(t).
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X

e2x—_ six<0

Donada lafuncié f(x) = < mx + n  si 0<x<1:
=1 Gixs1
xInx

(A) Calculaels valors de m i n per als quals f és sempre continua.
(B) Obtén les equacions de les asimptotes horitzontals, si n’hi ha, de I’anterior funcio.

In(1+ X +x?) .
. six=0
Donada la funci6 f(x) = < In(1+x) + In(1+ x?) :
a six=0

(A) Obtén el valor de a perqueé f siga continua en x = 0.
(B) Obtén I’equaci6 de la seua asimptota horitzontal.

Calcula el valor de a perqué les segiients funcions siguen continues en els seus dominis:

X2 +2x+2-28% . X —tgx
six=0 -
(A) fx)= x3 (B) f(x) =49 x—sinx
a six=0 a
Vx?+5-3 . 1- cosx
_|—— six=z2 |
(€ =7 J2x+5-3 (D) f(x)=1 xsinx
a six=2 a
sin ax si x >0
X In 1+ 3x?)
(E) f(x)= a si x=0 (F) f)=1 In@+x?)
e2X _2x -1 . a
———— siXx< 0
X
—x—ln(21+x) si x#0
(G) f(x)= X
a six=0
» —— six=z0
Donada la funci6 f(x) = { eX —1 :
a six=0
(A) Obtén el valor de a perque f siga continua en x = 0.
(B) Obtén la derivada de fen x = 0.
arctg 2x w20
Obtén el valor de a per al qual la funcié f(x) = § arctg3x és continuaen x = 0.
a six=0
sin 3x 40
Donada la funcio f(x) = < sin 4x , €s demana:
a six=0

(A) Valor de a per al qual f és continua en x = 0.
(B) Sia=3/4, calculala derivada de fen x = 0.

six=0

six=0

si x=0

si x=0

six#0

six=0
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y 1+ (x+1)?  six<1
Donada la funcio f(x) = , s demana:
3+2(x-2)? six>1

(A) Estudia la seua continuitat i derivabilitat, i obtén la seua funcid derivada.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

(C) Fes laseua representacio grafica.

X

i six<0
Donada la funci6 definida a trossos f(x) = 2" -1 :
x2+2
six>0
X+2

(A) Obtén raonadament el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de totes les asimptotes que te.
(C) Comprova si f és derivable en x = 0.

Donada la funcid f(x) = L, es demana:

1+ x|

(A) Expressa-la com una funci6 definida a trossos.
(B) Estudia la seua continuitat i derivabilitat.
(C) Obtén el major i el menor valor de la funci6 en I’interval [-2, 3.

Comprova que les seglients funcions son derivables en x = 0, i calcula ’(0).

S six=0 x* si x#0
(A) f(x)= sinx (B) f(x)=1{ 1_cosx
0 six=0 2 si x=0
3
X2 1 six<0
Donada la funci6 f(x) = 4 X -1 :
x?-1 .
six=>0
e*-3

(A) Obtén el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinga.

In(1+ 2x)
Donada la funci6 f(x) = < In(1+4x)
xe*  six>0

Si x<0

(A) Obtén el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinga.

In(L+3x?) .

Donada la funcié f(x) = 5o
In(1+5x°)

(A) Obtén el domini de f.
(B) Comprovasi la grafica de f té una asimptota vertical.
(C) Comprovasi la grafica de f té una asimptota horitzontal.

In(L+x+x?)

Donada la funcié f(x) = ————:
) In@+x% +x4)

(A) Obtén el domini de f.
(B) Obtén les equacions de les seues asimptotes.
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Donada la funci6 f(x) = x* — 14x? + 24x, es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Major i menor valor de la funcid, i punt del domini on s’assoleix.
(C) Intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(D) Representacié grafica aproximada.

- s _ .2 2 2 .
Donada la funcié f(x) = x (1—x ) , s demana:

(A) Obtén els punts de tall amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement.

(C) Obtén el maxim i minim absolut de f en ’interval [-1, 1].

(D) Amb els apartats anteriors, fes una representacié grafica aproximada.

2

L X
Donada la funci6 f(x) = — , s demana:

X+ 4
(A) Obtén els intervals on f és positiva.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.
(D) Equacions de les asimptotes i representacié grafica.

, es demana:

Donada la funci6 f(x) = —
X°—5x+4

(A) Obtén les equacions de les seues asimptotes.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Fes larepresentacid grafica.

3

Donada la funcio f(x) = , s demana:

x%+1
(A) Obtén les seues dues primeres derivades.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement.

(C) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(D) Equacio de la seua Unica asimptota, i representacio grafica.

X3 —3x+2

Donada la funcio f(x) = 5 , €S demana:
X

(A) Obtén els punts de tall amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén els intervals on f és no negativa.

(C) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(D) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(E) Equacions de les asimptotes, i representacio grafica.

X x?

'Q(X):Wi

Donades les funcions f(x) = — i
xX“+1
(A) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinguen.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius de f.
(C) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius de g.
(D) Fes una representacid grafica aproximada de les dues funcions.

2

x -1
W,es demana:
X5+

Donada la funcio f(x) =
(A) Domini i equacio de les asimptotes que tinga.

(B) Intervals de creixement i decreixement.

(C) Extrems relatius i absoluts de f, si en té.

(D) Intervals on f és positiva, i on f és negativa.

(E) Amb els apartats anteriors, fes una representacié grafica aproximada.
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Donada la funci6 f(x) = Vx> —3x+2 :

(A) Obtén el seu domini.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = v4x*-x"

(A) Obtén el seu domini.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén el maxim absolut i el minim absolut de f en [-2, 2].

Donada la funci6 f(x) = In(x® — 3x + 2):
(A) Obtén el seu domini.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = In(16x? — x*), es demana:
(A) Conjunt de punts on f és continua.
(B) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = In(-x* + 8x? + 9), es demana:
(A) Dominidef.

(B) Intervals de creixement i decreixement de f.

(C) Maxims i minims relatius de f.

(D) Maxim i minim absolut de f, si n’hi ha.

Donada la funci6 f(x) = x — In(x* + 1), es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims.
(B) Intervals de concavitat i convexitat, i punts d’inflexio.

(C) Pendent de la recta tangent en els punts d’inflexio.

(D) Representacié grafica aproximada.

Donada la funcié f(x) = (x2 —2x+1)e7*, es demana:

(A) Comprova que f és sempre no negativa.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén I’equaci6 de la seua asimptota horitzontal.

(D) Representaci6 grafica.

Donada la funci6 f(x) = (x3 +2x +2)e™* , es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Asimptotes i representacio grafica aproximada.

Donada la funcid f(x) = xefxz/2 , s demana:

(A) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(C) Equacio de la seua Unica asimptota, i representacio grafica.

., 2 _y2
Donada la funci6 f(x) = € + 7 es demana:
(A) Intervals de creixement i decreixement de f.
(B) Maxims i minims relatius de f, i punts on s’assoleixen.
(C) Raonasi esta funci6 té maxim o minim absolut en tot el seu domini.

Donada la funci6 f(x) = sinx + cosx definida en ’interval [0, 21t], es demana:
(A) Intervals de creixement i decreixement de f.

(B) Maxims i minims relatius de f, i punts on s’assoleixen.

(C) Valors maxim i minim absolut en I’interval [0, 27].
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X2 +4x+3 six<0

Donada la funci6 F(x) = | , ] :
X°—4x+3 six>0

(A) Estudia la seua continuitat i derivabilitat.
(B) Obtén la seua funci6 derivada.
(C) Obtén els extrems absoluts de f en ’interval [-3, 3].

5 x*-3x%+1  six<1
Donada la funcio f(x) = , €s demana:
—x*+4x—-4 six>1

(A) Estudia la derivabilitat de f, i obtén la seua funci6 derivada.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement de f, maxims i minims relatius.
(C) Obtén els intervals de concavitat i convexitat, i punts d’inflexio.

(D) Fes la representacié grafica.

Donada la funcié f(x) = x* — | X | , s demana:

(A) Expressa esta funcié com una funcié definida a trossos, estudia la seua continuitat i derivabilitat, i expressa
la seua funcio derivada.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

(C) Fes la seua representacié grafica.

Obtén el major i el menor valor de la funcio6 f(x) = sinx cosx en I’interval [0, =], i els valors de x on s’assoleixen
aquests valors maxim i minim.

Obtén la condicié necessaria perqué la funcié f(x) = x> + mx + n siga sempre creixent.

Demostra que tota funcié polinomica de grau 3, f(x) = ax® + bx® + cx + d (a = 0), té un punt d’inflexio.
Donada la funcié polinomica de grau 3, f(x) = ax® + bx? + cx + d (a # 0), es demana:

(A) Obtén una expressio per a obtenir els punts singulars de f.

(B) Obtén la condicié que han de verificar a, b i ¢ perque f tinga dos extrems relatius.

(C) Obtén la condicié que han de verificar a, b i ¢ perque f no tinga cap extrem relatiu.

(D) Comprova que si f té un tnic punt singular, és d’inflexio.

Volem construir dues habitacions rectangulars iguals de 27 m? cadascuna, que comparteixen una paret comuna.
Obtén les dimensions d’una d’aquestes habitacions si volem que el perimetre total de les parets siga minim.

Obtén les dimensions del rectangle de major perimetre que es pot inscriure en una circumferéncia de radi R.

Obtén les dimensions del rectangle de major area, i el valor d’aquesta maxima area, entre tots els rectangles que
tenen les diagonals de 10 metres de longitud.

Obtén les dimensions del rectangle amb 1 m? d’area que tinga diagonal minima i el valor d’aquesta diagonal.

Obtén la base i I’altura del rectangle de major area que podem inscriure en una semicircumferéncia de 1 metre de
radi, que tinga la seua base sobre el diametre de la semi-circumferéncia, i el valor d’aquesta maxima area.

De tots els triangles isosceles que tenen els seus costats iguals de 10 cm de longitud, obtén les dimensions (base i
altura) del que té la major area possible, i el valor d’aquesta maxima area.

Un full de paper ha de contenir un area de 200 cm? reservada per a text. Si els marges superior i inferior s6n de 2
cm i els laterals d'1 cm, quines dimensions ha de tenir el full per a utilitzar la menor quantitat de paper possible?

Calcula el radi r de la base i 1’altura h d'un cilindre inscrit en un con de revolucid de radi de la base R =3 c¢cm i
altura H =9 cm perque el seu volum siga maxim.

Una piscina en forma de paral-lelepipede rectangular de base quadrada té una area de 192 m?. Troba les longituds
de les seues arestes perqué el volum d'aigua continguda siga maxim.
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Un pentagon amb un perimetre de 30 cm es construeix adjuntant un triangle equilater al costat d'un rectangle.
Obtén les dimensions del dos poligons per a que I'area del pentagon siga maxima.

Considera un octaedre regular d'aresta 1 metre. Troba les dimensions del cilindre inscrit de volum maxim que
tinga el seu eix sobre la diagonal de I'octaedre.

Troba les dimensions del rectangle d’area maxima que té dos dels vértexs sobre la parabola d’equacio y = 12 — x4,
1 els altres dos vertexs sobre I’eix OX.

Considerem la parabola d’equaci6 y = 12 — x*. Obtén

(A) Per a qualsevol a > 0, I’equacio de la recta tangent a la parabola en x = a.

(B) Valor de a > 0 per al qual I’area del triangle que forma la recta tangent anterior amb els eixos de
coordenades siga minima, i troba valor d’aquesta minima area.

Volem cercar una parcel-la rectangular de 2400 m? d’area. El costat de la parcel-la que limita amb la carretera es
fara amb material de qualitat, que resulta a 30 € el metre de longitud, mentre que els altres tres costats es faran
amb material d’inferior qualitat, que resulta a 15 € el metre. Obtén les longituds dels costats de la parcel-la perqué
les despeses en la tanca siguen minimes, i el valor d’aquestes minimes despeses.

Volem construir 5 parcel-les rectangulars iguals adossades, que tenen un costat comu, cadascuna amb un area de
1200 m?. Si els murs exteriors de cada parcel-la costen a 90 € el metre, i els murs interiors costen a 30 € el metre,
obtén les dimensions de cada parcel-la perque el cost total de construccid dels murs siga minim, i troba el valor
d’aquest minim cost.

Volem construir 4 parcel-les rectangulars iguals adossades que comparteixen un costat comd, Els murs del
perimetre exterior costen a 60 € el metre, i els murs dels costats comuns de les parcel-les costen a 10 € el metre.
Obtén les dimensions de cada parcel-la si volem que 1’area total siga maxima, i el valor d’aquesta maxima area, si
volem gastar-se un total de 24000 € en la construccié de tots els murs.

Tenim una parcel-la en forma de triangle equilater de 100 metres de costat, i volem inscriure la parcel-la
rectangular de major area possible, que tinga la base sobre la base del triangle. Obtén les dimensions d’aquesta
parcel-la, i el valor de la maxima area.

Tenim una parcel-la en forma de semicercle de 20 metres de diametre, i volem inscriure una parcel-la en forma de
rectangle, amb dos vértexs sobre la semicircumferencia i els altres dos sobre el diametre. El material del costat
que va sobre el diametre costa a 20€/m, i els altres tres costats costen a 10€/m. Obtén les dimensions del rectangle
de major cost, i el valor d’aquest maxim cost.

El cost total de produccio, en euros, de x litres d’un producte ve donat per la funcié
f(x) = %x2+ 5x -+ 800, 0 < x < 100,

(A) Defineix la funci6 que determina el cost mitja per litre produit.
(B) Obtén el nombre de litres que cal produir perque el cost mitja de produccié siga minim, i troba el valor
d’aquest minim cost.

Volem construir 4 zones enjardinades semicirculars adossades a cada costat d’un rectangle de 400 m? d’area.
Obtén les dimensions del rectangle perque 1’area total de les zones enjardinades siga minima, i troba el valor
d’aquesta minima area.

Dos mobils A i B es desplacen seguint les trajectories de la figura. Si la
velocitat amb que es desplaca A és doble que la de B, obtén la menor 9
distancia a que es trobaran els dos mabils. )

A B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Un edifici de 20 m d'algada té damunt d'ell una antena rectilinia de 5 m d'altura. Ens situem a una distancia x de la
base de I'edifici, i anomenem o a I'angle amb qué es veu l'antena des d'eixa distancia.

(A) Expressa o en funcié de x.

(B) Obtén el valor de x per al qual I'antena es veu amb el major angle possible, i troba el valor d’aquest angle.

% 20

En un camp de futbol situem el bald en un punt P situat sobre la banda dreta, a

una distancia x del banderi de corner (mira la figura). La longitud de la porteria

és de 10 m, i la distancia del corner a la porteria, de 20 m. Anomenem o a

I'angle amb que es veu la porteria des del punt P.

(A) Expressa o en funcio de x.

(B) Obtén el valor de x per al qual la porteria es veu amb el major angle
possible, i troba el valor d’aquest angle.

En una plaga horitzontal hi ha un edifici de 15 metres d’al¢ada que té 5 plantes de la mateixa algada. Calcula la
distancia de I’edifici a la qual ens hem de situar per a veure 1’iltima planta amb el major angle possible, i el valor
d’aquest maxim angle.

La segiient funci6 ens proporciona la velocitat, en km/h, d’un mobil durant les seues 6 hores de recorregut:
f(x) = x® — 12x° + 45x, pera 0 <x <6 (x en hores).

(A) Obtén els intervals de temps on el mobil incrementa la seua velocitat, i on la disminueix.
(B) Obtén la major velocitat que assoleix el mobil, i els instants de temps on 1’assoleix.

Un ciclista realitza una prova durant 5 hores. La funci6 que indica la distancia recorreguda (en km) depenent del

temps (en hores) ve donada per f(x) = —x® + 6x° + 15x. Calcula:

(A) El maxim absolut de la funcid. Et pareix logic el resultat?

(B) Els punts d'inflexié de la funcid.

(C) Els intervals de concavitat i convexitat.

(D) Quin és el maxim de la funcié velocitat?

(E) Quina relacié existeix entre els instants en qué s'assoleix la inflexi6 i el maxim de la velocitat? Sempre
passara el mateix?

Sabem que la velocitat d’un mobil als 10 minuts de comengar un trajecte era de 250 km/h, i als 30 minuts era de

450 km/h, la qual va ser la maxima velocitat assolida al llarg del trajecte.

(A) Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funcié f(x) = ax® + bx + ¢ representa la velocitat en funcié del
temps transcorregut.

(B) Quina va ser la duraci6 total del trajecte?

Una maquina no pot produir més de 100 kg de sacarina, en un determinat periode de temps. La funci¢ de costs
totals (euros) és C(x) = 0.2x* + 30x + 1000, on x representa els kg produits. Un bon client de I'empresa paga un
preu, en funcié de la quantitat comprada, que ve donat per la funcié p(x) = 100 — 0.2x. Calcula quina quantitat x
de kg de sacarina convé fabricar i vendre al client per a maximitzar el benefici.

El cost total de fabricacié en € de x unitats d’un article ve donat per la funci6 f(x) = X— 2«/; +20.

(A) Obtén la funcid g(x) que representa el cost de fabricacié unitari, i el cost unitari quan es fabriquen 25
unitats, i quan s’en fabriquen 100.

(B) Obtén el nombre d’unitats que cal fabricar perqueé el cost unitari siga minim, i el valor d’aquest minim cost.

Donada la funcio f(x) = arctgx, es demana:
(A) Punts on la grafica d'aquesta funcio té pendent 1/2.
(B) Quin és el valor del major pendent que té aquesta corba?

Donada la funci6 f(x) = In(x* + 1), es demana:
(A) Punts de la grafica de f on la recta tangent és paral-lela a la recta r: 4x — 5y = 0.
(B) Punt de la grafica de f on la recta tangent té pendent maxima, i valor d’aquesta maxima pendent.
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Volem construir una tenda de campanya en forma de piramide de base quadrada, que tinga un volum de 36 m?,
col-locant un pal vertical en el centre de la base, 1 unint I’extrem superior del pal amb els 4 vertexs de la base per
mitja de 4 filferros de la mateixa longitud. Calcula la longitud del pal i la longitud del costat de la base, perque les
despeses en filferro siguen minimes.

Troba, entre totes les rectes que passen pel punt P(1, 2), aquella que forma amb les parts positives dels eixos de
coordenades un triangle d'area minima.

Obtén dos nombres positius la suma dels quals siga 20 i el seu producte siga maxim.

Una horta té actualment 25 arbres, que produeixen 600 fruits cadascun. Es calcula que per cada arbre addicional
plantat, la produccié de cada arbre disminueix en 15 fruits.

(A) Calcula la producci6 actual de I'horta.

(B) Calcula la produccid total si es plantaren x arbres més.

(C) Calcula el nombre total d'arbres que ha de tenir I'horta perque la produccio siga maxima.

Una agéncia de viatges ofereix a un grup de 50 persones un viatge a 1000€ per persona. A més, per cada viatger

addicional que es puga aconseguir, el preu per persona disminuira en 10€.

(A) Expressa els ingressos totals de 1’agéncia en funci6 del nombre addicional x de viatgers.

(B) Obtén el nombre total de viatgers que proporciona els majors ingressos possibles a 1’agéncia, el valor
d’aquests maxims ingressos, i el preu que pagaria cada persona.

Dos pals d’1 i 2 metres d’altura, respectivament, estan separats per una distancia de 6 metres. Volem unir els dos
pals amb un cable que vaja des de I’extrem superior d’un pal a un punt del sol, i després fins a 1’extrem superior
de I’altre pal (tots tres en el mateix pla). Obtén la menor longitud que ha de tenir el cable.

Tenim 2 punts A i B separats per una distancia de 2 metres, i entre ells, a igual distancia, un pal de 5 metres
d’al¢ada. En el pal volem elegir un punt P, i unir aquest punt amb 3 cordes que vagen als punts A, B i a I’extrem
superior del pal. Calcula I’algada a qué es trobara aquest punt P, perque la longitud total de les cordes utilitzades
siga minima, i el valor d’aquesta minima longitud.

Un fabricant vol produir caixes amb tapa, amb una capacitat de 9 litres, de forma que el cost de material utilitzat
en la seva elaboracid siga minim. Obtén les dimensions de les caixes si el fabricant vol que la base siga
rectangular, amb un costat de doble longitud que Ialtre. (1 litre de capacitat equival a 1000 cm® de volum).

Obtén les dimensions d‘una caixa de base rectangular que siga doble Ilarga que ampla, de forma que la suma de
les longituds de totes les seues arestes siga de 36 m, i el volum siga maxim. Obtén també el valor de aquest volum.

Volem construir una caixa amb una capacitat de 250 litres, sense tapa en la part superior, i de forma que la base de
la caixa siga un rectangle amb doble base que altura. El material de la base de la caixa costa 3€/dm? i el de les
parets laterals 2€/dm?. Obtén les dimensions de la caixa de minim cost, i el valor d’aquest minim cost.

Volem construir una tenda de campanya en forma de caixa de base rectangular, amb una altura de 2 m i un volum
de 32 m®, amb unes despeses minimes. Les parets, s0l i sostre han de ser de lona, a 10 € el m? i les varetes que
uneixen totes les cares han de ser d’alumini, a 20 € el metre. Obtén les dimensions de la tenda i el seu minim preu.

Volem construir un contenidor en forma de paral-lelepipede rectangular de 9 m?

de volum, amb una altura d'un metre. Suposem que el cost de construccié per m?

és de 50 euros per a la base, 70 euros per a la tapa i 40 euros per a les parets

laterals. Si anomenem x i y a les dimensions de la base:

(A) Expressa el cost de construccid del contenidor en funcié de x. 1

(B) Obtén les dimensions del contenidor més economic. X

Volem construir un diposit de base quadrada, sense tapa, i disposem de 1500€ per al material. El preu de la base
del diposit és de 5€/m? i el de les 4 parets laterals, de 10€/m”. Obtén les dimensions del diposit de major volum
possible, i el valor d’aquest maxim volum.

Volem construir un pot cilindric amb una capacitat de 0.5 m®, sense tapa en la part superior. EI material de la base
costa 1€/dm? i el de la paret lateral 2 €/dm®. Obtén les dimensions (radi de la base i altura) del pot de minim cost, i
el valor aproximat d’aquest minim cost.
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Obtén les dimensions del rectangle amb perimetre 2p i diagonal minima.

Un vaixell A es troba a 1000 km a I'est d'un altre vaixell B, i navega cap a l'oest a una velocitat de 20 km/h.

Mentrestant, el vaixell B navega cap al nord a 10 km/h.

(A) Fes un croquis representant la situacio, elegeix un sistema de coordenades comode, i planteja una funcié que
represente la distancia que en cada instant hi ha entre els dos vaixells.

(B) Quan es trobaran a una distancia de 500 km?

(C) Troba l'instant de temps en qué els dos vaixells es trobaran més prop, i el valor d’aquesta distancia minima.

La figura representa un canal d’aigua que té 10 km d’amplaria. Un biatleta es troba en A i vol anar a C. Pot creuar
el canal nedant a una velocitat mitjana de 2 km/h, i pot correr a 6 km/h. La distancia entre els punts B i C és de 24
km.

A

(> A

B X C

Calcula a quina distancia x del punt B hauria d’aplegar nedant el biatleta per tardar el menor temps total possible
en aplegar a C, i el valor d’aquest temps minim.

Obtén les dimensions del triangle isosceles de major area que es pot inscriure en una circumferencia de radi R.

Volem construir una piscina rectangular de 800 m? de superficie, i el terreny que I’envolta cobrir-lo de gespa amb
una extensio de 10 m d’amplaria als costats curts de la piscina, i de 5 m d’amplaria als costats llargs. Obtén las
dimensions de la piscina per a les quals les despeses en gespa siguen minimes, i el valor d’aquestes despeses, si el
m? de gespa val 10 euros.

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en un triangle rectangle amb catets de
longituds a i b.

0.2

|

L'espill d'1 metre per 2 metres de la figura se'ns trenca per un cantd. Amb el tros 10.4
gran d'espill que ens queda podem tallar molts espills rectangulars distints, que !
tinguen un dels seus cantons sobre el costat trencat.

(A) Expressa en funcid de x I'area del nou espill tallat. Entre quins valors varia x?
(B) Obtén les dimensions de I'espill de major area que podem tallar.

(C) Obtén també les dimensions de I'espill de menor area.

Dividim un filferro de 10 metres de longitud en dues parts, i anomenem x a la longitud d'una de les parts:

(A) Siamb cada part construim un quadrat, expressa l'area total d’aquests en funcio de x, i el valor de x per al
qual la suma de les arees és minima.

(B) Siamb una part construim un quadrat i amb I'altra un cercle, expressa l'area total en funcié de x, i el valor de
x per al qual la suma de les arees és minima.

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en I'el-lipse d'equacio:

2 2
X—2+y—2:1
a b

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en un semicercle de radi R.
Troba les dimensions d’un triangle rectangle de perimetre minim que tinga inscrita una circumferéncia de radi 1.

Observa que els radis determinats pels punts de tangencia divideixen el triangle en tres quadrilaters (un d’ells
quadrat).
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Volem construir una parcel-la en forma de triangle isosceles amb un perimetre de 12 metres, i adossar a cada
costat del triangle un quadrat amb els costats de la mateixa longitud que el costat del triangle al qual s’adossa.
Obtén les longituds dels costats del triangle per als quals la suma de les arees dels quadrats adossats és minima, i
el valor d’aquesta minima suma d’arees.

Volem construir una finestra en forma d’estrella de 4 puntes, adossant a cada costat d’un rectangle de 4 m? d’area
un triangle equilater. Obtén les dimensions del rectangle de forma que 1’area total de la finestra siga minima.

Volem construir un aparcament cobert en forma de paral-lelepipede amb una altura fixa de 2 m, i base rectangular,
que tinga una area de 70 m% El material per a la base costa a 20€/m? per al sostre a S0€/m?, i per a les parets a
30€/m?. L’aparcament per davant (aresta base x) no tindra paret. Les arestes del paral-lelepipede seran de ferro, a
20€/m. Obtén les dimensions de 1’aparcament rectangular de minim cost, i el valor d’aquest minim cost.

Obtén el punt P(x, y) de la parabola y = x* que es troba a menor distancia del punt A(3, 0), i el valor d’aquesta
minima distancia.

Considerem I’arc de parabola y = 1 — x%, amb —1 < x < 1. Obtén els punts d’aquest arc que es troben a menor i a
major distancia de 1’origen de coordenades, i el valor d’aquestes distancies.

Obtén els punts de la parabola y = 4 — x? que es troben a menor distancia de A(0, —1), i el valor d’aquesta minima
distancia.

2 [—
Obtén els punts P(x, y) de I’arc de parabola y = x“=2

amb —2 < x <2, que es troben a menor i a major distancia

del punt M(0, 1), i el valor d’aquesta minima i maxima distancia.

Considera la branca de la hipérbola d’equacio xy = 1, i siga a > 0.

(A) Obtén els punts de tall A'i B de la recta tangent a la hipérbola en x = a amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén la distancia entre els punts de tall A i B, en funcio de a.

(C) Obtén el valor de a per al qual la distancia entre els punts de tall A i B és minima, i el valor d’aquesta
minima distancia.

Obtén el punt P(x, y), amb x entre 0 i 1, de la parabola d’equacié y = 1 — X% per al qual I’area del triangle
rectangle inscrit que té per hipotenusa el segment d’extrems P(x, y) i Q(—1, 0) és maxima, i el valor d’aquesta
maxima area.

Considerem el segment de la recta d’equacio x + y = 4, situada en el primer quadrant, i un punt P(x, y) d’aquest
segment. Construim el segment AB, on A i B son les projeccions de P sobre els eixos de coordenades. Obtén la
menor longitud que pot tindre el segment AB.

Siga r una recta que passe pel punt P(1, 3) amb pendent negativa. Construim un triangle rectangle que té com a
vertexs 1’origen de coordenades O i els punts de tall A i B de la recta r amb els eixos de coordenades. Obtén la
minima area que pot tindre el triangle OAB, les coordenades dels punts A i B, i I’equacio de la recta r per als quals
hem assolit I’area minima.



Solucions de les activitats del capitol 3

1. fno verifica les hipotesis en [0.5, 4]: f(0.5) = 1/16 = f(4) = 4, ni la tesi: f'(x) = 0.5x% = 0 en ]0.5, 4[; f no verifica la
hipotesi en [-1, 4]: f(—1) = 1/4 = f(4) = 4, perd si verifica la tesi: 0e]-1, 4[i f’(0) =0. 2. a=-4;f’(-3/2) =0.

4. (A)]-1,0[, 10, 4[ i 14, 7[. (B) Unasolucié en 10, n/2[. (C)1-2,-1[, -1, 2[, 12, 4[. 5. (A) Si; x= 2(~3-1).
(B)Si;x=0,x=2. 6. (A)2/3. (B)-1. (C)0. (D) +oo. (E)-1/3. (F) 2/3. (G) 1/3. (H) 1/2. (1) 0. (J) 1/2.

7. (A)e. (B)-1/2. (C)0. (D)0. (E)1. (F)1. (G)1. (H)1/e. (1) 0. (J) 3/11. (K) 0. (L) 3/2. 8. En el primer
limit és correcte aplicar L'Hépital (indeterminaci6 0/0), no en el segon que dona 0/2 = 0 i no s'aplica L'Hépital.

9. (A)a=0; AH:y =2 (bilateral). (B)a=2; AH:y =0 (bilateral). 10. (A) m=n=1/2. (B) g és continuaen x =1,
discontinuaenx =0. 11. (A) Creixen x =11 2, decreix en x = —1, res podem afirmar de moment en x = 0.

(B) Sempre creix encara que en X = 0 no podem afirmar-ho de moment. (C) Creix en x = 1i 2, decreix en x = -1, ni
creix ni decreix en x = 0 encara que no ho podem afirmar de moment. (D) Sempre creix encara que en X =0 no
podem afirmar-ho de moment. (E) Decreix en x = —1, 0 i 1, ni creix ni decreix en X = 2 encara que no ho podem

afirmar de moment. 12. Unic punt singular és x = 1 (f no derivable en ell); com que f'(x) = (_% <0 (six=#1),

aleshores f és decreixent en ] —oo, O[U ]1, +o[. 13. (A) Decreix en ]—oo, 1[ i creix en J1, +oo[; minim relatiu en x = 1.
(B) Decreix en ] —oo, —2[U ]0, 2[ i creix en ]-2, O[ U ]2, +oo[; minim relatiu en x = £2, maxim relatiu en x = 0.

(C) Decreix en ] —, 0[U ]2, 4[ i creix en 0, 2[ U ]4, +oo[; minim relatiu en x = 0 i 4, maxim relatiu en x = 2.

(D) Decreix en ] —o0, =1[U]0, 1[ i creix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = +1, maxim relatiu en x = 0.

(E) Decreix en ]—oo, In2[ i creix en JIn2, +oof; minim relatiu en x = In2. (F) Creix en ]—oo, 1[ i decreix en ]1, +oo[;
maxim relatiu en x = 1. (G) Creix en ]0, e[ i decreix en ]e, +oo[; maxim relatiu en x = e. (H) Decreix en

]-o0, —1[U 11, +oo[ i creix en ]-1, 1[; minim relatiu en x = -1, maxim relatiu en x = 1. (I) Creix en ]—o, O[ U ]2, +oo[

i decreix en 10, 1[ U ]1, 2[; maxim relatiu en x = 0, minim relatiu en x = 2. (J) Creix en ]—w,—ﬁ[u} V3, +oo|:
i decreix en }—ﬁ,—l[U]—l,l[UJl, ﬁ[ : maxim relatiu en X = — /3 , minim relatiu en x = /3 . (K) Creix en

]-o0, =1[U 10, 1[ i decreix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; maxim relatiu en x = +1, minim relatiu en x = 0. (L) Creix en

10, 2[U 14, 5[ U 15, 6[ i decreix en ]2, 4[; minim relatiu en x = 4, maxim relatiuen x =51i6. 14. (A) Creix en

]-o0, —1[U 11, +oo[ i decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en (-1, 2), minim relatiu en (1, —-2). (B) Decreix en

]-o0, =1[U]0, 1[ i creix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en (-1, 0) i (1, 0), maxim relatiu en (0, 1). (C) Decreix en
]-o0, 3/2[ i creix en ]3/2, +oo[; minim relatiu en (3/2, —27/16). (D) Creix en [0, n/4[U ]3n/4, 5m/4[U ]7n/4, 2x] i
decreix en ]r/4, 3n/4[ U 15n/4, Tr/4[; minim relatiu en (0, 0), (3n/4, -1) i (7n/4, —1), maxim relatiu en (n/4, 1),
(5n/4, 1) i (2m, 0). (E) Decreix en ]—oo, —2[ i creix en ]-2, +oo[; minim relatiu en (-2, -25). (F) Creix en

J-o0, —2[ U 10, +oo[ i decreix en -2, O[; maxim relatiu en (-2, 4e~%), minim relatiu en (0, 0). (G) Decreix en ]0, e Y[ i
creix en Je ™, +oo[; minim relatiu en (™2, —1/(2e)). (H) Creix en [0, n/2[ U ], 3n/2[ i decreix en ]n/2, n[ U

U 13n/2, 2=[; minim relatiu en (0, 0), (=, 0) i (2=, 0), maxim relatiu en (7/2, 1) i (3n/2, 1). 15. a=-4,b=86.

16. (A) En [0, 5]: M = f(0) = 0, m = f(4) = —32; en R no hi ha ni maxim ni minim absolut. (B) En [0, 5]: m = f(0) = 0,
M = f(4) = 32; en R: m = f(0) = f(6) = 0, no hi ha maxim absolut. (C) m=f(n) =-1, M =f(0) = f(2r) = 1.

(D) M =f(2) = 13, no hi ha minim absolut. (E)m=f(0)=f(8)=0,M=f(4)=4. (F)m =f(—\/§) =-2,

M = f(\/g) =2. 17. (A)En[0,5]: m=1(2) =-7, M =1(5) = 434; en ]-2, 2[: M = f(0) = 9 i no hi ha minim absolut.

(B)En[-1,5]:m=1(5)=0,M=1(3)=5;en[2, 4[: M =1(3) =5 i no hi ha minim absolut. 18. Base = altura=5m.

19. Base = altura=25m. 20. Triangle equilater de costat 40 cm.




21. Base =altura= 2 m; area=2 m% 22. Radi de la base = /6 cm, altura = 24/3 cm, volum = 127/3 cm®.
23. Cara quadrada de costat 10J2 cm; superficie: 400+2004/2 cm? 24, (A) Concava en tots. (B) Concava en
x=1yenx=2,convexaenx=-1,Plenx=0. (C) Concavaenx =2, convexenx=0yenx=-1,Plenx=1.

(D) Convexa en tots. (E) Convexa en x = 1, concava en —1. 25. (A) Concava en R. (B) Convexa en J+oo, O[ i

concava en ]0, +oo[; Pl en x = 0. (C) Concava en ]—oo, —1[ U ], +oo[ i convexa en ]-1, 1[; Pl en x = £1. (D) Concava

en J—oo, O[ i convexa en ]0, +oo. (E) Concava en J—w,—l/\ﬁ[ U Jl/«/§.+00[ i convexa en :|—1/\/§,1/\/§|:;
Plenx = i%. (F) Codncava en }—00,—«/5[ u }0«/5[ i convexa en :|—\/§,0[ u :|\/§,+00|:; Plenx=0, +/3.

(G) Concava en ]—, O[ i convexa en ]0, +oo[. (H) Convexa en ]—o0, —1[U ]0, 1[ i concava en ]-1, O[ U ]1, +oo[;

PI(0, 0). (1) Convexa en } 2-2,2+ «/E[ , concava en els altres; Pl en x = 2 ++/2 . (J) Convexa en }—00,—\/5[ U

JO,«/@[ i concava en :|—\/§,0|: u :|\/§,+00|: ‘Plenx=0, +/3. (K) Convexa en J—o, 2[ i concava en ]2, +oof,

Plenx =2. (L) Convexa en ]—oo, O[ i concava en ]0, +oo[. (M) Convexa en -, e¥?[ i concava en ]e%2, +oo[:

Pl en x = e%?

. (N) Concava en [-r, O[U ]x, 2x[ i convexa en 0, x[U 27, 3x[; Pl en x = 0, w i 2x. (N) Igual que
I’anterior. (O) Convexa en [0, n/4[ U ]3n/4, 5r/4[ U ]7x/4, 2x] i concava en ]r/4, 3n/A[ U 15m/4, Tr/4[; Plen x = n/4,

3n/4, 5n/4 i Tn/4. (P) Convexaen ]0, 2[ i concavaen ]2, 5[ U ]5, 6[. (Q) Convexaen ]0, n/2[ i concava en

Jn/2, 3n/2[ U 13n/2, 2x[. 26. (A) PI(L, -9). (B) PI(0, 0), P|(J§, —21J§), Pl(—ﬁ, 2145). (C) PI(6, —5184).
343
(D) PI(2,-14). 31.m=-3,n=4. 32. A=-3,b=2,¢c=2. 33. PI(0,0). 34. = 35. A les 10 hores. A les 6
hores és més eficient, el ritme de carrega (derivada) és maxim. Si, a partir de t = 6 entrega amb menor ritme.
36.
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Solucions dels problemes del capitol 3

1. fcreixen—2, decreixen 2i4; gihdecreixen—-2,21i4;tcreixen-2,2i4. 2. (A)fcreixen]l, +oof i decreix en
]—oo, 1[; g creix en ]O, +oof; h creix en R; t creix en ]-1,+oo[. (B) f decreix en ]-1, 0[U 10, e — 1[ i creix en Je —1, +oo[;
g decreix en ]—oo, —1[ i creix en ]-1, +oo[; h decreix en J—oo, —1[ i creix en ]1, +oo[; t decreix en J—oo, 0[~{-1} i creix

en ]0, +o[~{1}. 3. La velocitat augmenta en [0, 8] i I'acceleraci6 disminueix en [0, 8].

41 (a f g h t B) f g h t
Min. | @0) | (-1.0) | (1.1/3) {_f‘lfj No @~2) (0,0) No
‘\/§ 2\/5 [4)2/3 [4j2/3 1
x| (- _ NS AW a_ il T =
Max. | (-14) | 14) | (-1,3) ( 30 (-3,-27/4) | No = - (1 3)
© f g h t | (D) f g h t
Min. (—e,%lj [%H kr, gj No | No (3,-27) | (2€) | (01) | (£+3/2 ~1/4)
R 1 n
Max. [e,f) (—Jr kn,g) (0,1) | No No No No 0,2
e 12
(E) f g h t [GEEE g h
Min. No No (-4,0) (km,0) No [%+2kn,g) (%n+2kn,hj
Max. (1, E);(—lﬁj (3,27€%) | No | (n/2+km1) No (E+2kn,g) (E+2kn, hj
e e 6 6

5. (A) f té maxim relatiu en (g %] h té minim relatiu en (-1,0); g i t no en tenen. (B) f té minim relatiu en
(1, —gj : g t& minim relatiu en (0,0); p t& minim relatiu en (e — 1, e); g té minim relatiu en (-1, —e72); s té minim

relatiu en (0,1); h, tirnoentenen. 6. (A) fconvexaen ]—ow, O[, concava en ]0, 1[ U 11, +oo[, Pl en 0; g convexa en

_w_1+\/§ —1iJ§
"3 3

l: U } 0, J§3—1 { , concava en els altres, Pl en x = ; h concava en ]—oo, -2- «/5[ U

UJ -2+ \/51[ , convexa en els altres, Plenx =1, -2 + \/§ ; t concava en ]—o, —2[, convexa en els altres, sense PlI;

p concava en ]-oo, 2[, convexa en els altres, Pl en 2. (B) f convexa en ]—o, 3[, concava en els altres, sense Pl; g

concava en ]—o, —1[, convexa en els altres, Pl en —1; h concava en R; t convexa en J—o, 2[ U ]3, +oo[.




7. Sin =1, recta creixent i no té extrems ni inflexions; si n = 1 és imparell, f creix en R, convexa en J—o, O[ i

concava en ]0, +oof, Pl en x = 0; si n parell, f concava en R, decreix en ]—o, O, creix en ]0, +oo[, minim relatiu en

4 203) . 1 32). 1 .
x=0. 8 (A)fteM| ——,—|im(2,-11);gtéM| -—=,— | im|[1,=|. (B)fté m(-1, -28)inoté M; g té
@ tem(-5. 22 ime,migem(~3, 2 ) im(1.3]. @ freme-1,-22) g
M(0, 9) i m(=3, -72).
9. (A) J (B) ©
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(4-F-h) (6-A-F) (6-A-) (6-A-h) 7 |6A

-3

(6-Ap) (6-B-f) (6-B-g) (6-B-h) —
| L [

11. &) (B) (©) ()

B R ©)

12.

) J{® Jo NG

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

13. En t =2, l'acceleraci6 es nul-la, v’(2) = 0; VMvg 21 = 2, VMv}, 4 = =2 1 VMv[g 4 = 0; en [0, 2] el moviment és
accelerat, en [2, 4] és desaccelerat i en [0, 4] I'acceleracié mitjana és 0. 14. Només f verifica les hipotesis, per a x =
3/2, perqué g i h son discontinues en x = —-1. 15. P(2,4). 16. (A) Si,x = \/§ /3. (B) No, discontinua en x = /2.
(C) No perqué In1 = Ine. 17. (A) No té solucions. (B) Una solucié en ]-4, =3[ i una altra en ]0, 1[. (C) Una solucio
en ]-5,—4[. (D) Una solucié en ]0, 1[. (E) Unasolucié en]-1, O[. (F) Una soluci6 en]-1, O[i una altraen ]1, 2].

18. (A)a=-3,b=5c=4. (B)a=-16/5b=236/5c=1/5. 19.Peraac[0, 2n], 3x,€]0, a[ tal que sina—sin0 =

-0

cosXp <1l = SN& _1 — sina< a, Vae[0, 2r]. 20. No. 21. No, perque f no és derivable en \/g €]l 3[.
a

23. (A) Siga f(x) = xsinx + cosx — x%. Com que f(—a) = f(a), si aés arrel, f(a) =0 — f(-a) =0 — —a també és arrel.
(B) f és continuaen [0, ] i f(0) > 0i f(r) <0 — (Bolzano) 3x,<]0, n[ tal que f(xo) = 0. (C) Com que f és continua i
derivable en R, si f té tres arrels, f(x;) = f(x,) = f(x3) = 0, aleshores per Rolle, f ' tindria dues arrels, perd f '(x) = 0
només té una arrel: x = 0. 24. Si f és una funcid polinomica, aleshores és continua i derivable en R, i li podem
aplicar el Teorema de Rolle. Si f té 4 arrels distintes, les ordenem, i per Rolle, entre cada dues arrels consecutives hi
ha una arrel de f°. Per tant, f* t¢ 3 arrels distintes (no en té més, perque f* és polinomica de grau 3). Repetint aquest
raonament per a f*, que també és continua i derivable en R, obtenim que £’ té dues arrels distintes. 25. (A) ]-1, O,
10,2[,12,3[. (B)]0, 1[, 11, 2[. (C)]-3,-2[,1-2,0[, 10, 1[, 11, 2[. 26. m=10,n=-25. 27. a=-3,b=3,c=1.
28. f(x) =ax® — 3ax? + (1+2a)x, a=0. 29. a=c=1/2, b=-3.




30. a=

~ |G

,b:g. 3l.a=c=1b=-1 32 . a=9/22,b=-1,¢=1/2. 33. a=3,b=-1. 34. a=-1,b=2.

35. a=-2,b=5c=-2. 36. a=c=-2,b=3. 37. a=1,b=-2,c=3. 38 a=1,b=-2,c=2. 39. a=-2,
b=0,c=0,d=2. 40. a=-1,b=4,c=0. 41. y+2=-3(x—1). 42. P(1,4)iQ(-2,-2). 43. (A)3/4. (B) 1/2.
(C)2. D)1/3. (E)1. (F)1. (G)1. (HY4 () 1. (I) 1. (K)+eo. (L)0. (M)O. (N) 1. (N)1. (O)-1/3. (P) 1.

(Q) l/e. (R)1. 44. (A)-1/3. (B) 2. 45. y=2 (bilateral). 46. Discontinuitat evitable en x = 0 i de 2n espécie en

X =m/2. 47. Discontinuitat evitable en x =2. 48. (A) R ~{n/2, n}. (B) Evitable en x = /2, de salt 6 en x = =.

49. (A) -2 m/setmana i 2 m/setmana. En la primera setmana disminueix la neu acumulada i en la segona augmenta
(en ambdds casos a ra6 de 2 m per setmana). (B) 2.25, 3 i 2.25 m/setmana respectivament. (C) En x = 3, assoleix 4
metres. (D) Enx=1ienx =4, que no hihaneu. (E) Enx =2, amb 3 metres/setmana. 50. (A) No, la funcid creix

sempre. (B) La taxa és maxima als % anys i la poblaci6 creix a 37'3 = 8.25 milers d’habitants/any.

(C) AH: y = 180; la poblaci6 creix aproximant-se a 180000 habitants. 51. Produir 2 tones de baixa qualitati 1 d’alta
qualitat, amb un ingrés maxim de 40000 €. 52. (A) Creix en [0, 20[ i decreix en ]20,+oo[ . (B) El benefici de tindre
el producte al mercat augmenta els primers 20 anys, després disminueix. (C) 20 mesos, 2500€.

53. (A) 11.4 mcg/(m® - any). (B) C’(8) = 5.4 mcg/(m® - any). (C) Com que C”(x) = —1.2, la variaci6 del ritme és

constant. 54. (A) 80 €. (B) —25 €/any (ha perdut de mitjana 25 € de valor cada any). (C) 8 €/any i —25 €/any.

8t si 0<t<2
(D) Creix en [0, 2[ i decreix en ]2, 8]. (E) 20 €, en I'instant t = 2. (F) P'(t)=4-5 9 <t<8’ La velocitat a quée
— S <l=
2

canvia el preu del producte. (G) No té maxim; fins a t = 2 la segona derivada és positiva i la variaci6 del preu
augmenta, pero com f no és derivable en t = 2, f* no assoleix el maxim. Després de t = 2 la segona derivada és
constant i la primera és negativa. 55. (A) f concava en 10, 2[ i convexaen ]2, 6[ (B)Plenx=2. (C)Enx =2, la
velocitat de variacio de la marea passa de créixer a decréixer i és per tant maxima: a les 2 hores és quan més
rapidament canvia la marea. 56. (A) f(0) = 1 Dam, f(5) = 88.5 Dam, I’altitud a qué es troba el globus en eixe
instant. (B) VMIf[3, 5] = 37 Dam/h. (C) 90 Dam/h. (D) Menor altura: 0.5 Dam, als 60 minuts; major altura:

850 Dam, a les 10 hores. (E) La major a les 10 hores, 270 Dam/h; la menor als 30 minuts, —0.75 Dam/h.

57. (A) 0 km/min?, no varia Iacceleracio mitjana en eixe tram. (B) 0.75 km/min. (C) Augmenta en [0,/ U]2,3[ i
disminueix en ]1,2[U]3,3.5[. (D) 4.5 km/min, enx =1ienx=3. (E) 0 km/min, en x = 0. (F) Acceleraci6 maxima:

12 km/min? en x = 0; minima —3.75 km/min® en x = 3.5.

50 52 55 57

45 1(x)

20 100 300 3

58. (A)m=n=1/2. (B) lim f(x) =+w,noenté; lim f(x) =0, AH:y=0. 59. (A)a=1. (B) AH:y=2/3.
X——0

60. (A)a=-1/3. (B)a=-2. (C)a=2. (D)a=1/2. (E)a=2. (F) a=3. (G)a=1/2. 61. (A)a=1.
(B) f'(x)=-1/2. 62. a=3/2. 63. (A)a=3/4. (B) f'(X)=0. 64. (A) (A) fcontinuaen R i derivable en

) oy | 2x+1)  six<l
R {1},f(X)—{4(X_2) six>1

x =1, valor 5; minim relatiu en x = -1, valor: 1; minim relatiu en x = 2, valor 3.

. (B) Decreix en ]-o0,—1[ UJL,2[ icreix en -1,/ U]2,+oo[ ; maxim relatiu en




65. (A) R ~{In1/2}. (B) AV: x =In1/2; AH: y = 0 (esquerra); AO: y = x — 2 (dreta). (C) No és derivable en x = 0.

six<0
66. (A) f(x) = 1-x . (B) f continua en R i derivable en R ~{0}. (C) Maxim valor 1 = f(0); minim
six>0

valor 1/4 =(3). 67. (A)f’(0)=1/2. (B)f’(0)=0. 68. (A) R~{-1, 0, In3}. (B) AO:y =x (esquerra); AH:y =0
(dreta); AV: x =1In3. 69. (A) ]-1/4, +o[~{0}. (B) AH:y =0 (dreta). 70. (A) R~{0}. (B) No, en x =0 hi ha una
discontinuitat evitable. (C) Si,y =1 és AH bilateral. 71. (A) R. (B) AH:y = 1/2 (bilateral); AV: x = 0.

72. (A) Creix en]-3, 1[ U ]2, +oo[ i decreix en ]—oo, =3[ U ]1, 2[; maxim relatiu en x = 1, valor 9; minim relatiu en

x = -3, valor —117 i en x = 2, valor 8. (B) Com que no esta definida en interval tancat no estan garantits els extrems

absoluts; no hi ha maxim absolut pero si minim absolut: =117, assolit en x = -3. (C) Concava en

7 7 . 7 7 7 .
}oo, 3{U}\/;,+oo{|convexaen }\/;,\/;{.Pl.enX—i\/; 73. (A) O(0, 0), A(1, 0) i B(-1, 0).

(B) fcreix en }—1, —1[ U }O, 1 [u JL, + o[ i decreix en els altres intervals. (C) Maxim absolut 4/27 = f(ii] ;

NE] Ne V3
minim absolut 0 = f(£1). 74. (A) J-o, —2[U ]2, +oo[. (B) f decreix en ]—oo, O[ i creix en ]0, +oo[; minim relatiu i

absolut en x = 0, valor —1. (C) f convexa en }—oo, —Z[U}z, +oo[ i concava en } [ Plenx= +—

2 2 2
NERNG] BB B
(D) AH: y =1, bilateral. 75. (A) AH:y =0, bilateral; AV: x =1y x = 4. (B) fcreix en ]-2, 1[U 11, 2[ i decreix en
], —2[U ]2, 4[ U ]4, +oo[. (C) Maxim relatiu en x = 2, valor —1; minim relatiu en x = -2, valor —1/9.
_ 6x — 2x°
(x2 +1)3'

x4+3x2_

76. (A) f'(x) = o

(%)

(B) Creix en R. (C) Convexa en J—«/§ O[U}E, +oo|: i concava

en ]—w,—\/ﬁ[ujo, J§[. (D) AO: y = x (bilateral). 77. (A) A(L, 0) i B(=2, 0). (B) [-2, +oo[~{0}. (C) Creix en

]—o0, O[ U ]1, +oo[ i decreix en ]0, 1[; minim relatiu en x = 1, valor 0. (D) Cdncava en ]—o0, 0[ U0, 2[ i convexa en
12, +oo[; Pl.en x = 2. AV: x = 0; AO: y = x (bilateral). 78. (A) AH:y =0 (bilateral per les dues). (B) f creix en
]-1, 1[ i decreix en ]—o0, —1[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = -1, valor —1/2, maxim relatiu en x = 1, valor 1/2.

(C) g creix en ], —1[U 10, 1] i decreix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = 0, valor 0, maxims relatius en

x = 1, valor 1/4.  79. (A) Df = R ; AH: y = 0 (bilateral). (B) f creix. en J—oo,—«/S_’[UJO, \/5[ i decreix en

J—«/§, O[U]\ﬁ, +oo[. Maxim relatiu i absolut en x = i\/§, valor 1/8; minim relatiu i absolut en x = 0, valor —1.

(D) f positiva en J—o0, —1[ U ]1, +oo[ i negativa en ]-1, 1].

72 73 Z : 75
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80. (A) [-2, +o[. (B) Creix en [-2, —1[ U ]1, +oo[, decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en x = —1, valor 2; minim relatiu

en x = 1 i x = =2, valor 0. 8l. (A) [-2, 2]. (B) f creix en J—oo,—\/i[UJO,\/E[ i decreix en

J—\/E, O[U}/ﬁ, +oo[. Maxim relatiu en x = i\/i , valor 2; minim relatiu en x = 0 i +2, valor 0. (C) Minim absolut
0, maxim absolut 2. 82. (A) ]-2, +oo[~{1}. (B) Creix en]-2, —1[ U ]1, +oo[ i decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en

x =-1, valor In4. 83. (A) ]-4, 4[~{0}. (B) Creix en J—4,— ~/§[U J 0, J§[ i decreix en J—\/g 0 [ U }/g 4[.
Maxim relatiu en x = J_r\/E_B , valor 6In2. 84. (A) ]-3, 3[. (B) Creix en]-3, -2[U]0, 2[ i decreix en ]-2, O[ U ]2, 3[.
(C) Maxim relatiu en x = £2, valor 2In5;minim relatiu en x = 0, valor 2In3. (D) Maxim absolut 2In5, no hi ha minim
absolut. 85. (A) Creix en R ; no té extrems relatius. (B) Concava en ]—oo, —1[U ]1, +oo[ i convexa en ]-1, 1[; Pl en
x=11. (C)m=0,enx=1;m=2,enx=-1. 86. (B) Decreix en ], 1[U 13, +oo[ i creix en ]1, 3[. (C) Maxim
relatiu en x = 3, valor 4e™*; minim relatiu en x = 1, valor 0. (C)y = 0 (dreta). 87. (A) Creix en J—oo, O[U]1, 2[ i
decreix en ]0, 1[ U ]2, +oo[; maxim relatiu en x = 0, valor 2 i en x = 2, valor 14e7%; minim relatiu en x = 1, valor 5.

(B) AH: y = 0 (dreta). 88. (A) Creix en ]-1, 1[ i decreix en ]—oo, —1[ U ]1, +oo[; maxim relatiu en x = 1, valor e ™*?;
minim relatiu en x = -1, valor -2, (B) Cdncava en J—«/§ O[ U }/5 + oo[ i convexaen J—oo, —«/5[ U JO, \/§[ ;
Pl.enx=0i +3. (B) AH: y =0 (bilateral). 89. (A) Creix en]-1, 0[U ]1, +oo[ i decreix en ]—oo, ~1[ U ]O, 1[.

(B) Maxim relatiu en x = 0, valor 1 + e minim relatiu en x = +1, valor 2e. (C) Minim absolut 2e; no hi ha maxim
absolut. 90. (A) Creix en ]0, n/4[ U ]5n/4, 2x[ i decreix en ]n/4, 5n/4[. (B) Maxim relatiu en x = /4, valor \/E;
maxim relatiu en x = 2r, valor 1; minim relatiu en x = 57/4, valor —/2 , minim relatiu en x = 0, valor 1. (C) Maxim

absolut ~/2 i minim absolut —/2. 91. (A) féscontinuaen R iderivable en R ~{0}. (C) Maxim absolut: 3, quan
x = 0; minim absolut: -1, quan x = +2. 92. (A) Es continuaen R iderivable en R ~{1}.

(B) Creix en ]-oo, O[U 11, 2[ i decreix en ]0, 1[ U ]2, +oo[; maxim relatiu en x = 0, valor 1, maxim relatiu en x = 2,
X2 +X six<0

valor 0, min. relatiu en x = 1, valor —1. (C) Convexaen R ~{1}. 93. (A) f(x) = , continuaen R,
xZ—x six>0

2x+1 six<l
derivable en R ~{0}; F'(x) = {ZX +1 SHX <1. (B) Creix en ]-1/2, 0[ U J1/2, +o[, decreix en J-o0, ~1/2[ U 0, 1/2[;
X— SI X >

maxim relatiu en x = 0, valor 0, minim relatiu en x = £1/2, valor —1/4.

85 86 87 88 92 93

12 1 1
fov
3 B 1

94. Maxim absolut 1/2, en x = n/4; minim absolut —1/2, en x = 3n/4. 95. m>0. 96. f”(x) = 0 si i només si
' 2
Bax + 2b = 0, que té soluci6 necessariament. 97. (A) X = w . (B)b?’-3ac>0. (C)b?>-3ac<O0.
a

(D) Si b? — 3ac = 0, I’tnic punt singular és x = —3£, pero esta és solucid de f”(x) = 0, i com que f’’(x) =6a =0, fté
a

una inflexi6 en eixe punt. 98.4.5i6 m. 99. Quadrat de costat «/ER. 100. Base i altura de 5\/5 m; area maxima

50 m% 101. Costats de 1 m, diagonal minima \/5 m. 102. Base: % m, altura: % m; area maxima: 1 m?.

103. Base: 2@ cm, altura: \/% cm; area maxima 50 cm?. 104. 12§24 cm. 105. r=2cm, h=3cm.

106. 8,8i4 m. 107. Costat triangle: 30 cm, altura rectangle: M cm. 108. r= L m, h= ﬂ m.
63 6-3 3 3




109. Base =4, altura=8. 110. (A)t: 2ax +y=a?+12. (B)a=2; minimaarea=32. 111. x=40m,y =60 m,
3600 €. 112. 20x60 m; cost = 36000 €. 113. 25x80 m; maxima area: 8000 m?. 114. Base: 50m, altura; 25\/5 m;

area maxima: 1250«/§ m?.  115. Base: 6\/1_0 m, altura: «/1_0 m; cost maxim: 200\/1_0 €. 116. 40 litres; cost: 45

20

€/litre. 117. Quadrat de 20 m de costat; minima area: 200 = m?. 118. J10. 119 a= arctgé — arctg— .
X X

(B)x= 1045 m, o ~ 6.38°. 120. o = arctg= — arctg2C. (B) x = 10J6 m, o ~ 11.54°. 121. 65m; 6.38".
X X

122. (A) Creix en ]0, 3[ i en ]5, 6[; decreix en ]3, 5[. (B) Maxima velocitat 54 km/h, alas3 hialas6 h.
123. (A) f(5) = 100 km (logic perque la funcié acumula km recorreguts). (B) Plenx=2. (C) f és concavaen]0, 2[ i
convexa en ]2, 5[. (D) f’(2) = 27 km/h. (E) Maxima velocitat en el Pl de f. No sempre és aixi, perqué la coincidéncia

és en un maxim relatiu, no necessariament absolut i també podria coincidir el PI amb un minim. 124. (A)a=-0.5,

b=230,c=0. (B) 60 minuts. 125. 87.5kg. 126. (A)g(x) = ; g(25) = 1.4 €/unitat,

X — 23X +20
X

g(100) = 1 €/unitat. (B) 400 unitats, 0.95 €/unitat. 127. (A) P(1, n/4) i Q(-1, —=/4). (B) f'(0) = 1.

128. (A) P(2, In5) i Q(% In %} (B) P(1, In2), maxim pendent: 1. 129. 3i6. 130. y=-2x +4. 131. 10i 10.

132. (A) 15000 fruits. (B) P(x) = 15000 + 225x — 15 x*. (C) 7 0 8 arbres més.
133. (A) I(x) = (50 + x)(1000 — 10x). (B) 75 viatgers a 750 €/persona; Ingrés maxim: 56250 €.

134, 3J§ m. 135. Altura: % m; longitud minima: 5 + «/33 m. 136. Base: 15x30 cm; altura: 20 cm. 137. 2,4 i
3m; 24 m?. 138. Base: 10x5 cm, altura 5 cm; cost minim: 450 €. 139. x = y=4m; 1440 €.

140. (A) C(x) = 1080 + 80x + 120 . (B)x=y=3m. 141. Base 10x10 m, altura 2.5 m; volum 250 m®,
X

142. Radi ; 6.83 dm, altura: 3i; 3.41 dm; cost minim 300%; 439.38 €. 143. x=y =pl2.

10
In Y
144 (A) D(t) = J(1000—20t)2+100t2 . (B)t=30i50h. (C)t=40h, D= 2005 km. 145. 12.5 km; temps

minim 8.714 h. 146. Triangle equilater de base J§R i altura 3R/2. 147. 40%x20 m i despeses de 18000 €.
148. x=a/2,y =b/2. 149. (A) A(X) =x(3.6 —2x); 0.8<x<1. (B)x=09,y=18. (C)x=08,y=20x=1,

10-x
4

X

2
y=16. 150. (A)A= (Zj +[

X

2 2
j ix=5m, A(5) = 25/8 m%. (B) A = n(—] +(
27

10—x)2 10n
; Xo = )
4 n+4

AXq) = 2—54 m?. 151. a\/E i b\/i. 152. % i R\/E. 153. Catets iguals de longitud 2 + \/E cm.
T+

154. Costats de 4 m; area minima 48 m?.  155. Quadrat de 2 m de costat. 156. 10x7 m; 7860 €. 157. P(1, 1),

minima distancia: \/g m. 158. Maxima distancia 1, punts A(0, 1), B(1, 0) i C(-1, 0); minima distancia: g punts

1 1) . 11 3 1) . 3 1 L .19 .
Pl —=,=1| i -—, =] 159. P|—&—,—=1| i ——,——|; minima distancia. ——. 160. Maxima
&) o) &2l 2

distancia 2, punts A(2, 1), B(-2, 1) i O(0, —1); minima distancia NG punts P(«/E 0) i Q(—\/z, O).

161. (A) A(0, 2/a) i B(2a, 0). (B) 2 a2+i2. (C) a = 1, distancia minima: 2J2. 162. P(1/3, 8/9); area 16/27 u.s.
a

163. 242 m. 164. Minima area 6: A(0, 6) i B(2, 0); 11 y = —3x + 6.
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Capitol 3

Aplicacions de les derivades

Teorema de Rolle
e Separaci6 d’arrels

Teorema del valor mitja de Lagrange
o Interpretacions del teorema del valor mitja

La regla de L'Hopital

e Teorema de Cauchy

e Regla de L'Hépital

e Calcul de limits indeterminats

Creixement i decreixement local

e Creixement i decreixement puntual

e Teorema 1: condicions suficients de creixement estricte
o Intervals de creixement i decreixement

Extrems relatius d’una funcio
e Teorema 2: condicid necessaria d’extrem relatiu

Classificaci6 dels extrems relatius

e Punts singulars d’una funcio6

e Teorema 3: criteri del canvi de signe de la primera derivada
e Teorema 4: criteri del signe la segona derivada

Calcul dels extrems absoluts d’una funcid
Problemes d’optimitzacid

Curvatura

e Teorema 5: condicions suficients de curvatura
Intervals de curvatura
Teorema 6: condici6 necessaria de punt d’inflexid
Teorema 7: criteri del canvi de signe de la segona derivada
Teorema 8: Criteri del signe de la tercera derivada

3.10 Representaci¢ grafica de funcions
e Representacio grafica de funcions polinomiques
o Representacio grafica de funcions racionals
e Representacio grafica d’altres funcions




3.1 Teorema de Rolle

Considerem una funci6 f continua en [a, b] i derivable en ]a, bJ[.
Si f(a)=f(b) — 3Ixoe]a b[ tal que f(xo)=0

Si f és continua en [a, b], el teorema de Weierstrass assegura que f 4 f'(xy) =0
assoleix els extrems absoluts (maxim i minim) en [a, b].

e Si aquests extrems absoluts s’assoleixen els dos en a i en b:
f(a) <f(x) <f(b), vxe[a,b] o f(b) <f(x)<f(a), VYxe[a, b]

Perosi f(a)=f(b) — fésconstant — f'(x) =0, Vxe]a, b[

e Si algun dels extrems absoluts (suposem el maxim) s’assoleix en a Xn b
Xo€]a, b[, tindrem que:

F(x) —f(%o) >0 = lim F(x) = (%)
X1=Xo X1=%  Xp=Xg

f(x,)—f(Xp) <0 = lim f(x,)—f(Xo)
Xp=Xo X%y Xy —Xg

1) si xie]a, X[ = f(X) <f(x)) = >0 = f '(xg) 20

@) si XoelXo, b[ = f(x2) <f(xo) = <0 = f,'(x,) <0

Com que f és derivable en x,, necessariament f_'(c) = f,'(X,) , i no hi ha altra possibilitat que f*(x,) =0.

Exemple 1
I
Obtenim els punts que verifiquen el teorema de Rolle per a la funcié g definida per

f(x) =x* - 3x*—x +4, Vxe[-1, 3].

f'(Xl) =0

Com que és polindmica, la funcié f és continua en [-1, 3] i
derivable en -1, 3, sent la seua derivada f'(x) = 3x* — 6x — 1.

.

\ Mévf(im rela:tiu

..........................

També verifica la tercera hipotesi: f(-1) = f(3) = 1.

El teorema de Rolle afirma que la funci6 derivada s'anul-la en algun
punt de ]-1, 3[.

Les seues arrels es troben immediatament:

. 6+/36+12 _ 61443

6 6

f')=0 = 3x*-6x-1=0 =

,_
'
'
]
[
=
'

Minimirelatiu

d’onX1=l—§\/§iX2:1+§\/§. I -

Observa que el teorema de Rolle no afirma que el punt X, siga Unic. En I’anterior exemple hi apareixen
dos, perd poden haver-ne fins i tot infinits (queda patent en la demostraci6 del teorema).
Si les hipotesis del teorema no es verifiquen, ni s'afirma ni es nega I'existéncia d’aqueixos punts.

1  Comprovasi la funci6 f(x) = %Xz definida primerament en ’interval [0.5, 4] i després en [—1, 4], verifica les
hipotesis del teorema de Rolle. Es verifica la tesi en algun dels casos?

2 Considera la funci6 f(x) = x? + 3x — 2 definida en [a, 1]. Troba el valor de a per al qual f verifica les hipotesis
del teorema de Rolle i troba el punt que verifica la tesi.



» Separacio d’arrels

El teorema de Bolzano permetia localitzar arrels de les equacions (o de funcions). Ara, amb el teorema
de Rolle, podrem separar-les en intervals disjunts, és a dir, en intervals que continguen només una arrel.

Exemple 2
I
Demostrem que I’equacié 2x = 1 + sinx nomeés té una solucid i esta situada entre 01 1.

e Vegem que I'equaci6 té almenys una solucié. Per a aixd considerem la funcié
f(x) =1+ sinx—2x
que és continua i derivable en R, i les seues arrels sén les solucions de I'equacio donada.

Comquef(0)=1>0if(1)=1+sin1—-2<0,iféscontinuaen [0, 1], el teorema de Bolzano assegura que
existeix alguna arrel de fentre 0 i 1:

Ix; €]0,1[ tal que f(x) =0
e Vegem que no poden haver-hi dues solucions de I'equacio.
Si Xy i X, foren dues solucions tindriem que f(x;) = f(x,) = 0.

Perd com que f és continua en [xy, X,] i derivable en ]xy, X,[ (ho és en R) el teorema de Rolle afirma:

I xp € Ix, Xo[ talque f'(xq) =0

Pero la derivada mai s'anul-la perqué f'(x) =cosx —2 # 0, ¥xeR. Per tant no poden haver-hi 2 arrels.

Exemple 3
|
Separem en intervals disjunts les arrels de I'equacié x* — 3x + 1 = 0.

Es una equacié polinomica de grau 3, per la qual cosa té com a maxim 3 arrels reals.

Considerem la funci6 f(x) = x> — 3x + 1, continua i derivable en R.

1. Laseua funci6 derivada f (x) = 3x* — 3, té Ginicament dues arrels, en els punts x; = -1 i X, = 1.

2. Constituim els subintervals J-c0, —1], [-1, 1] i [1, <[, a partir de les arrels de f .

3. Interval [-1, 1]: com que f(-1) =3 >0, f(1) = -1 < 0, el teorema de Bolzano assegura que hi ha arrels en ell.
Interval ]—o0, —1]: com que f(-2) =-1<0if(-1) =3 > 0, el teorema de Bolzano assegura que conté arrels.

Interval [1, +oo[: com que f(1) = -1 <0, f(2) = 3> 0, el teorema de Bolzano assegura que hi ha arrels en ell.

4. Lestres arrels reals pertanyen respectivament als intervals -2, -1, -1, 1[ i 11, 2[.

3 Siga f una funci6 continua i derivable. Demostra, amb ajuda dels teoremes de Bolzano i Rolle, les propietats
segiients. Siguen a i b dues arrels consecutives de 1’equacio f’(x) = 0:
(A) No pot haver dues solucions diferents en Ja, b[ de I'equacidé f(x) = 0.
(B) Sif(a) i f(b) son de signe distint, aleshores I'equacié f(x) = 0 té una Gnica soluci6 en ]a, b[.
(C) Sif(a) i f(b) tenen el mateix signe, aleshores I'equacié f(x) = 0 no té cap solucio en Ja, bl.

4 Separa les arrels de les equacions:
(A) X*—6x°+6=0 (B) cosx =x (C) 2x3—=3x*—12x+1=0



3.2 Teorema del valor mitja de Lagrange

Considerem una funcio f continua en [a, b] i derivable en Ja, b[. Aleshores:
3 x0€]a, b[ tal que f(b) —f(a) = f (xo) (b —a)

Considerem la funci6 g(x) = (f(b)—f(a))-x—f(x)(b—a), ¥xe[a, b].
La funci6 g és continua en [a, b] i derivable en Ja, b[ perqué f ho és, i la seua derivada ve donada per
g'(x) = (f(b)-f(@)-F'(x)(b-a) vxela bl (1)
Es immediat que g(a) = g(b), aleshores, aplicant el teorema de Rolle, deduim
I xe€]a, b[ talque g'(xy) =0
Pero 9'(Xe)=0 < f(b)-f@@) - f'(Xg)(b-a)=0 <« f(b)-f(a) = f'(xq)(b—a)

> Interpretacions del teorema del valor mitja

Considerem una funcid f continua en [a, b] i derivable en ]a, bl[.
e La variacié mitjana de la funcié f en l'interval [a, b] és igual a la variaci6 instantania
(derivada) en algun punt xo entre a i b:

Ix,€la b[ tal que

f(b)-f(a) ..
Tba

o Entre els punts de la grafica A(a, f(a)) i B(b, f(b)) hi ha algun punt P(xo, f(Xo)) en qué la
recta tangent en ell és paral-lela (idéentic pendent) a la recta secant per A i B.

Com que f verifica les hipotesis del TVM, 3 xqge]a, b[ tal que

f(b)-f(a)
b-a

N
f(b) —f(a) =f(x)) (b-a) <

erd f(b)-f(a)
b—

=1 (xo)

p és la variacié mitjana de f en [a, b] i f (xo) és

la variacio6 en ’instant Xg. f(a)t-
f(b)—f(a)

— a !
i f'(xo) és el pendent de la recta tangent en (X, f(Xo)).

El pendent de la recta secant que uneix A i B és

ol--------------\--

@ |becoo

Xo

Exemple 4
——

Obtenim el valor X, que verifica el TVM per a la funci6 f(x) = x* en I'interval [0,2].

La funci6 és continua en [0,2] i derivable en 10,2 = 3 x,€]0,2[ tal que f(2) —f(0) = f (xo) (2 — 0)
O de forma equivalent

4-0=Ff(X) 2 — f(X)=2 — 2%=2 — X=1




Exemple 5
—

Igual que el teorema de Rolle, el TVM pot verificar-se per a més d'un punt x,, fins i tot infinits. Vegem I'exemple
d'una funcio que el verifica en dos punts.

L'espai recorregut f per un mobil en funcié del temps t ve donat per

f(t) - t3 _ 3t2 +3t, Vte [0, 2] ;EI pendent :és VMf, 215
Vegem que verifica el TVM en dos punts de I’interval 0, 2. 1s | Elpendent ) éslai 7 [/ 7.

La variaci6é mitjana (velocitat mitjana) en [0, 2] és

] S Ay SR TR —
f(2)-f(0 2—
VMf[ovg]z () (): 021 m/s i : i
2-0 2-0 os| /). i/ Elpehdentttyésia
i la velocitat instantania en qualsevol punt t és T Vistantania ed
f(t) = 32 - 6t + 3, Vte], 2[. b 5 i

0.5 1 15 2

Com que VMg 2 = f (to), per a algun t,€]0, 2[, tenim que

_ 6++/36-24 N V3 V3

1=3t2-6t+3 — 3t’—-6t+2=0 — t th=1l- " ity =1+—
6 3 3

El resultat indica que en els instants t, i t; la velocitat instantania és igual a la velocitat mitjana de tot el trajecte:
"En algun moment del recorregut el mobil ha de portar la velocitat mitjana".

Exemple 6
|
Calculem el pendent de la recta secant a la parabola f(x) = ax” + bx + ¢ en dos punts X, i X, d’ella, i comprovem
Xy +X
que el punt de la parabola que té la mateixa pendent és el seu punt mitja x = =% ; Z.

e El pendent de la recta secant és la variacio mitjana en [xy, X,]:

_ _F(xp)—f(x)) _ ax3+bx, +c—(ax? +bx, +c)
" VMf[X“XZ] B Xy =Xy - Xy =X

22
_ alxg —xg)+b(x; — %)
Xy =%y

= a(x, +X,)+b

e Elpendent de la corba és la seua derivada f'(x) = 2ax + b. |
Vegem en quin valor de x sén iguals els dos pendents: X:l \ X le
f(x)=m, — 2ax+b=a(X+X,)+b — 2ax=a(X +X,) >AX<
At X: punt mitja

X1+X2. deXliXZ
2

d’onx =

5  Es verifiquen les condicions per a aplicar el TVM a les segiients funcions en els intervals indicats? Si es aixi,
busca el punt o els punts per als quals es verifica.

2 -
1 1
(A) f(x) = X+; , en I’interval [0, 4]. (B) f(x) = { Xt X< , en I’interval [-1, 3].
X+

—x?+4x-1 si x>1



3.3 Lareglade L'Hopital

» Teorema de Cauchy

Considerem f i g funcions continues en [a, b] i derivables en ]a, b, aleshores:
3 xo€]a, b[ tal que (f(b)-f(@))-g(x,) = (9(b)-9g(@))-f'(x,)

Considerem la funcié H(x) = (f(b) — f(a)) g(x) - (a(b) - 9(a)) f(x), Vxe[a, b]. (1)
H és continua en [a, b] i derivable en ]a, b[ perque f i g ho son i, com es pot comprovar, H(a) = H(b).
Aleshores el teorema de Rolle assegura que Ixy<]a, b[ tal que H’(xo) = 0; pero derivant en (1) obtenim

0= H'(x) = (f(b) - (@) g'(x0) — (9(b) —9(a)) f'(x0) = (f(b) - (@) g'(x0) = (9(b) - 9(a)) f'(x0)

Exemple 7

|
Les funcions f(x) = x? i g(x) = —x* + 4x, definides en [0, 2], defineixen I’espai recorregut per dos mobils, en
metres, en funci6 del temps, en segons. Obtenim el valor x, que verifica el teorema de Cauchy.

Les funcions f i g sén continues en [0, 2] i derivables en ]0, 2[, aleshores 4 .

3%0€10.2[ tal que (f(2) - f(0)) - '(xo) = (9(2) ~ 9(0)) - F(xo) 9
Esadin (4-0)- (2% +4)=(4-0) 2% = X =1
El resultat significa que els mobils tenen la mateixa variacid, 4 metres, i variacié 2 |-—/f-— -------------------
mitjana (velocitat) en I’interval [0, 2], 2 m/s. |

El teorema de Cauchy indica que en I’instant x, = 1 tenen també la mateixa
velocitat instantania f'(1) = g'(1) = 2 m/s, encara que s6n moviments diferents.

Graficament veiem que en X, = 1 tenen rectes tangents amb igual pendent. 1 -~ 3

> Regla de L'Hopital

Com una consequeéncia del teorema de Cauchy, la regla de L'Hépital, permet utilitzar el calcul
de derivades per a resoldre les indeterminacions 0/0 que surten en el calcul de limits.

Considerem f i g funcions continues en [a, b] i derivables en ]a, b[ tal que les seues derivades no
s’anul-len simultaniament en cap punt de ]a, bJ[.
si lim 1 = 9 jexisteix i és finit lim —X) = jim &) = i £
X—>Xg g(x) 0 X=Xy ( (x) X=X, g(x) X=Xy (x)

Vegem que és cert per al limit per la dreta de x,. La demostracié és analoga per a limits per l'esquerra.
Si xe]a, b[ i x > xg, com que es verifiquen les condicions del teorema de Cauchy en [Xg, X], tenim

Jte]xo, X[ tal que 09 -f(xo) _ f,(t) < Ttexo, X[ tal que ) . m
9)-9(X0) g'(1) 9(x) g
perqué f(Xo) = g(Xo) = 0, i escrivint-ho en forma de quocient. Prenent limits quan x tendeix per la dreta a X,
lim T = gim FO i T iy T
x—>x," g(X) t>x," g (t) x>%," g(X) X—Xo" g'(x)

perqué com que te]Xo, X[, quan x tendeix a Xo, necessariament t tendeix a x, també.



Exemple 8

Amb la regla de L’Hépital podem calcular els limits indeterminats del tipus 0/0 sempre que existisca el limit del
guocient de les derivades:

Iimsmx=9 Iimf(x) T f(x) i COoS X

=71
x—0 X 0 x-0g(x) LHopltaI x—>Og(x) x=0 1

La regla de L'Hopital es pot aplicar reiteradament sempre que es verifiquen les seus condicions
. X-=sinx 0 . 1-cosx O sinx _0
e lim == = lim

. ._cosx 1
- = |lim=—= = |lim—==
x—0 X3 0 LHopital x—0 3)(2 O LHopltaI x—0 B6X

O LHopltaI x—0 6 6

» Calcul de limits indeterminats

La regla de L’Hopital és valida també per al calcul de limits en +oo, sempre que les
funcions siguen continues i derivables en un interval infinit adequat:

si lim [ =0 i m existeix = lim %) = jim w
X—>*o0 g(X) 0 Xt ( (X) X+ g(x) x>t () (X)

Una altra ampliacio de la regla de L’Hopital s'obté en indeterminacions del tipus it

o0
Si per A representem tant un nombre real com els simbols +oo i —oo, tenim que:
i 0 . . .
si lim——= o) _ 2= i lim &9 existeix = lim —= o) - = lim el
Ag(X)  Fo xoAgi(X)

CAGH) XA gX)

A meés, efectuant algunes modificacions (com veurem en els segients exemples), resoldrem
limits que presenten indeterminacions dels tipus:

-0 00 — 00 1” 0 °

6

Exemple 9

Indeterminacions del tipus —

1
xInx _ +o . Inx+1 4o X 1
o lim = — = lim = = lim =—=lim —=0
X—>+m0 X +]_ 400 LHopltaI X+ 2X 400 LHopltaI X—>+0 2 X—>+0 2X
U _iellx
207 -1 4w . X2 .2 2
o lim = lim X~ lim £-%
x—0" 5% 4+3 4o LHopltaI x—0% 5 el/x x—»0*5 5

X

Calcula els segUents limits:
— — . X 1/x
(A lim “X+ @ im0y imiZSX ) im & (®) im 2801
\/ x—0 x—0 SinX x—+o X x>0 5eY% 43
2x 2X
@) lim SN Sin2x ©) lim azrctgx (H) lim 1+In(2x+1) ) lim e3 +1 @ lim e3 +1
x—0 Sin 3x x—=0 X° +3Xx X—>+0 1+|n(x +1) x—+00 X 12 x——o gX



Exemple 10
|
Indeterminacions del tipus 0 - 0. Expressem el producte com un quocient:

. Inx —o0 . 1/x
e lim(x:Inx)=0-0= lim —==— lim = lim (x)=0
x—0* x—>0"1/X  +oo LHopltaI x>0" —1/X% x>0
2
. X +00 2X  +o0 2
e lim (x2e™)=40-0= lim —=— = lim = =— = lim—=0
X—>+00 x—>+o@X 400 LHopltaI x—+0@% 400 LHopltaI x—>+o0 @X

e Encanvi lim (x2 e*X) = (+00) - (+o0) = +o0 No té indeterminacio!

X—>—00

e lim (Inx-arctgx) = (-0) - 0= lim _nx = li 1/x
x—0" x—0"l/arctgx ~ +oo L'Hopital x—>0* 1
1+ x?)(arctgx)?
_ 2 2 _ 2
- lim (1+ x=)(arctgx) _ 0 _ lim 2x (arctgx)“ — 2arctgx ~0
X—0"* X 0 L'Hopital x—0* 1

Indeterminacions del tipus o — .
e Esresolen modificant I'expressio fins a obtenir un quocient amb indeterminacid del tipus 0/0 0 oo/o;

. 1 1 . [cosx 1 . X-cosx—sinx O
lim| —-=|=0-w=Ilim —/—-=|=limMm—""—"=—- =
x->0 tgx X x->0  X-SinX 0 L'Hapital

—X-sin X 0 li —-sinx—x-cosx 0

x—0SiN X + X -COS X 0 LHOpltaI x—02C€0S X — X -Sin X 2

e Altres casos es resolen modificant I'expressid per a obtenir un producte:

lim (x=Inx)=0w—-0w= lim [ (1—m7xjj=(+oo)-(l—0)=+oo

X—>+00 X—>+0
. Inx +0 . 1/x
perqué¢ lim —=— lim —=0.
X—>+0 X +00 LHopltaI Xx—+o 1

Indeterminacions del tipus 1%, oo° 0 0°.

Es resolen amb les propietats dels logaritmes, transformant I'expressié exponencial en productes:

- 2 - 2X - .
e lim(1-cosx)™=0° — anomenemL = lim (1-cosx)™ i prenem logaritmes:
x—0 x—0

Xx—0 x—0

InL = In(lirr(l)(l—cosx)zxj = lim In(1- cosx) = lim (2x In(1-cosx)) =0 - (o)

2sin x

. 2In(L-cosx) _ o . 1-cosx . -2x%sinx 0
= lim ————~ =— = [|im =lim == =
x—0 1/x oo L'Hépital x—0 1 x—>0 1—C0osX 0 L'Hopital

X2

_ Jim o Xsinx— 2x%-cosx _ 0 lim 4-sinx—8x-sinx+2x2-sinx_0
x—0 sinx O LHopltaI x—0 COS X

Aleshores: In(L)=0 — L=€%°=1 - lim (l—cosx)zx =1

x—0




Exemple 11

|
Comprovem que la segtient funcio, amb domini ]-1, +oo[, és derivable en 0, i obtenim la derivada en aquest punt:
In@+x) six=0
f(x) = X
1 six=0

e L’equacio de la seua tinica asimptota horitzontal és (el seu domini no permet cap a —oo):

1
lim f() = fim M) & iy Lex i Lo ry=0
X —>+00 X—>+00 X +00 L'Hopital x—+wo 1 x—+0 14 X
1
e Escontinuaenx=0: limf(x) = limnd+x) 0 _ X im L = 1=1(0).
Xx—0 x—0 X 0 L'Hopital x—0 1 x—0 1+ X
e Esderivable en x =0:
In(1+ x) 1 1 1
lim TOTO iy x T iy @070 i g < fim X O
x—0 X—-0 Xx—0 X Xx—0 X2 0 L'Hopital x—0 x—0 2X 0
1
2 — '
~ im @7 -1 f(o):_l
L'Hopital x—0 2 2

7  Calcula els seglients limits:

. 1/ . . - .
@ lim ()" @) lim (_1 __1j © lim 12552 () hm(l_ L )

X—>+0 x->1\x-1 Inx x—0  sin3x x—=>0\ X arcsinx

. Inx . (a-x) . sin(1/x) i x 2
(E) lim (x-1) (F) lim (x-1) (G) lim x (H) lim [tg=

x—>1" X1+ X —>+00 X—>m/2 2

3 2

. . . XT=3x+2 . 2 2In x +3x
) lim (sinx-Inx J) lim =——— K) lim xe™ L -
() x—>0*( ) () x—1 X3—7X2+6 ( ) X—>+00 ( ) x—+o 3N X+ 2x

8  Esta ben resolt el segiient limit? En cas contrari, resol-lo correctament.
X —sinx . 1-cosx . sinx
m=—"= = lim—= = lim=—=
x—0 X + SinX LHopital x—0 1 + COSX L'Hopital x—0 —SinX

9  Per ales segiients funcions obtén el valor de a perque siguen continues, i les seues asimptotes horitzontals.

In@+x") x) si x=0 sin2x si x#0
(A) f(x) =1 In(l+x%) (B) h(x) =
a six=0 a six=0

10 Donades les segiients funcions f(x) i g(x) estudia:
(A) Els valors de m i n perque la funci6 f siga continua.
(B) Lacontinuitat de genelspuntsx=0ix=1.

1-cosx . x—szlnx I x<0
= si Xx<0 X
X
f)=<mx+n si 0<x<1 g(x) = % si 0<x<1
X+
In x .
—_— st x>1 \/ =
X—1 —X+3 2 si x>1
JIx -1



3.4 Creixement i decreixement local

» Creixement i decreixement puntual

Considerem una funcid f definida en un domini Dy, i un punt X € Ds.
o La funcio f és estrictament creixent en X Si en un entorn de X, es verifica que:

Si X<Xo = f(X) <f(Xg) 1 si x>xo — f(X)>f(Xo)
o La funcio f és estrictament decreixent en X, si en un entorn de X, es verifica que:
Si X<Xg = f(X)>f(xg) 1 si x>x9 — f(X) <f(Xo)
4 Pendent positiu t Pendent negatiu
f(x2) f(xq) N
f(Xo). f(Xo)
f(Xl) “~ / f(Xz) \\
/ X1 Xo Xz ” Xy Xg Xz \ g
f estrictament creixent en X, f estrictament decreixent en X,

Observa en els dibuixos que el pendent de la recta tangent en X, €s positiva quan f creix i negativa quan
decreix. Sempre és aixi? Vegem el segiient teorema i els exemples 12 i 13.

» Teorema 1: Condicions suficients de creixement estricte

Considerem una funcio f derivable en Xo.

e« Si f'(x,) >0 — fésestrictament creixent en xg

e Si f'(x,) <0 — fésestrictament decreixent en xo
e Si f'(x,) =0 — No podem assegurar res

Vegem Unicament el primer cas. Els altres dos es dedueixen de manera analoga.

Si f'(xg)>0 — |imM >0 - M
X=X X—Xg X—Xg

Si X<Xy > X-%<0 —>@ fX)-f(x)<0 — f(x)<f(xq)

Si X>Xy > X=-X%>0 > fX)-f(xg)>0 — f(x)>f(xe)

>0 enunentorndex, (1)

} — f és estrictament creixent en X,

Exemple 12
I

La funci6 f(x) = (x —1)* és derivable en R i f (x) = 4(x — 1)?, VxeR.

e Comquef(2)=4>0 — fésestrictament creixenten x = 2.
e Comquef(0)=-4<0 — fésestrictament decreixent en x = 0.

e Comque f'(1) =0, el teorema 1 no assegura res, encara que en aquest
cas la funcid ni creix ni decreix en x = 1, perque:

Six<l —» (x-1'>0 — f(x)>0=f(1)

Six>1 — (x-1>0 — f(x)>0="f(1)




Exemple 13

I

La funci6 f(x) = (x —1)° és derivable en R i f (x) = 3(x — 1)?, vxeR. | o g i

e Comquef(2)=1>0 — fésestrictamentcreixentenx=2. feeeees T ------

e Comquef(-1)=-8<0 — fésestrictament decreixentenx=-1 [~ o e o

e Comque f'(1) = 0, el teorema 1 no assegura res, encara que en agquest | /Z/J/f ________
cas la funcio creix en x = 1, perqué: :
Six<l —» x-1<0 - (x-1P%<0 — fx)<o0=f1) |/~ N
Six>1l o x-150 > K-1I'>0 —> fWro=fn [ s .........................

La definici6 anterior de creixement és una definicié puntual. Necessitem una definicié més global.

> Creixement d’una funcio en un interval

Diem que f és estrictament creixent (decreixent) en un interval | si és estrictament creixent
(decreixent) en cadascun dels punts de I’interval 1.

Exemple 14
I

Considerem la funci6 f(x) = (x —1)* de I’exemple 12, amb derivada f'(x) = 4(x — 1)%, VxeR
Tenim que f'(1) = 0, i hem vist que f ni creix ni decreix en x = 1. En canvi:
Six>1,tenimque f(x)=4(x-1)*>0 = féscreixentenx,six>1
Six<1, tenimque f(x)=4(x-1)°<0 = fésdecreixentenx,six<1

Per tant, f és decreixent en I’interval |—oo, 1] i creixent en I’interval |1, +oo|.

Pel teorema 1, els tnics punts derivables on pot canviar el creixement d’una funci6 son els de derivada
nul-la, perd no és necessari que passe: en I’exemple 12 canvia el creixement en X = 1 mentre que en
I’exemple 13 no. A més, en els punt no derivables també pot canviar el creixement d’una funcid. Aix0
condueix a la seglient definicio.

» Punts singulars d’una funcié

Anomenem punts singulars d’una funci6 f a aquells punts:

o del domini de f que son soluci6 de f'(x) = 0, anomenats punts critics,
o del domini de f en els quals f no és derivable, punts no derivables de f,
o extrems dels intervals que constitueixen el domini, encara que no pertanyen al domini.

11 Comprova el creixement o decreixement de les funcions segtiients en els punts x = —1, 0, 1 i 2:
(A) f(x)=x* (B) f(x)=x3 (C) f(x) = x* (D) f(x) =x° (E) f(x) =x*—4x +3

. - x+1 . . . . -
12 Troba els punts singulars de la funcio f(x) = | i comprova que és estrictament decreixent en el domini.
X —



3.5 Extrems relatius d’una funcio

Considerem una funcié f i un punt xo € Dy, diem que:
o fté un maxim relatiu en X, si les imatges en algun entorn de X verifiquen f(x) < f(Xo).
« fté un minim relatiu en X, si les imatges en algun entorn de X, verifiquen f(x) > f(xo).

L’extrem relatiu (maxim o minim) és f(Xo), que direm és assolit en el punt Xo.

Exemple 15

I
No hem de confondre els conceptes de maxim i minim .
relatius amb els de maxim i minim absoluts d'una funci6 4—————A& 7
estudiats en el capitol 1. Representem graficament la segiient A R
funcid i localitzem els seus extrems relatius i absoluts:

X+1 si 0<x<3
. R I h SRReht CEELEESERERE SEERR O LRE e e
x?—10x+25 si 3<x<6 T
f(X) - ) _— Minim relatiu: 0 = f(5) | ' ; : .
-X+8 si 6<x<7 o 1 2 3 4 5 6 7 8 N_W©
—x49 si 7<x<10 /Minimre‘latiuiafbsolut:f—l:f(‘@) : : : :

(1) Observem que tots els punts on la funci6 assoleix maxims o minims relatius sén punts singulars.

(A) Puntcritics: f'(x) =0 < x=5. Enaquest punt la funcid assoleix un minim relatiu de valor 0 = (5).
(B) Punts no derivables:

e En x =3 lafuncid es continua perd no derivable i assoleix un maxim relatiu de valor 4 = f(3).

e En x =6 lafunci6 no és continua ni derivable. La funci6 no assoleix cap extrem relatiu.

e Enx =7 lafuncid no és continua ni derivable pero assoleix un maxim relatiu de valor 2 = f(7).
(C) Extrems del domini:

e En x =0 la funcié assoleix un minim relatiu de valor 1 = f(0).
e En x =10 la funci6 assoleix un minim relatiu de valor —1 = f(10).

(2) Lafuncié f no és continua en [0, 10], pero assoleix els extrems absoluts entre els punts singulars:
o El maxim absolut és 4, assolit en x = 3, i el minim absolut és —1, assoliten x = 9.

» Teorema 2: condicid necessaria d'extrem relatiu

Si  és derivable en xo, i té un extrem relatiu en Xo, aleshores f (xo) = 0.

Demostrem el cas en qué f té un maxim relatiu en X,, aleshores existeix un entorn J]a, b[ de x,, tal que:

D) si xi€la, X[ = f(xy) <f(x) = MZO = lim f(xy)=T(xo) >0 = f.'(xo) 20
X1 =Xo X1=% X=X

(2) si XpelXo, b[ = f(x2) <f(xg)) = f)=f(x0) <o o fim FXD=T00) o f,'(Xo) <0
X2 =Xo X2 =% X3 =X

Com que f és derivable en x,, necessariament f_'(x,) = f,'(Xo) , i no hi ha altra possibilitat que f'(x,) =0.

El teorema 2 mostra que els unics punts del domini d’una funci6 derivable, en que es poden assolir
extrems relatius son les solucions de I’equacio f*(x) = 0. A més, en alguns punts no derivables també es
poden assolir extrems relatius, com hem vist en I’apartat (1) de I’exemple 15. El seglient teorema imposa
unes condicions suficients per a assolir extrems relatius.



» Teorema 3: criteri del canvi de signe de la primera derivada

Suposem f continua en [a, b] i derivable en Ja, b[ excepte tal volta en xoe]a, b[:
(1) Si f <0enla x[if >0en]xe,b[ — ftéun minim relatiu en xo
(2) Si f >0enJa x[if <Oen]xo, b[ — ftéun maxim relatiu en xg
(3) En qualsevol altre cas, f no té extrem relatiu en Xo.

Demostrem 1’apartat (1), els altres es realitzen analogament. Considerem X, el punt singular en ]a, bJ[.

Si x € ]a, b[, com que f és continua en [x, Xo] (0 en [Xo, X]) i derivable en ]x, Xq[, pel teorema del valor mitja:
f(x) — f(Xo) = F'(X;) (X — Xo)  sent X, un punt entre X i Xo

Si X < Xo i com que x,€]x, Xo[ tenim per hipotesis que f'(x;) <0 —  f'(X) (X=Xg) >0 — f(x) > f(Xo)

Si X > Xo i com que X,€]x, Xo[ tenim per hipotesis que f'(x;) >0 —  f'(X) (X—=Xg) >0 — f(x) > f(Xo)

Per tant, f(x) > f(xo), Vxe&]a, b[ que indica I’existéncia d’un minim relatiu de la funcié en x.

o El teorema 3 s’utilitza per a trobar extrems relatius d’una funcié continua en I’interior d’un
interval I.

o Sil=[a, b] és tancat f sempre assoleix en a i en b extrems relatius de valors f(a) i f(b)
pero si es obert no els pot assolir.

> Intervals de creixement d’una funcio en un domini D

Com ja hem dit, els punts singulars son els Gnics punts on pot canviar el creixement d’una funcio.
Per a estudiar el creixement d’una funci6 f en un domini D tenim aquest metode:

e Obtenim els punts singulars de f en D i els ordenem de menor a major: X1 < X, <...<X,
o El domini queda dividit pels punts singulars en els intervals:
la, Xa[, X1, X2, X2, X3[, .., IXn, B[, 0N a pot ser —o i b pot ser +oo.
S’anomenen intervals de creixement i en cadascun d’ells la derivada f* té signe constant (*).
o Estudiant el signe de f' en un punt de cada interval tenim el signe en tot 1’interval.

(*) Si f' no tinguera signe constant, la funcié passaria de decréixer a créixer (o0 viceversa) en algun punt derivable
X; de l'interval. El punt x. seria un extrem relatiu i aplicant el teorema 2 seria un nou punt critic situat entre els dos
punts singulars consecutius, la qual cosa és absurda.

Utilitzant els intervals de creixement i el teorema 3 podem trobar els extrems relatius de la segiient
forma:

Siga x; un punt singular de f, i considerem els intervals de creixement que es connecten amb X;.

 Siféscontinuaen x; i en els dos intervals que és connecten amb ell el signe de f'canvia de:
(a) Positiu a negatiu, pel teorema 3, f té¢ un maxim relatiu en x;
(b) Negatiu a positiu, pel teorema 3, f t¢ un minim relatiu en Xx;

e Si f no és continua en x; no es pot aplicar el teorema 3 i no podem assegurar res. Hem de
recorrer a la definicio d’extrem relatiu per a classificar-lo.




Exemple 16

]
2
(A) Estudiem els intervals de creixement i classifiquem els extrems relatius de f(x) = x“+1 , VxeR~{0}.
- x? -1
Sabem que f és continua i derivable en R~{0}, i la funci6 derivada és f (x) = ——, VxeR~{0}.
X

(1) Trobem els punts singulars:

5 =0 < x=4%1.
X

Punts critics: f(x)=0 <

Punts no derivables: x = 0.
(2) Intervals de creixement: ]—o, —1 [, ]-1, O[, 0, 1 [ i ]1, +oo[.
(3) Elsigne de la derivada en un punt d’ells:

f'(=2) > 0, f'(-1/2) < 0, f(1/2) < 0 '(2) > 0

Intervals oo, —1[ 1-1,0[ 10, 1[ 11, +oo[
Signe f' + - - +
f 1 \) J 0

Per tant, f és creixent en J—oo, —1[U]1, +oo[ i decreixent en ]-1, 0[U]0, 1].
Pel teorema 3, en x = -1 f té un maxim relatiu de valor f(-1) = -2, i en x = 1 un minim relatiu de valor f(1) = 2.

En x = 0 no hi ha cap possibilitat d’extrem relatiu, encara que canviara de signe de f', perqué no és del domini.

2 .
. . . . . X“+X six<0
(B) Obtenim els intervals de creixement i els extrems relatius de F(x) =x*—|x |= .
x?=x six=0

2x+1 six<0
2x—-1 six>0"

F és continua en R i derivable en R~{0} i F'(x) = {

e Obtenim els punts singulars de F.

2X+1=0 —» x=-1/2
2x-1=0 — x=1/2

Punts critics: F(X) =0 < {

Punts no derivables: x = 0 (com ja hem vist).

m m
e Intervals de creixement:
]-o0, =1 [, 1-1,0[, 10, 1 [ i ]1, +oo[ Intervals | J-e, -1/2[ | 1-1/2,0[ 10, 272[ | 1172, +oo[
o Elsigne de la derivada en un punt d’ells: Signe F - + - +
F'(-1)<0,F'(-1/4)>0,F'(1/4)<0iF'(1)>0 F { t \: T

Per tant, F és decreixent en ]—o0, —1/2[U]0, 1/2[ i creixent en ]-1/2, 0[U]1/2, +oo].

Pel teorema 3, F té en x = =1/2 i en x = 1/2 un minim relatiu de valor F(-1/2) = F(1/2) = -1/4,ien x = 0 un
maxim relatiu de valor F(0) = 0.

13  Obtén els intervals de creixement i classifica els extrems relatius de les segiients funcions:
A)3x' -4 B)fx)=x*-4x| Ofx)=|x"-4x| O)fx)=x>-2|x|+1 (E)fx)=¢" +4e"

(F) f(x) = eix (G) f(x) = '“TX (H) f(x) = X2X+ “x2+4x  si 0<x<2
g I . (L) f(x)={ x> -8x+18 si 2<x<5
Of0="= OW™=5 Oy x2-10x+25 si 5<x<6



» Teorema 4. Criteri del signe de la segona derivada

El segiient teorema permet classificar els extrems relatius amb 1’s de la segona derivada. El métode és
més rapid perod les condicions s6n més restrictives que les del teorema 3 ja que és necessaria la derivabilitat
primera i segona de la funcio en el punt i a més, no sempre aconseguim classificar els extrems relatius.

Considerem una funcié f dues vegades derivable en xo, tal que f'(Xo) = 0 (Xo és un punt critic):
(1) Si f (x)>0 — ftéunminim relatiu en Xo

(2) Si f'(x))<0 — ftéunmaxim relatiuen xo

(3) Si f'(x)=0 — nopodem assegurar res

Demostrem I’apartat (1), els altres es realitzen analogament. Considerem X, 1’inic punt critic en ]a, b[: f '(Xo) =0.
Si f'(xo) > 0, aleshores  (xo) >0 f,(X,) >0, i amb la definicid de derivada lateral:
e . fx)-f . - N
e Sif (x))>0 — I|mM>0, icomquef (X)=0 — I|mﬂ>0
X=Xy X=Xy X=Xy X—=Xp
Al ser x — X, < 0, aleshores f (x) <0sixe]a, X[ — fés decreixent en I’interval Ja, xo[
e () - f(x . : . f
e Sif, (X)) <0 — lim M>O, icomquef (x)=0 — Ilmﬁ>0
X—>Xg X—=Xp x=%g X—Xq
Al ser x — X, > 0, aleshores f (x) > 0'si xe]xo, b[ — fés creixent en I’interval ]xo, b[

Si f és decreixent en Ja, Xo[ i creixent en ]xq, b[, per definicié té un minim relatiu en X,.

Exemple 17
E—

Classifiquem els extrems relatius de f(x) = sinx + cosx, Vxe[0, 2x].

La funci6 f és derivable 2 vegades en R: f'(x) = cosx — sinx i f (x) = —sinx — CosX.
Esta definida en un interval tancat per la qual cosa en x =0 i en x = 2z tenim extrems relatius.
(1) Puntscritics: f'(X) =0 < cosx—sinx=0 < Xx=—,x= 5715

~la

(2) Apliquem el criteri de la segona derivada als punts critics:

f (Ej = —sinZ_cosX = /2 <0, per tant f té un maxim relatiu en x = = , de valor f[fj =2.
4 4 4 4 4
f (571:} = —sin%n—cos%rE =2>0, per tant f t¢ un minim relatiu en x = 5% , de valor f(%nj =-2.

2

A més, com qué el domini és un interval tancat:

(3) Enx =0 s’assoleix un minim relatiu de valor 1 = f(0)
perqué la funcid creix fins al maxim relatiu.

(4) En x=2rm s’assoleix un maxim relatiu de valor 1 = f(2r)
perqué des del minim relatiu ha de créixer fins al maxim -1
relatiu.

14  Obtén els intervals de creixement i classifica els extrems relatius de les segiients funcions:
(A) f(x)=x*-3x (B) fx)=x'-2x*+1 (C) f(x)=x"-2x° (D) f(x) = sin2x, en [0, 2n]
(E) f(x)=x*—6x2+8x—1 (F) f(x) = x2e* (F) f(x) = x°Inx (G) f(x) = sin*x, en [0, 2x]

15  Obtén els valors de a i b perqué la funci6 cubica f(x) = ax’ + bx” tinga un extrem relatiu en x = 1, de valor 2.



3.6 Calcul dels extrems absoluts d’una funcio

El teorema de Weierstrass ens assegura que tota funcié continua el domini de la qual siga
un interval tancat i fitat [a, b] assoleix un valor maxim i un valor minim absoluts, pero en cas
de no ser la funcio sempre continua, o el seu domini no ser tancat o fitat, no tenim assegurada la
existéncia o la no existéncia d’extrems absoluts. La forma de buscar-los la resumim a continuacio, i
veiem alguns exemples.

1 Obtenim els extrems relatius f(x;), f(x2), ..., f(x,) localitzats entre els punts singulars.

2 Sifés continua i el domini és un interval tancat [a, b], sempre hi ha extrems absoluts:
(@) ElI minim absolut de f és el menor dels valors f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).
(b) EI maxim absolut de f és el major dels valors f(a), f(b), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).

3 Si f és continua pero el domini no és un interval tancat, els extrems absoluts es troben entre
els relatius només si els limits de f, cap als extrems de I’interval que constitueixen el domini,
no els invaliden.

4 Si amés f és discontinua en algun punt Xo, els extrems absoluts es troben entre els relatius
nomeés si els limits laterals de f en xo no els invaliden.

Exemple 18

I
Obtenim els extrems absoluts de la funcié f(x) = 2x> — 18x? + 48x — 27 en I’interval [0, 5]. Aquesta funci6 és
continua i I’interval [0, 5] és tancat i fitat. Esta garantida I’existéncia d’extrems absoluts.

e Els punts singulars son:

(@) Punts no derivables: x =0 i x = 5, en els quals hi ha necessariament extrems relatius.
(b) Punts critics: Com que f'(x) = 6x* — 36x + 48.
f(x)=0 < 6x*-36x+48=0 < x=2,x=4

e Separacié del domini en intervals: 10, 2[, ]2, 4[ i 14, 5[.

e Comquef(})>0,f(3)<0if(45>0: | 5 W_r_n_ég,_so___,_ G $
Intervals ]0, 2[ ]2’ 4[ ]4, 5[ """" S Tamim :Iatiu
Signe de f’ + _ +
f 1 { 0

Per a obtenir els extrems absoluts, calculem el valor de f
en els punts singulars x =0, 2,4 i 5,

p—<——Minim absolut i relatiu

f(0)=-27 f5)=13 f(2)=13 f(4)=5
1 El maxim absolut és 13, major imatge, que s’assoleix perax =2 iperax =5.
2 El minim absolut és —27, menor imatge, que s’assoleix per a x = 0.

16 Obtén els extrems absoluts de les segiients funcions:
(A) f(x)=x®—6x en[0,5]ienR. (B) f(x)= |x3_6x2|, en[0,5]ienR. (C) f(x) = cosx, en [0, 2x].

(D) f(x) = 2x® - 18x* + 48x — 27 en 10, 5.

(E) f(x) = V8x—x?

(F) f(x) =xV4-x°



Exemple 19
E—

(A) Obtenim els extrems absoluts de la funcié f(x) = x* — 8x? + 9 definida en R.

Encara que f és continua, com que el seu domini no és un interval tancat i fitat, no tenim garantida ’existéncia

d’extrems absoluts.
Els dnics punts singulars sén els punts critics:

f(x)=4x®-16x=0 = 4x*-16x =0 = 4x(x*-4)=0 = x=0,x=2,x=-2

Apliquem el criteri del canvi de signe de la primera derivada per a classificar els extrems relatius:

F(-3)=-60<0 > f(x)<0, xe]-o0, 2 RRSWTIY T I v p—
f(-1)=12>0 - f(x)>0, xe]-2, 0 -

. : Signe f’ - + - +
fl)=-12<0 - f(x)<0, xe]0, 2[
f@)=60>0 — f(x)>0, xe]2, +oof f + T + T

Tenim minims relatius en X = -2 i x = 2, i un maxim relatiu en x = 0.
Per a obtenir els extrems absoluts, si n’hi ha, calculem el valor de f en els extrems relatius x =-2,0i 2,ia

més el limit quan x tendeix a —o i a +oo, ja que f esta definida en R =]—o0, +oo[:

lim (x*-8x*+9) =+ lim (x*-8x*>+9) =+ f(-2)=-7 f(0)=9 f(4)=-7

X—>—00 X—>+00
e El minim absolut és —7, menor imatge, que s’assoleix perax =—2iperax =2,

e No hi ha maxim absolut perqué els limits en £ sén iguals a +oo, la funcid no és fitada superiorment.

(B) Obtenim els extrems absoluts de la funcié g(x) = ﬁ en ’interval [-2, 6].
X

No tenim garantida I’existéncia d’extrems absoluts al ser g discontinua en x = 2 perqueé no existeix g(2).
-2
(x-2)°

Per a obtenir els extrems absoluts, si n’hi ha, calculem el valor de g en x = -2 i 6, i a més el limit quan x
tendeix a 2, ja que f no és continua en aquest punt:

Els Gnics punts singulars son els extrems de I’interval, x = -2 i X = 6, perqué g (x) = no s’anul-la.

9(-2) = 1/16 limg(x) = lim L S, 9(6) = 1/16
X—>

o2 (X—2)2 0°

e El minim absolut és 1/16, menor imatge, que s’assoleix perax =—2 i x = 6.
¢ No hi ha maxim absolut perqué el limit en x = 2 és +o0, la funcid no esta fitada superiorment.

AV

Ainim @bsolyt:

17  Obtén els extrems absoluts de les seglients funcions en els intervals indicats:

X+2 si —1<x<3

(A) fx)=x"-8x*+9 en[0,5]ien]-2, 2[. (B) f(x) = {—x+5 S 3<x <5 en[-1,5]ien[2,4].



3.7 Problemes d’optimitzacio

Exemple 20

]
Un vaixell, que té la radio avariada, es troba ancorat a 9 km del punt P més proxim a la costa. Es precis enviar un
missatger a una ciutat C situada a 15 km del punt P de terra més proxim al vaixell. Si el missatger pot caminar a 5
km/h i remar a 4 km/h, en quin punt de la costa (entre P i C) haura de desembarcar per a arribar a la ciutat en el
menor temps possible?. | per a tardar el major temps possible?

=
|

= 5

é— T ke A
9
X B

® 0

Y X 15— x

(A) Constituci6 de la funci6 que expressa el temps utilitzat per a arribar a la ciutat.

Anomenem x a la distancia en km des de P fins al punt on desembarca el missatger. Obviament, 0 < x < 15.
El valor x = 0 significa que el missatger desembarca en P, i x = 15 significa que desembarca en la ciutat C.
La distancia a recorrer (remant i caminant) sera:

A+B=+9%+x% + (15-X)

Aixi el temps utilitzat, en funcié de x, ve expressat per
f(x) = % + % = %«/81 +x% + é(lS—x), amb 0 < x < 15.

(B) Optimitzacio de la funci6. Recerca del maxim i minim absoluts.

f és derivable en 10, 15[ i f(x) = % x 1

o Punts singulars: x = 0 i 15 (extrems de I’interval) i X = 12 (per anul-lar-se la derivada).

fx=0 < 1 x 1 g Bx=4\81+ X2 < 25x=1296+16x < x=12

4 /81 +x?

Tambeé seria x, = —12, pero no pertany al domini de la funcio (no hi ha distancies negatives).

Separacié del domini en intervals: 10, 12[ i ]12, 15[
] . Intervals 10, 12 112, 15[
Com que f passa de ser decreixent a ser creixent en x = 12,

té un minim relatiu. Signe f' - +

Com que x =0 i x = 15 s6n els extrems del domini, i f és f { 1
continua, aleshores f assoleix en ells extrems relatius.

. Extrems absoluts. ES troben entre els extrems relatius. Comparem les imatges de 0, 12 i 15:
f(12) = 4.35 (minim absolut)  f(0) =5.25 (maxim absolut)  f(15) =~ 4.37

El major temps (5.25 hores) amb el qual s’aplega a la ciutat és desembarcant en P (x = 0) i el menor temps,
4.35 hores, desembarcant a 12 km de P.

18  Obtén les dimensions del rectangle de menor perimetre de tots els que tenen un area de 25m>.

19 Obtén les dimensions del rectangle de major area de tots els que tenen un perimetre de 100 m.



Exemple 21

|
Una empresa, que fabrica pots cilindrics d'1 m® de volum, vol emprar en la seua construccié la menor quantitat
possible de material. Quines dimensions han de tenir els pots?

(A) Constitucié de la funci6 que expressa la quantitat de material (I'area) utilitzat en el pot.

Anomenem x al radi de la circumferéncia de la base i y a I’altura del pot.

y y

27X

El material utilitzat en el pot és la suma de les arees de dos cercles i un rectangle; ve donat per
f(X, y) = 27x2 + 27X - y
que és una funcié amb dues variables, x i y.
Com que el volum del pot (area de la base per l'altura) ha de ser d'1 m?, es té la condici6
wiey=1 (1)
que ens permet (aillant y en (1)) expressar la funcié M com una funcié d'una Unica variable:

f(x,y) = 2nx% + 2nxy

) 1 - f(X):Zﬂ:x2+E, Vx>0
amb nxy=1 - y=—> X
X

(B) Optimitzacié de la funcié. Recerca del minim absolut.
Obtenim el minim absolut de f(x) en I’interval ]0, +oo[. La funci6 és derivable:

f'(x) = 4nx—iz, perax>0.
X

Punts singulars: I"anic s’obté d’igualar a 0 la derivada:

f'x)=0 < 4nx:i2 o X¥=X 5 x=-1 ~0s5819
X

2n Yo

Separacié del domini en intervals: }0,1{ i i|1,+oo{. B 1
on on Intervals X i
Com que f passa de decréixer a créixer en x = % Signe f - +
s
aleshores f té en aquest punt un minim relatiu. ; v T

La funcio6 decreix en el primer interval i creix en el segon per la qual cosa el minim relatiu és absolut.
Les dimensions seran:

1 . . . 1
X= —— =~0.5419m, y =~ 1.0838 m i la quantitat de material f| —— | ~ 5.5358 m°.
2n Y q [\/3 2“]

20 Obtén les dimensions d’un triangle isosceles si el seu perimetre mesura 120 cm i 1’area ha de ser maxima.

21 Calcula les dimensions i la maxima area que pot tenir un rectangle inscrit en una circumferencia de radi 4 m.
22  Calcula les dimensions i el major volum que pot tenir un cilindre inscrit en una esfera de radi r =3 cm.

23 Quines dimensions ha de tenir un brick de llet, d’un litre de capacitat si la seua altura és de 5 cm, per a
utilitzar la menor quantitat possible de material? Quina és eixa quantitat minima de material?



3.8 Curvatura

Una lent de contacte situada entre dos observadors presenta diferent curvatura, concava i convexa, per a
cadascun d'ells. Per tant la curvatura d'una grafica requereix un sistema de referéncia. Considerem que
I'observador esta situat en la part superior de I'eix OY.

Recordem que l'equacio de la recta tangent a la grafica d'una funcié f en x, és:
t:y —f(xo) =f (Xo) (X—X0) < T(X)="F(Xo) + f (Xo) (X = Xo)

Considerem una funcid f qualsevol i un punt xo en qué f és derivable.
o Diem que f és concava en X si existeix un entorn de Xo, ]Xo =8, Xo + 8[, en queé la grafica de f
esta representada per damunt de la recta tangent en Xo, és a dir,
f(xX) > T(X) VXe]Xo—95,Xo+d[, X#Xo
o Diem que f és convexa en Xg Si existeix un entorn de Xo, ]Xo —0, Xo + 8[, en queé la grafica de f
esta representada per davall de la recta tangent en Xo, €s a dir,
f(X) <T(X) VXe]Xo—95,Xo+d[, X#Xo
« Diem que f té una inflexio en X, si existeix un entorn de X, ]Xo =3, Xo + [, en que la recta
tangent en X, travessa la grafica de la funcid. Pot ocorrer de dues formes:
(1) f(x)>T(x), peraxe]xo—9, Xo[ 1 f(X) <T(x), per a xe]xo, Xo + J[
(2) f(x) <T(x), peraxe]xo—295, X[ 1 f(x)>T(x), per a xe]xo, Xo + J[

N

Xo X1 X2 X3
Concava en Xo Inflexié (tipus 1) en x, ‘
Inflexié (tipus 2) en X Convexa en Xz

> Teorema 5: condicions suficients de curvatura

Considerem una funcio f dues vegades derivable en un entorn de Xo.
e Si f(x)>0 — fésconcavaen xo

e Si f(xg)<0 — fésconvexaen X

e Si f(x)=0 — Nopodem assegurar res

Vegem Unicament el primer cas. El segon es dedueix de manera analoga.

T S O S I A S A
x>X, X=X X—Xg

>0 Vxelxo—9,%X +9d[ (1)
Aleshores:si x<x, — f'(X)<f'(Xy) isix>x, — FX)>f(x,) (2
Apliquem el TVM als anteriors intervals:  f(x) = f(xo) + f'(X;) (X — Xo) amb X, entre X i Xo.
Si x<xp, c0m (%) <F'(Xg) — F(x)= f(xo) + F'(X1) (x = %0) > f(x0) + T'(Xo) (X =X0) — f(x)>T(x)
Si x>xp, com f'(x)>f'(Xg) — f(X)= f(xo) + F'(X1) (X =%0) > (%) + F'(Xg) (X=X%o) — F(X)>T(x)

Comque f(x) > T(X) Vxelxo—8,% +8[i x#X, — fésconcava en X,.



Exemple 22
|

(A) Considerem la funcié f(x) = (x —1)* que és derivable dues vegades en R.
Les derivades son f'(x) = 4(x — 1)%i f'(x) = 12(x — 1), ¥xeR.
e Comquef (0)=1>0 — fésconcavaenx=0.
e Comquef (2)=1>0 — fésconcavaenx=1.
e Comaquef (1) =0, no podem assegurar res.

(B) Considerem la funcié g(x) = (x —1)° que és derivable dues vegades en R.
Les derivades son g'(x) = 3(x — 1)%i g (x) = 6(x — 1), VxeR.
e Comqueg0)=-1<0 — fésconvexaenx=0.
e Comqueg(2)=1>0 — fésconcavaenx=2.
e Comaqueg (1) =0, no podem assegurar res.

La representacié de les dues funcions ens mostra que f és concava en x = 1,
encara que f (1) =0, i que g té una inflexié en x = 1, sent g (1) = 0. Veiem
com en cas de ser 0 la segona derivada, pot ocorrer qualsevol cosa.

> Definicio de curvatura d’una funcio en un interval

Diem que f és concava (convexa) en l’interval | si és concava (convexa) en cadascun dels punts
de I’interval I.

Exemple 23
|
Considerem la funcié g(x) = (x —1)* de I’exemple 22, amb derivada segona g (x) = 6(x — 1), VxeR

e Six>1 — x—-1>0 — g(X)=6(x—1)>0 = gésconcavaenx,six>1

e Six<l — x—1<0 — g(x)=6(x—1)<0 = gésconvexaenx,six<1

Per tant, g és convexa en ’interval |—oo, 1] i concava en ’interval |1, +o] = En x=1 g té una inflexio.

Pel teorema 5, els tnics punts derivables dues vegades on pot canviar la curvatura d’una funcié sén els
de derivada segona nul-la. En I’exemple 22A no ocorre mentre que en I’exemple 22B si. A més, si no es
verifica el teorema 5 també podria ocorrer. Axé dona peu a la seglient definicio.

» Punts singulars de la funcioé derivada d’una funcié

Anomenem punts singulars de la funcié derivada d’una funcio f a aquells punts:

e del domini de f que son solucié de f*'(x) = 0, anomenats punts critics de la derivada,
o del domini de f en els quals f no és derivable dues vegades.

24 Comprova la curvatura de les funcions segiients en els punts x =—1, 0, 1 i 2:

(A) f=x [B) fx)=x-3x (C) fX)=x*-3¢+4 (D) f)=v2-x2  (E) fx)= ¥x



» Teorema 6: condicio necessaria de punt d’inflexié

Si una funcié f, dues vegades derivable en X, té un punt d’inflexid enxo = f (Xg) =0

El teorema 6, de demostracié similar a la del teorema 2, mostra que els tnics punts del dorpini d’una
funci6 derivable dues vegades on es pot assolir una inflexié sén les solucions de I’equacié f (x) = 0. A
més, els punts no derivables dues vegades també poden assolir inflexions. El teorema 7, de demostracio
semblant a la del teorema 3, estableix unes condicions suficients per a assolir un punt d’inflexio.

» Teorema 7: criteri del canvi de signe de la segona derivada

Siga f continua en [a, b] i derivable 2 vegades en ]a, b[ excepte la segona derivada en xo<]a, b:

o Sif">0en]a, xo[if"<0en]xp b[(oalreves) — ftéuna inflexié en Xo
e Sif" no canvia de signe f no té una inflexié en xo.

> Lacurvatura d’una funciéo en un domini D

Per a estudiar els intervals de concavitat i convexitat d’una funcié f en un domini D:
o Obtenim els punts singulars de f" en D, i els ordenem de menor a major: X; < Xz < ...< xp.
o El domini queda dividit pels punts singulars en intervals: ]a, Xi[, 1X1, X2[, 1X2, Xs[, .., IXn, B[,

on a pot ser —o i b pot ser +co. S’anomenen intervals de concavitat i convexitat i en cada un
la derivada f** té signe constant.

 Estudiant el signe de f" en un punt de cada interval tenim el signe en tot I’interval.

En els punts singulars de f la funcié f pot assolir inflexions. Amb els intervals de concavitat i
convexitat i el teorema 7 obtenim les inflexions, situades sempre en punts derivables.

Exemple 24
|
Obtenim els intervals de concavitat i convexitat i els punts d’inflexi6 de la funcié f(x) = x® = 3x°, VxeR.

La funcié és derivable dues vegades derivable en R i les derivades son f'(x) = 6x° — 15x* i f"(x) = 30x* — 60x°.

e Puntssingularsdef': f"(x) =0 < 30x'-60x’=0 < 30x°(x-2)=0 < x=01ix=2.

o Intervals de concavitat i convexitat: |—oo, 0, |0, 2] 1 ]2, +oo]. *

e Signe de la segona derivada en un punt de cada interval:

f"(-1)=90>0, f"(1)=-30<0i f"(3) =810 >0

Pl

Intervals ]—o0, O] 10, 2] 12, +oof
Signe de f" + - +
f Concava Convexa Concava _

La funci6 és concava en ]—oo0, O[ U ]2, +oo[ i convexa en 10, 2[.

En x =0ien x =2 canvia de signe la segona derivada, pel teorema 7, f té una inflexi6enx=0ienx=2.




Exemple 25
I

Obtenim els intervals de concavitat i convexitat i els punts d’inflexi6 de la funcio:

-x?-4x-3 si x<-1
fx)={ x?+2x+1 si —-1<x<O0.

x3—3x%+2x+1 si x>0

Comprova que f és continua en R, derivable en R~{ —1}, i dues vegades derivable en R~{0, —1}, sent:

-2x-4 si x<-1 -2 si x<-1
f'(x)={4 2x+2 si —1<x<0 i f'X)=4 2 si -1<x<0
3x2—6x+2 si x>0 6x-6 si x>0

e Punts singulars de f':
e Punts critics de la primera derivada: f'(X) =0 < 6x—-6=0 < x=1

e Punts no derivables dues vegades: x =—1, per no ser f una vegada derivable en ell.
x =0, per no ser f derivable per segona vegada en ell.

e Intervals de concavitat i convexitat:
Jreo, =1[, I-1,0[, 10, 1[ 1 ]1, +oo [

e Signede f'' en un punt de cada interval:

f'(-2) =—2<0, f'(-05) =2>0, f(05)=-3<0if"(2)=6>0

Intervals | J-oo,—1[ -1, 0[ 10, 1T 11, +oof

Signe de " - + - +

f Convexa | Concava | Convexa [ Concava

Per tant f és convexa en ]-o, —=1[U]0, 1] i concavaen -1, O[U]1, +oo [

e Enx=-1no hi ha inflexi6 perque f no és derivable, encara que en els intervals que connecten amb ell la
segona derivada canvia de signe. Recordem que en un punt d’inflexio, la recta tangent ha de travessar la
grafica de f, i no hi ha recta tangent quan f no és derivable.

e Enx=0ienx=1lafuncio si que és derivable una vegada, i pel teorema 7, com la segona derivada canvia
de signe en ells, podem dir que f té una inflexié en x =0 i en x = 1. Els punts son Ply(0, 1) i PI4(1, 1).

25. Estudia els intervals de concavitat i convexitat i les inflexions de les segiients funcions:

(A) f(x) =X+ 3x (B) f(x) =x®—3x (C) f(x)=x*—6x*+4 (D) f(x) = 3x
3 2 &

€) 00 = — F) 0= — (@) fix = X2 (H) 00 = —
1+ x2 x% +1 X x2—

(1) () =x%e™ () f(x) = xe*"2 K) f(x)= LX L) fix)= % M) f(x) = InTX

e
(N) f(x) =sinx, en [-r, 3x] (N) f(x) = x + sinx, en [-r, 3n] (0) f(x) = cos?x, en [0, 2n]
—x?+4x  si 0<x<2 2sinx  si 0<x<m/2
(P) f(x)={ x*-8x+18 si 2<x<5 (Q) f(x)=43+cosx si m/2<x<3n/2

x2-10x+25 si 5<x<6 2+sinx si 3n/2<x<2n



» Teorema 8. Criteri del signe de la tercera derivada

El segiient teorema permet classificar els punts d’inflexio amb ’is de la tercera derivada, de forma
analoga al teorema 4 per a classificar els extrems relatius. Pero al igual que en el teorema 4, les condicions
son més restrictives, ja que és necessari la tercera derivada, i a més, no sempre obtenim la resposta.

Considerem una funci6 f tres vegades derivable en xo, tal que f (xo) = 0 (punt critic de f):
e Si f(x)#0 — ftéunainflexi6en xo

e Si f(Xx0)=0 — No podem assegurar res

Exemple 26
—

cosx si —m<x<0
Obtenim les inflexions de F(x) = { i

2-cosx si 0<x<m
F és derivable dues vegades en tots els punts de ]-r, [ excepte en x = 0, on només ho és una vegada.

sinx si —mw<x<0

cosx si O<x<m —-sinx si 0<x<m

o —sinx si —m<x<0 " —CosX Si —m<x<0
Amés F(X)=1 . . , X) =
sinx si 0<x<m

i F"(x) :{

e Punts critics de la primera derivada:

{—cosx =0 > Xx=-m/2

F'(x) =0
) cosx=0 — x=mxn/2

e Apliquem el criteri de la tercera derivada a aquests punts:

F'(-n/2)=sin(-n/2)=-1#0 = Hi ha inflexi6 en x = —/2.

F'(n/2)=sin(n/2)=1#0 = Hi ha inflexi6 en x = 1t/2.

A més en x = 0 podria tenir inflexi6 per ser un punt no derivable per segona vegada i, com que no podem aplicar
el criteri de la tercera derivada, tenim que utilitzar el criteri del canvi de signe de la segona derivada:

e Intervals a considerar: ]-x, —n/2[, ]-=/2, O, 10, =/2[ i Jn/2, =[.

e Signe de la segona derivada en un punt de cada un: F"(-3r/4) > 0, F'(-n/4) =< 0, F"(n/4) > 0 i F "(3n/4) < 0.

Intervals 1-m, —n/2[ 1-n/2, O[ 10, =/2[ In/2, nf
Signe de F"* | F'(-3w4) >0 | F'(-w4) =<0 | F'(w4)>0 | F"(3ni4)<0

F Concava Concava

En x = 0 canvia el signe de la segona derivada per tant hi ha inflexié en x = 0.

26  Troba les inflexions de les funcions:
(A) f(x)=x>—10x? (B) f(x)=x>—10x> (C) f(x)=x>—10x* (D) f(x)=x>—6x*+2

27 Demostra que tota funcio polinomica de grau 2 és sempre concava o sempre convexa, i no té punts d’inflexio.
28 Demostra que tota funcié polindomica de grau 3 té un dnic punt de inflexio.

29 Demostra que si n és parell, la funcio f(x) = x" és concava en R i no té cap punt d’inflexio.

30 Demostra que si n és imparell, n > 1, la funcié f(x) = x" és convexa en ]—oo, O[ i concava en ]0, +oc[, i té una
inflexid en x = 0.



Exemple 27
E—

31
32

33

34

35

La segiient funcié reflexa la quantitat de pluja (en litres/m?) arreplegada en una estacié meteorologica durant les
13 hores que va durar una tempesta:

f(t) = —i(t3 ~18t° —40t), amb 0 <t<13
10

Després de les 2 primeres hores de tempesta la quantitat de litres arreplegats foren f(2) = 14.4, i després de les 4
primeres f(4) = 38.4. EI nombre mitja de litres arreplegats en els intervals [0, 2] i [2, 4] és la variacié mitjana:

VMo, 2 = f@-10 _ 7.2 litres/hora VM, 4= f®-1@)

=12 litres/hora
2-0 BAT 42

La intensitat de la pluja en cada instant de temps ve mesurada per la variacid instantania, és a dir, la derivada
en el moment considerat. Aixi obtenim per exemple la intensitat de la pluja a les 2 hores:

£(t) = —%(3#—3&—40) S £(2)=10 litreshora

En quin instant de temps plou amb més intensitat? La intensitat de la pluja sera maxima en l'instant t en el qual
s’assoleix el maxim absolut de f (t); obtenim el punt critic de la derivada f :

=0 - —%(Gt—SG) =0 > t=6
Entre els valors t = 0, 6 i 13 es trobara el maxim absolut de f  (existeix perqué f és continua en I’interval tancat)

fO)=4 f'(6)=14.8 f(13)=0.1 = lamaxima intensitat s’assoleix en t = 6
El signe de la segona derivada indica els instants en qué la intensitat de la pluja augmenta o disminueix:

Intervals [0, 6[ 16, 13]
Signe ' + -
f concava convexa

En [0, 6] tenim que f (t) creix mentre que en [6, 13] f (t) decreix; en t = 6 s’assoleix la maxima intensitat de pluja.
Des d'aquest instant, la intensitat de la pluja comenga a decréixer; s'anomena punt de rendiments decreixents.

Ent =6 la funcid f, quantitat de pluja, té una inflexio, i la intensitat f ' té el seu valor maxim.

140 T - H 16

i : : : ; ! 14.4 Maxima intepsita
Prr) D— LN {09 RS S A 14 : :

12

10
@inflexié T

/ :intensitlal: t=86 4

B /} i B S S 2
LEaintensi:tat creix : E :

2 4 6 8 10 12 14

Obtén els valors de m per als quals la funci6 f(x) = x’ + mx” + nx té un punt d’inflexi6 en P(1, 2).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funci6 f(x) = x” + ax” + bx + ¢ té un punt d’inflexi6 en P(1, 2), i el
pendent de la recta tangent en eixe punt és —1.

Obtén I’unic punt d’inflexié de la funcio f(x) = ¥ —e™.

2

x? +1

Obtén el pendent de la recta tangent a la corba y = en els seus punts d’inflexio.
Un transportista entrega, durant la jornada laboral de 10 hores, una quantitat de kg de carga donada per la

funcio f(t) = —t* + 18t* + 12t. Quan haura entregat la major quantitat de carga? En quin instant és més eficient
1 quin significat té aquest instant? Et pareixen logics els resultats obtinguts?



3.9 Representacio grafica de funcions

Amb el calcul de les derivades d'una funcié tenim quasi tots els elements necessaris per a descriure la
seua grafica: els maxims i minims, que separen les regions de creixement i decreixement, i els punts
d'inflexio, que separen les regions de distinta curvatura. Pero hem d'estudiar el comportament de les funcions
en les proximitats dels seus punts de discontinuitat, i en l'infinit a través dels limites finits i infinits.
Obtindrem aixi les seues asimptotes.

> Representaci6 grafica de funcions polinomiques

Exemple 28
—
Representem la funcié polindmica f(x) = x* — 4x* + 3, VxeR.

Les funcions polindmiques sén continues en R, per la qual cosa no tenen asimptotes verticals. Tampoc tenen
asimptotes horitzontals ni obliglies (excepte les de grau 0 i 1, que sén rectes) perqué

lim () =2 i lim 1) =45

X—>*w X—too X
Les funcions polindmiques son funcions derivables en R, per la qual cosa I'estudi de les equacions
(1) fx)=0 2 f=0 @ f=0

proporciona els talls amb I'eix OX (1), els possibles extrems relatius (2) i les possibles inflexions (3).

o

(1) fx)=0 - x*-4x+3=0 > x=11,+3

A mes, el tall amb I'eix OY és (0, f(0)), és a dir, (0, 3).

------ - ---51----- -~

Intervals | Joo 3 | JB -1 | J-vaf | bB[ | WEee | A Y TR -
Signe f + - + - + 3" """
- ol

Els talls amb I'eix OX s6n (-+3,0), (-1,0), (1,0)i (¥3,0. | i I

3 2 1 172 3

2 f'x)=0 - 43-8x=0 — x=0, i«/z 1 ------
Intervals —o0, — _
v :I = \/E[ i J \/E’ O[ 1 :|O’ \/E[ 1 ]\/5’ +OO[ La grafica de f passa pels punts de tall
- - marcats, perd no ho fa per les regions
Signe f - + - + ombrejades.
f ! D ! D S
Minim Maxim Minim 5 —————
m(-v2,-1) M(0,3) m(v2,-1) | | i1 W I
oM
@) f(x)=0 — 12x°-8=0 — x=++2/3 -----------
AR .
Intervals Joo V273 | BN | N2TE o] il |
o g
Signe f + _ + N ok
f Convexa 1 E\/{l Vt i
""" m
Inflexid Inflexio N | I B

Pl(—ﬁ, 7/9) Pl(ﬁ, 7/9)




> Representacio grafica de funcions racionals

Exemple 29
I )

Representem la funci6 racional f(x) = X +1 , VxeR~{-1, 1}.

X2

—4x _12x% +4

Les derivades son f'(x) = ——— i f'(x) = ———,
(¢ -1)? ¢ -1°

vxeR~{-1, 1}.

Als passos indicats en 1I’exemple anterior, afegim el calcul d’asimptotes.

X241 o X241
e Comque lim = i lim
x—1 X2 -1 x—>-1 X2 -1

= oo, lesrectes x =—1, x = 1 s6n asimptotes verticals.

L'estudi del signe de la funcié ens assegurara les direccions de les branques infinites, si bé podriem fer-ho
amb els limits laterals.

. x2 +1 . x? +1
e Comaque Ilim = lim

=1, larectay =1 és asimptota horitzontal bilateral.
X—+0 X< —1 X——w X< -1

Com que hi ha asimptota horitzontal bilateral, no pot haver-hi asimptotes obliques.

(1) fx)=0 — x*+1=0 no tésoluci6; f no talla I’eix OX.

El signe de f pot canviar en els punts de discontinuitat {-1, 1}.

...... LX%—1535X=1
Intervals ]—o0, 1] -1, 1[ 11, +oo[ Lo !
Signe f + - + ----- P EZ _____ E ----- [
___E;.__,.__:._.l.__:.__.,.__.,__-
5 - , , . _ y:E | 1 i
El punt de tall amb I’eix OY és (0, f(0), és a dir, (0, —1). T e I
@ f'®x)=0 - —4x=0 - x=0 Lot
1 1
Afegim els punts de discontinuitat {~1, 1} a I’estudi del signede f: | iz “““ ':
R l___=3 _____ L.
Intervals | J-oo,-1[ | ]-1,0[ + 10, 1[ 11, +oo[ |
Signe f* + + - _
f 0 0 { {
Discont. Maxim Discont.
M(0, -1)

(3) f(x) =0 — 12x*+4=0 no hi ha punts d’inflexio.
No obstant, la curvatura pot canviar en les discontinuitats.

Intervals 1-o0, —1[ -1, 1] 11, +oo[
Signe f + - +
f Convexa

36 Representa graficament les seglients funcions:

(A) f(x) = +6x° (B) f(x) =x°>-5x* (C) f(x)=4x*—x* (D) f(x) =x*-2x3
X _x+1 1 _ X _x3a
(E) f(x) = o (F) f(x) = 7 (G) f(x) = oy (H) f(x) = 2 (1) f(x) = 12



Exemple 30

I
3
Representem la funcio f(x) = ;( . vxeR les derivades de la qual son:
X"+
4 2 _9y3
() = 225 oxer P = 22 xer
(x“+1 (x“+1

e Com que Ds = R no hi ha asimptotes verticals.

3 3

e Comaque lim =+o0 i lim
X—>+0 X2 +1 X—>—00 X2 +1

= —oo no hi ha asimptotes horitzontals.

e Hi haasimptota obliqua bilateral y = x:

3 3 _
m= 1im " = jim X Z1in= dim f-mx) = lim | —— x| = lim =% =0
X—>to X X—*o X2 4 X X—to0 X—to0 XZ +1 Xt X2 +1
1 fx=0 - x*=0 — x=0 3 /.
y=xi /’
Intervals J-o0, O[ 10+ | | . 2 o
Signe f - + - e
' 1 ~/~ N
Passa per (0, 0), que és el punt de tall amb els dos eixos. )
s/
@ fx=0 —» x*+3*=0 -» x=0 e
v
Intervals ], O[ 10, +oo[ // """ z
i ' va R
Signe f * -3 2 1 7 1 2 3
f T T

f és sempre creixent, no té ni maxims ni minims.

Ry
@) f'®=0 - 6x-2=0 — x=0,+3 | . - ,F/
Intervals | oo, 3 [} ]-8,00 } 10, VB[ | 148, +o[ [ = iy

w

Signe f" + - + -

f Convexa Convexa

Inflexio Inflexi6  Inflexi6

Pl[—«/@—m] P1(0, 0) P'(\Ergfj

4

37 Representa graficament les seglients funcions racionals:

_2x-1 _x*-4 1 X
(A 109= 2 — ®) 100= 2= (©) 0= 5 0) 109=
©® 0= X3 miy=X1 (g = H) 9=
X2 x2 +1 X2 —4x+3 1—x2



> Representacio grafica d’altres funcions

Exemple 31
—

Representem la funcio f(x) = x + sinx, VxeR.
Les derivades son f'(x) = 1 + cosx, ¥xeR i f'(x) = —sinx, ¥xeR.
e Com que Ds = R, no hi ha asimptotes verticals.

e Comque lim (x+sinx) =+ i lim (x+sinx) =—o no hi ha asimptotes horitzontals.
X —>+00 X— -0

¢ No hi ha asimptotes obligies, perque no s'obté n (encara que si m) (és només una direccio asimptotica):

. f(x . X +Sin X . sin x
m = |ImQ: lim ——— = lim (1+— =1+0=1
X—to X X —>Fo0 X X —>+o0 X
n=lim (f(x)-mx) = lim (x+sinx—x) = lim sinx que no existeix
X—+tw© X—>+oo X—+too

1) fx)=0 —> x+sinx=0 —»> x=0 — passaper (0, 0), punt de tall amb els dos eixos.
Intervals ]~0, O[ 10, +oo[
Signe f - +
(2 f(x)=0 — 1+cosx=0 — cosx=-1 — x=x+2kn, keZ
Observaque -1<cosx<1l — 1+cosx>0 — f'(x) >0
Per la qual cosa és sempre creixent, i en els punts singulars no hi ha extrems relatius.
Intervals -3, —2x[ -, Of Ir, 2]
Signe f + + +
f 0 0 0 0 0
3) f(xX)=0 - —sinx=0 — x=knr, keZ
Intervals .| 1-4n, =3x[ | ]-3w, —2x[ | ]-2x, —x[ 1-=, Of 10, =[ Ir, 2] 12m, 3n[ | 13m, 4n[
Signe f - + _ + _ + _ +
f Convexa Convexa Convexa Convexa
Tenim punts d’inflexio en x = krt, ke Z.
____________ r_________5_ ___________.: e ——
Pero el pendent en aquests punts varia: :
e  Sikésimparell, el pendent és 0; per exemple: 13m

fi(m)=1+cosm=0

(S6n els punts singulars de f.)
e  Sikés parell, el pendent és 2; per exemple:
f'(2m) =1+ cos2m =2




Exemple 32
| 2
Representem graficament la “campana de Gauss”, donada per la funcio6 f(x) = € 2 vxeR.

x? x2

La funci6 és derivable en R dues vegades: f'(x) = —xe 2 if'(x)=(x*-1)e 2, vxeR.

e Com que Ds = R, no hi ha asimptotes verticals.
x? x?
e Comaque lim e 2 = lim e 2 =0, larectay = 0 és asimptota horitzontal bilateral.

X—>+00 X—>—00

XZ
X y Intervals 0, +
(1) f(x)=e 2 >0, perqué qualsevol funcio 10, +of
Signe f +
exponencial és sempre positiva.
El punt de tall amb I’eix OY és (0, 1).
y Intervals ], O[ 1 10, +oo[
@ f0=0 - —xe 2 =0 - x=0 Signe f + -
perqué la part exponencial no pot ser 0. f t \2
El maxim relatiu s’assoleixenx =0 = M(0,1)
. X Intervals | J-oo,-1[ 1 1-1,1[ L 11, +oof
B f'(x=0 - *-1)e 2 =0 — -
5 Signe f + - +
- X -1=0 > x=4#1
(De nou la part exponencial no pot ser 0.) £ Convexa
Les inflexions s’assoleixenen X =+1 = PI(-1,e)  pI(,e™?

F--wf--=-q----
N

38 Representa graficament les seglients funcions:

2 2

X

(A) f(x) =xe 2 (B) f(x) =x2e~* (€) f(x) = xze‘z (D) f(x)= el

5

X

(E) f(x) =In(1 +x?) (F) f(x) =In(1-x%) (G) f(x) = eix (H) () = —

(RN




Problemes del capitol 3

Estudia el creixement de les segiients funcions en els punts x = -2, 2 i 4:

f(x) = % +3x —2 g(x) =1In X—Jri h(x) = /z_j t(x) = tg(x + 1)

Obtén els intervals de creixement i decreixement de les funcions seglients:

W 0= 12% "X TXD ek ) = -4 = Inee+ )
2x -1 Ssi X>3

x+1 g =x e ho)=INGC—1)  t(x)= —

B) 1= i L]

La velocitat que porta un motorista en cada instant, durant les 8 hores de recorregut, ve donada per la funcio v(t) =
In(t + 1). Troba els intervals en qué va augmentant i disminuint la velocitat. En quins intervals incrementa i
disminueix l'acceleracig?

Obtén els extrems relatius de les funcions:

(A) 1) = x~3x+2 909 = ~(x — 2)(x + 1Y = XX (OEPERS
X +X+1
__x _ [x,a Ll X
®) 109= 75 909 = |-+ h(x) =x* = x* x 0= ——
© foo= "X 900 = X — sin’ h() = —— 1) = YX*L
X 2 1+ x| X—2
(D) (x) = x* —4x° 000 = & hog = & tx) = x* — 32 + 2
x-1 X+1
E) f() = | x|e™ g(x) = x heg = [XH4 t(x) = sin®
e X—4
(F) f(x)=sinx +tgx g(x) = sin2x + 2sinx h(x) = sin2x + 2cosx

Obtén els extrems relatius de les funcions dels problemes 1 i 2.

Obtén els punts d’inflexio i els intervals de concavitat i convexitat de les funcions:

'S e _x*-1 _x*-5 10
(A) f(x) = —(x—1)2 g(x) = ¥xe h(x) = i1 t(x) = N p(x) = e
B) () = % 900 = ¥x+1  h(x) = x arctgx t(x) = IN(C ~5x + 6)

Estudia el creixement, decreixement, curvatura, maxims, minims i punts d’inflexié de les funcions f(x) = x"
2 2 & 2

vxeR, segons que n siga un nombre natural parell o imparell.

Obtén els extrems absoluts de les segiients funcions en els intervals indicats:

(A) fx)=x>-x*—8x+1, en[-2,2]. g(x) = 5; , en[-1/2, 1].
X°+x+1

(B) f(x) =x®-12x%+45x + 30, en[-1, 3[. g(x) =x®-6x*+9, en[-3, 3.

Representa graficament les funcions:

(A) f(x)=x*—5x*+4 (B) f(x) =—-6x°+ 11x° — 3x (C) f(x) = 6x° — 11x* + 4%
(D) )= — (E) £ = X ® 100 = = ©) 109 = 2
1-x2 x? +1 x2 — x-1
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Representa graficament les funcions dels exercicis 1, 2, 4 i 6.

Representa graficament les funcions:

(A) f(x)=]|Inx]| (B) f(x)= In|x]| (©) ()= |In|x]|| (D) f(x) = In|In|x||

(E) f(x)=x*-6|x|+8 (F) ) =|x*-6|x|+8] ©G) f(x) =|x*—x|

Anomenem funcid part entera de X, que representem per E(x), a la funcié que associa a cada nombre x el major
dels enters menors o iguals que x: E(x) = max{neZ/ n < x}.
Representa graficament les segiients funcions, definides en I’interval [0, 4]:

(A) () =E(x) (B) f(x)=E(x)? (€) () =x-E(X) (D) f(x)=E(X)

La velocitat d'un mobil (en km/h) dependent del temps (en hores) ve donada per I'expressié v(t) = —t* + 4t, en
I’interval [0, 4]. Comprova que la funcio verifica les hipotesis del teorema de Rolle i troba el punt que afirma la
tesi. Quin significat fisic té tal punt? Qué ocorre amb les variacions i variacions mitjanes de la funci6 en els
intervals [0, 2] [2, 4]? I en [0, 4]?

Comprova si les seguents funcions verifiquen el teorema del valor mitja. En cas afirmatiu troba el punt que afirma
les seues tesis:
3 x?-3 si —1<x<0
X7+ 2X

f(x) =3x*+4x +1,en[1, 2] g(x) = === en[-2, 5] h(x)=1 1
X+1 — si —2<x<-1
X

Considera el segment determinat pels punts A(1, 1) i B(3, 9) en la parabola y = x2. Troba un punt de la parabola la
recta tangent del qual siga paral-lela a la corda AB.

Comprova si les segtients funcions verifiquen el teorema de Rolle:
(A) f(x)=x—x% en][0,1]. (B) f(x)=tgx, en [0, «t]. (C) f(x)=Inx, en[1,e].

Separa les arrels de les seguents equacions:
(A) X*-x+3=0 (B) 2x*-14x*+14x=1 (C) x*+5x*+2x=-1

(D) x3—§x2+x: (E) 2x*—15x*+36x=—1 (F) x*—xsinx—cosx =0

w|N

Troba els valors de a, b i ¢ perque la funcio seglient verifique el teorema de Rolle:
2 . 2 .
X“+ax+b si 0<x<2 X“+ax+b si 0<x<2
(A) f(x) = . (B) fx)= ) _
+1 si 2<x<¢c cX“+4  si 2<x<4

Aplica el teorema del valor mitja a la funcié f(x) = sin x en l'interval [0, a] i dedueix que sin x < x per a tot
xe[0, 2x].

La funcio f(x) = JX verifica el teorema del valor mitja en [0, b], amb b > 0. Existeix un valor de b per al qual el

punt que verifica la tesis del teorema és Xq = g ?

La funci6 f(x) = | x* — 5| verifica que f(1) = f(3) = 4 pero la seua derivada no s'anul-la en cap punt de l'interval
11, 3[. Contradiu el teorema de Rolle?

Una funcié polindmica té 3 arrels o zeros, X, X, i X3. Demostra que hi ha un punt X, on la derivada segona
s'anul-la.

Donada I’equaci6 x sinx + cosx = x2, demostra:

(A) Six=aésuna arrel d’aquesta equacio, aleshores x = —a també ho és.
(B) Hihaunaarrel en l'interval 10, =[.

(C) L'equaci6 no té més de dues arrels en la recta real.
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Siga P(x) un polinomi de grau 4 amb 4 arrels reals distintes. Demostra que la seua derivada té 3 arrels reals
distintes, i la seua segona derivada en té 2.

Separa les arrels de les segiients equacions polinomiques:
(A) x*=3x*—-1 (B) 6x*—4x*—6x*+1=0 (C) 3x*+4x*—12x*+3=0

Obtén els valors dels parametres m i n per als quals la funcié f(x) = x* + mx® + nx té un minim en x = 1 i un punt
d’inflexi6 en x = —1.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funci6 f(x) = x* + ax? + bx + ¢ tinga un punt d’inflexi6 en P(1, 2) de tangent
horitzontal.

Obtén la forma general de totes les funcions polinomiques de grau 3 que passen per (0, 0) i tenen un punt
d'inflexié en (1, 1).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la grafica de la funcié f(x) = ax* + bx? + ¢ tinga un punt d’inflexié en
P(-1, —2) i el pendent de la recta tangent en aquest punt siga 4.

Obtén els valors de a i de b perque la funci6 trigonometrica f(x) = asinx + bcosx tinga un maxim en el punt

P(n/6,\/§).

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = asinx + bcosx + ¢ tinga un punt d’inflexié en P(n/4, 1), amb
recta tangent de pendent /2 en aquest punt.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de la funciéo f(x) = asinx + bsin2x + csin3x té un punt d’inflexid
en P(n/2, 4), i la recta tangent en eixe punt té pendent 2.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de f(x) = 2, %té un punt d’inflexié en P(1, 2).
X X

Obtén els valors de a i b perque la funcié trigonométrica f(x) = (ax + b)e* tinga un punt extrem en P(1, e).

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la grafica de la funci6 f(x) = ae* + be® + ce®* t¢ un punt d’inflexié en
P(0, 1), i la recta tangent en eixe punt té pendent 2.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = (ax? +bx +c)e* tinga un punt d’inflexié en P(0, —2), amb recta
tangent de pendent 1 en aquest punt.

Obtén els valors de a, b i ¢ perqué la funcié f(x) = axe* +be™ +c tinga un punt d’inflexié en P(0, 1), amb recta
tangent de pendent 3 en aquest punt.

Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funci6 f(x) = In(ax? + bx + c) té un minim en el punt P(1, 0), i la recta
tangent té pendent 1 en x = 2.

Obtén els valors de a i b per als quals la grafica de la funcié f(x) = x* + ax® + bx? + cx + d té un minim en P(0, 2)
iun punt d’inflexi6 en Q(1, 1).

Calcula els valors de a, b i ¢ per als quals la seglient funcié definida a trossos és sempre derivable, i t¢ un maxim

enx =2:
2x+1 six<l1
f(x) =

ax? +bx+c six>1

Obtén I’equacio de la recta tangent a la grafica de la funci6 f(x) = x> — 3x? en el punt d’inflexi6 d’aquesta grafica.

. 4
Obtén els punts de la corbay = — per als quals les rectes tangents en aquests punts es tallen en P(4, —8).
X
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Aplicant la regla de L'Hépital, calcula els segiients limits:

(A)

(E)

(1

(M)

(P)

m SINSX ®) lim—> ©) lim 18X=X ©) lim[—t -1
x—0 sindx x—0 X +5in X x—0 X —Sin X x—>0\sin®x %2
) i ) tgx - . nginX
lim Inx=sinx (F) lim (ij (G) lim sinx H) lim ——
x—0" In X +€0s X x—0  x2 x—0 tg X x=0 (1—cos x)?
. - . e +sin . AxZix-2 .
lim— =2 @) lim &SNX K lim X2y i 10X
x>2 x2 —3x+2 x—>» X 1 cos X x—>1" x-1 x—0 cotg X
. . . sinx . XCOSX—Ssin X
lim I,?—X (N) lim (tgx)™* Ny lim ( ! j O) lim—"—=
X—0 X x—>Ei x—>0\1—CcosS X Xx—0 XS
2
= t

lim (jnx)** Q) lim x 1-x (R) lim (sinx)¥
x—1" x—1 x—0"

Calcula els segiients limits de funcions:

; ; ‘2
A lim sin nx. + sin 2nx B) In(1+sin“x)
x—1 sin 3nx x—>7 In(2+cosx)
In(L+x*
Obtén I’equacio6 de 1’asimptota horitzontal de f(x) = (;XZ) .
In(1+x*)

Classifica les dues discontinuitats de la funcié f(x) =
X COS X

sin’x

,pera0<x<m.

sin(x=2) si x<2
Classifica la discontinuitat de la funcio f(x) = X3_ g
X2 — si x>2
3x°-12
sin6x

Donada la funci¢ definida a trossos f(x) = ¢ sin2x

(A)

si0<x<m
3cosx en altre cas

Obtén el conjunt de punts on és continua. (B) Classifica les discontinuitats.

La cota de neu assolida (en metres) en un determinat indret, durant les 4 primeres setmanes de 1’hivern, es pot
expressar amb la funci6 f(x) = —(x — 1)* + 3(x — 1)?, sent x el temps transcorregut en setmanes.

(A) Calcula la variacié mitjana en I’interval [0, 1] i en [1, 2]. Quin és el seu significat?
(B) A quin ritme (velocitat) s’arreplega la neu en I’instant x = 1.5? I en I’instant x =2? I en x = 2.5?
(C) En quin instant de temps hi ha més neu acumulada? Quina maxima altura assoleix?
(D) En quins instants de temps hi ha menys acumulacié de neu? ¢Quina minima altura assoleix?
(E) En quin instant de temps la velocitat amb qué la neu s’acumula és maxima? Quina és eixa maxima velocitat?
A partir de 1960, la poblaci6 en milers de persones d’un poble es va modelitzar amb la funcio
P(t) =180 —16;? , on tindica els anys transcorreguts des de 1960.
0.03t° +1
(A) Segon aquest model, decreixera la poblacié en algun moment?
(B) Obtén ’instant de temps en qué la taxa de creixement és maxima. A quin ritme (velocitat) anual esta
creixent la poblacié en eixe moment?
(C) Obtén les asimptotes de P(t). Quin és el seu significat?

(D)

Representa la funci6 i la seua funci6 derivada.
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Una magquina fabrica un producte amb dues qualitats distintes: una quantitat x de tones de baixa qualitat i una altra

. , . . o, 18-5x . -
quantitat y de tones d’alta qualitat. La relacid entre ambdues quantitats és y = To—x’ i sabem que la maquina no

produeix més de 9 tones de baixa qualitat. Obtén la quantitat de tones del producte de cada qualitat que s’ha de
produir per a obtenir ingressos maxims si el preu per tona de baixa qualitat és 10 000 € i el d’alta qualitat el doble.

S’ha comprovat que la relacio entre el benefici B obtingut per la venda d’un producte (en milers d’euros) i el
100t

t2 +400

(A) Determina els intervals de creixement i decreixement de la funci6 B(t).

(B) Quina informacio ens proporcionen els anteriors intervals sobre la evolucio dels beneficis al llarg del temps?

(C) Quant de temps ha d’estar el producte en el mercat perque el benefici siga maxim? Quin és eixe maxim

benefici?
(D) Fes una representacié grafica de la funcié B(t).

temps t (en mesos) que esta en el mercat és B(t) =

La concentracié d’0z6 contaminant, en micrograms per m®, en una ciutat durant els anys 90 es pot expressar amb
la formula C(x)= 90 +15x — 0.6x%, on x és el temps en anys mesurat des de 1’1 de gener de 1990.

(A) Obtén el ritme de creixement del periode 1990 - 1995, ambdds anys inclosos.

(B) A quin ritme creixeria 1’1 de gener de1998?

(C) Enquin moment el ritme de creixement sera major?

Un article ha estat 8 anys en el mercat. Si el seu preu P(t) (en desenes de €) esta relacionat amb el temps t (en

A’ +4  si 0<t<?2

anys) que porta en el mercat, amb la funcié P(t) =< _g , calcula:
?t+25 si 2<t<8

(A) Elpreu al’any d’estar en el mercat.

(B) La variaci6 mitjana del preu entre el tercer i cinqué any.

(C) Lavariaci6 instantania al primer i al quart any.

(D) Estudia el creixement i decreixement de la funcid.

(E) Quin va ser el preu maxim que va assolir el producte en el mercat? En quin instant de temps es va assolir?
(F) Escriu la funcio derivada de P(t). Que representa?

(G) En quin moment la variacié del preu ha sigut maxima?

En un punt del Cantabric observem el moviment de les marees durant 6 hores, entre les 12 del migdia i les 6 de la
vesprada. La funcid que indica la seua variacié en altitud (en metres) depenent del temps (en hores) ve donada per
f(x) = = + 6x? — 5x. Calcula:

(A) Elsintervals de concavitat i convexitat.

(B) El punts d’inflexi6 de la funcio.

(C) Qué li passa a la velocitat de variacio de la marea en el punt d’inflexi6? Quin significat té?

(D) Representa graficament f (x) i f*(x).

Observem un globus que realitza fotografies aéries. L’altitud del globus sobre el nivell del mar (en Dam) en
funcié del temps transcorregut (en hores) ve donat per la funcié f(t) = t* — 1.5t + 1, amb te[0, 10]. Obtén:

(A) f(0)if(5), i expressa el seu significat.

(B) La variacio mitjana de I’altitud del globus entre la 3a i 5a hora.

(C) La variacio instantania de ’altitud en t = 6.

(D) En quin moment assoleix el globus la major i menor altura? Quins son els seus valors?

(E) En quin moment assoleix la major variaci6 d’altitud? Quina és? I la menor variaci6?

Un motorista dona una volta de reconeixement en un circuit. Realitza el trajecte en 3.5 minuts i la velocitat de la
. .y 1
seua moto, durant el trajecte, s’expressa per la funcio v(t) = _§t4 +4t3 —11t* +12t on el temps t ve donat en

minuts i la velocitat v(t) en km/minut. Es demana:

(A) La variacio mitjana en [1,3]. Expressa el significat i les unitats en qué es mesura.

(B) La variacio instantania en t = 2.5. Expressa el significat i les unitats en qué es mesura.
(C) Intervals en qué augmenta la velocitat i intervals en qué disminueix.

(D) Velocitat maxima que assoleix. En quin instant es produeix?

(E) Velocitat minima. En quin instant es produeix?

(F) Acceleracié maxima i minima. En quins instants es produeixen?

(G) Amb les dades obtingudes fes una representacio grafica aproximada de v(t).
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X

e2x—_ six<0

Donada lafuncié f(x) = < mx + n  si 0<x<1:
=1 Gixs1
xInx

(A) Calculaels valors de m i n per als quals f és sempre continua.
(B) Obtén les equacions de les asimptotes horitzontals, si n’hi ha, de I’anterior funcio.

In(1+ X +x?) .
. six=0
Donada la funci6 f(x) = < In(1+x) + In(1+ x?) :
a six=0

(A) Obtén el valor de a perqueé f siga continua en x = 0.
(B) Obtén I’equaci6 de la seua asimptota horitzontal.

Calcula el valor de a perqué les segiients funcions siguen continues en els seus dominis:

X2 +2x+2-28% . X —tgx
six=0 -
(A) fx)= x3 (B) f(x) =49 x—sinx
a six=0 a
Vx?+5-3 . 1- cosx
_|—— six=z2 |
(€ =7 J2x+5-3 (D) f(x)=1 xsinx
a six=2 a
sin ax si x >0
X In 1+ 3x?)
(E) f(x)= a si x=0 (F) f)=1 In@+x?)
e2X _2x -1 . a
———— siXx< 0
X
—x—ln(21+x) si x#0
(G) f(x)= X
a six=0
» —— six=z0
Donada la funci6 f(x) = { eX —1 :
a six=0
(A) Obtén el valor de a perque f siga continua en x = 0.
(B) Obtén la derivada de fen x = 0.
arctg 2x w20
Obtén el valor de a per al qual la funcié f(x) = § arctg3x és continuaen x = 0.
a six=0
sin 3x 40
Donada la funcio f(x) = < sin 4x , €s demana:
a six=0

(A) Valor de a per al qual f és continua en x = 0.
(B) Sia=3/4, calculala derivada de fen x = 0.

six=0

six=0

si x=0

si x=0

six#0

six=0
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y 1+ (x+1)?  six<1
Donada la funcio f(x) = , s demana:
3+2(x-2)? six>1

(A) Estudia la seua continuitat i derivabilitat, i obtén la seua funcid derivada.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

(C) Fes laseua representacio grafica.

X

i six<0
Donada la funci6 definida a trossos f(x) = 2" -1 :
x2+2
six>0
X+2

(A) Obtén raonadament el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de totes les asimptotes que te.
(C) Comprova si f és derivable en x = 0.

Donada la funcid f(x) = L, es demana:

1+ x|

(A) Expressa-la com una funci6 definida a trossos.
(B) Estudia la seua continuitat i derivabilitat.
(C) Obtén el major i el menor valor de la funci6 en I’interval [-2, 3.

Comprova que les seglients funcions son derivables en x = 0, i calcula ’(0).

S six=0 x* si x#0
(A) f(x)= sinx (B) f(x)=1{ 1_cosx
0 six=0 2 si x=0
3
X2 1 six<0
Donada la funci6 f(x) = 4 X -1 :
x?-1 .
six=>0
e*-3

(A) Obtén el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinga.

In(1+ 2x)
Donada la funci6 f(x) = < In(1+4x)
xe*  six>0

Si x<0

(A) Obtén el conjunt de punts on f és continua.
(B) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinga.

In(L+3x?) .

Donada la funcié f(x) = 5o
In(1+5x°)

(A) Obtén el domini de f.
(B) Comprovasi la grafica de f té una asimptota vertical.
(C) Comprovasi la grafica de f té una asimptota horitzontal.

In(L+x+x?)

Donada la funcié f(x) = ————:
) In@+x% +x4)

(A) Obtén el domini de f.
(B) Obtén les equacions de les seues asimptotes.
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Donada la funci6 f(x) = x* — 14x? + 24x, es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Major i menor valor de la funcid, i punt del domini on s’assoleix.
(C) Intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(D) Representacié grafica aproximada.

- s _ .2 2 2 .
Donada la funcié f(x) = x (1—x ) , s demana:

(A) Obtén els punts de tall amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement.

(C) Obtén el maxim i minim absolut de f en ’interval [-1, 1].

(D) Amb els apartats anteriors, fes una representacié grafica aproximada.

2

L X
Donada la funci6 f(x) = — , s demana:

X+ 4
(A) Obtén els intervals on f és positiva.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.
(D) Equacions de les asimptotes i representacié grafica.

, es demana:

Donada la funci6 f(x) = —
X°—5x+4

(A) Obtén les equacions de les seues asimptotes.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Fes larepresentacid grafica.

3

Donada la funcio f(x) = , s demana:

x%+1
(A) Obtén les seues dues primeres derivades.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement.

(C) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(D) Equacio de la seua Unica asimptota, i representacio grafica.

X3 —3x+2

Donada la funcio f(x) = 5 , €S demana:
X

(A) Obtén els punts de tall amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén els intervals on f és no negativa.

(C) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(D) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(E) Equacions de les asimptotes, i representacio grafica.

X x?

'Q(X):Wi

Donades les funcions f(x) = — i
xX“+1
(A) Obtén I’equacio de les asimptotes que tinguen.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius de f.
(C) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius de g.
(D) Fes una representacid grafica aproximada de les dues funcions.

2

x -1
W,es demana:
X5+

Donada la funcio f(x) =
(A) Domini i equacio de les asimptotes que tinga.

(B) Intervals de creixement i decreixement.

(C) Extrems relatius i absoluts de f, si en té.

(D) Intervals on f és positiva, i on f és negativa.

(E) Amb els apartats anteriors, fes una representacié grafica aproximada.
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Donada la funci6 f(x) = Vx> —3x+2 :

(A) Obtén el seu domini.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = v4x*-x"

(A) Obtén el seu domini.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén el maxim absolut i el minim absolut de f en [-2, 2].

Donada la funci6 f(x) = In(x® — 3x + 2):
(A) Obtén el seu domini.
(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = In(16x? — x*), es demana:
(A) Conjunt de punts on f és continua.
(B) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

Donada la funci6 f(x) = In(-x* + 8x? + 9), es demana:
(A) Dominidef.

(B) Intervals de creixement i decreixement de f.

(C) Maxims i minims relatius de f.

(D) Maxim i minim absolut de f, si n’hi ha.

Donada la funci6 f(x) = x — In(x* + 1), es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims.
(B) Intervals de concavitat i convexitat, i punts d’inflexio.

(C) Pendent de la recta tangent en els punts d’inflexio.

(D) Representacié grafica aproximada.

Donada la funcié f(x) = (x2 —2x+1)e7*, es demana:

(A) Comprova que f és sempre no negativa.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(C) Obtén I’equaci6 de la seua asimptota horitzontal.

(D) Representaci6 grafica.

Donada la funci6 f(x) = (x3 +2x +2)e™* , es demana:

(A) Intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Asimptotes i representacio grafica aproximada.

Donada la funcid f(x) = xefxz/2 , s demana:

(A) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.
(B) Obtén els intervals de curvatura, i punts d’inflexio.

(C) Equacio de la seua Unica asimptota, i representacio grafica.

., 2 _y2
Donada la funci6 f(x) = € + 7 es demana:
(A) Intervals de creixement i decreixement de f.
(B) Maxims i minims relatius de f, i punts on s’assoleixen.
(C) Raonasi esta funci6 té maxim o minim absolut en tot el seu domini.

Donada la funci6 f(x) = sinx + cosx definida en ’interval [0, 21t], es demana:
(A) Intervals de creixement i decreixement de f.

(B) Maxims i minims relatius de f, i punts on s’assoleixen.

(C) Valors maxim i minim absolut en I’interval [0, 27].
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X2 +4x+3 six<0

Donada la funci6 F(x) = | , ] :
X°—4x+3 six>0

(A) Estudia la seua continuitat i derivabilitat.
(B) Obtén la seua funci6 derivada.
(C) Obtén els extrems absoluts de f en ’interval [-3, 3].

5 x*-3x%+1  six<1
Donada la funcio f(x) = , €s demana:
—x*+4x—-4 six>1

(A) Estudia la derivabilitat de f, i obtén la seua funci6 derivada.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement de f, maxims i minims relatius.
(C) Obtén els intervals de concavitat i convexitat, i punts d’inflexio.

(D) Fes la representacié grafica.

Donada la funcié f(x) = x* — | X | , s demana:

(A) Expressa esta funcié com una funcié definida a trossos, estudia la seua continuitat i derivabilitat, i expressa
la seua funcio derivada.

(B) Obtén els intervals de creixement i decreixement, maxims i minims relatius.

(C) Fes la seua representacié grafica.

Obtén el major i el menor valor de la funcio6 f(x) = sinx cosx en I’interval [0, =], i els valors de x on s’assoleixen
aquests valors maxim i minim.

Obtén la condicié necessaria perqué la funcié f(x) = x> + mx + n siga sempre creixent.

Demostra que tota funcié polinomica de grau 3, f(x) = ax® + bx® + cx + d (a = 0), té un punt d’inflexio.
Donada la funcié polinomica de grau 3, f(x) = ax® + bx? + cx + d (a # 0), es demana:

(A) Obtén una expressio per a obtenir els punts singulars de f.

(B) Obtén la condicié que han de verificar a, b i ¢ perque f tinga dos extrems relatius.

(C) Obtén la condicié que han de verificar a, b i ¢ perque f no tinga cap extrem relatiu.

(D) Comprova que si f té un tnic punt singular, és d’inflexio.

Volem construir dues habitacions rectangulars iguals de 27 m? cadascuna, que comparteixen una paret comuna.
Obtén les dimensions d’una d’aquestes habitacions si volem que el perimetre total de les parets siga minim.

Obtén les dimensions del rectangle de major perimetre que es pot inscriure en una circumferéncia de radi R.

Obtén les dimensions del rectangle de major area, i el valor d’aquesta maxima area, entre tots els rectangles que
tenen les diagonals de 10 metres de longitud.

Obtén les dimensions del rectangle amb 1 m? d’area que tinga diagonal minima i el valor d’aquesta diagonal.

Obtén la base i I’altura del rectangle de major area que podem inscriure en una semicircumferéncia de 1 metre de
radi, que tinga la seua base sobre el diametre de la semi-circumferéncia, i el valor d’aquesta maxima area.

De tots els triangles isosceles que tenen els seus costats iguals de 10 cm de longitud, obtén les dimensions (base i
altura) del que té la major area possible, i el valor d’aquesta maxima area.

Un full de paper ha de contenir un area de 200 cm? reservada per a text. Si els marges superior i inferior s6n de 2
cm i els laterals d'1 cm, quines dimensions ha de tenir el full per a utilitzar la menor quantitat de paper possible?

Calcula el radi r de la base i 1’altura h d'un cilindre inscrit en un con de revolucid de radi de la base R =3 c¢cm i
altura H =9 cm perque el seu volum siga maxim.

Una piscina en forma de paral-lelepipede rectangular de base quadrada té una area de 192 m?. Troba les longituds
de les seues arestes perqué el volum d'aigua continguda siga maxim.
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Un pentagon amb un perimetre de 30 cm es construeix adjuntant un triangle equilater al costat d'un rectangle.
Obtén les dimensions del dos poligons per a que I'area del pentagon siga maxima.

Considera un octaedre regular d'aresta 1 metre. Troba les dimensions del cilindre inscrit de volum maxim que
tinga el seu eix sobre la diagonal de I'octaedre.

Troba les dimensions del rectangle d’area maxima que té dos dels vértexs sobre la parabola d’equacio y = 12 — x4,
1 els altres dos vertexs sobre I’eix OX.

Considerem la parabola d’equaci6 y = 12 — x*. Obtén

(A) Per a qualsevol a > 0, I’equacio de la recta tangent a la parabola en x = a.

(B) Valor de a > 0 per al qual I’area del triangle que forma la recta tangent anterior amb els eixos de
coordenades siga minima, i troba valor d’aquesta minima area.

Volem cercar una parcel-la rectangular de 2400 m? d’area. El costat de la parcel-la que limita amb la carretera es
fara amb material de qualitat, que resulta a 30 € el metre de longitud, mentre que els altres tres costats es faran
amb material d’inferior qualitat, que resulta a 15 € el metre. Obtén les longituds dels costats de la parcel-la perqué
les despeses en la tanca siguen minimes, i el valor d’aquestes minimes despeses.

Volem construir 5 parcel-les rectangulars iguals adossades, que tenen un costat comu, cadascuna amb un area de
1200 m?. Si els murs exteriors de cada parcel-la costen a 90 € el metre, i els murs interiors costen a 30 € el metre,
obtén les dimensions de cada parcel-la perque el cost total de construccid dels murs siga minim, i troba el valor
d’aquest minim cost.

Volem construir 4 parcel-les rectangulars iguals adossades que comparteixen un costat comd, Els murs del
perimetre exterior costen a 60 € el metre, i els murs dels costats comuns de les parcel-les costen a 10 € el metre.
Obtén les dimensions de cada parcel-la si volem que 1’area total siga maxima, i el valor d’aquesta maxima area, si
volem gastar-se un total de 24000 € en la construccié de tots els murs.

Tenim una parcel-la en forma de triangle equilater de 100 metres de costat, i volem inscriure la parcel-la
rectangular de major area possible, que tinga la base sobre la base del triangle. Obtén les dimensions d’aquesta
parcel-la, i el valor de la maxima area.

Tenim una parcel-la en forma de semicercle de 20 metres de diametre, i volem inscriure una parcel-la en forma de
rectangle, amb dos vértexs sobre la semicircumferencia i els altres dos sobre el diametre. El material del costat
que va sobre el diametre costa a 20€/m, i els altres tres costats costen a 10€/m. Obtén les dimensions del rectangle
de major cost, i el valor d’aquest maxim cost.

El cost total de produccio, en euros, de x litres d’un producte ve donat per la funcié
f(x) = %x2+ 5x -+ 800, 0 < x < 100,

(A) Defineix la funci6 que determina el cost mitja per litre produit.
(B) Obtén el nombre de litres que cal produir perque el cost mitja de produccié siga minim, i troba el valor
d’aquest minim cost.

Volem construir 4 zones enjardinades semicirculars adossades a cada costat d’un rectangle de 400 m? d’area.
Obtén les dimensions del rectangle perque 1’area total de les zones enjardinades siga minima, i troba el valor
d’aquesta minima area.

Dos mobils A i B es desplacen seguint les trajectories de la figura. Si la
velocitat amb que es desplaca A és doble que la de B, obtén la menor 9
distancia a que es trobaran els dos mabils. )

A B

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Un edifici de 20 m d'algada té damunt d'ell una antena rectilinia de 5 m d'altura. Ens situem a una distancia x de la
base de I'edifici, i anomenem o a I'angle amb qué es veu l'antena des d'eixa distancia.

(A) Expressa o en funcié de x.

(B) Obtén el valor de x per al qual I'antena es veu amb el major angle possible, i troba el valor d’aquest angle.

% 20

En un camp de futbol situem el bald en un punt P situat sobre la banda dreta, a

una distancia x del banderi de corner (mira la figura). La longitud de la porteria

és de 10 m, i la distancia del corner a la porteria, de 20 m. Anomenem o a

I'angle amb que es veu la porteria des del punt P.

(A) Expressa o en funcio de x.

(B) Obtén el valor de x per al qual la porteria es veu amb el major angle
possible, i troba el valor d’aquest angle.

En una plaga horitzontal hi ha un edifici de 15 metres d’al¢ada que té 5 plantes de la mateixa algada. Calcula la
distancia de I’edifici a la qual ens hem de situar per a veure 1’iltima planta amb el major angle possible, i el valor
d’aquest maxim angle.

La segiient funci6 ens proporciona la velocitat, en km/h, d’un mobil durant les seues 6 hores de recorregut:
f(x) = x® — 12x° + 45x, pera 0 <x <6 (x en hores).

(A) Obtén els intervals de temps on el mobil incrementa la seua velocitat, i on la disminueix.
(B) Obtén la major velocitat que assoleix el mobil, i els instants de temps on 1’assoleix.

Un ciclista realitza una prova durant 5 hores. La funci6 que indica la distancia recorreguda (en km) depenent del

temps (en hores) ve donada per f(x) = —x® + 6x° + 15x. Calcula:

(A) El maxim absolut de la funcid. Et pareix logic el resultat?

(B) Els punts d'inflexié de la funcid.

(C) Els intervals de concavitat i convexitat.

(D) Quin és el maxim de la funcié velocitat?

(E) Quina relacié existeix entre els instants en qué s'assoleix la inflexi6 i el maxim de la velocitat? Sempre
passara el mateix?

Sabem que la velocitat d’un mobil als 10 minuts de comengar un trajecte era de 250 km/h, i als 30 minuts era de

450 km/h, la qual va ser la maxima velocitat assolida al llarg del trajecte.

(A) Obtén els valors de a, b i ¢ per als quals la funcié f(x) = ax® + bx + ¢ representa la velocitat en funcié del
temps transcorregut.

(B) Quina va ser la duraci6 total del trajecte?

Una maquina no pot produir més de 100 kg de sacarina, en un determinat periode de temps. La funci¢ de costs
totals (euros) és C(x) = 0.2x* + 30x + 1000, on x representa els kg produits. Un bon client de I'empresa paga un
preu, en funcié de la quantitat comprada, que ve donat per la funcié p(x) = 100 — 0.2x. Calcula quina quantitat x
de kg de sacarina convé fabricar i vendre al client per a maximitzar el benefici.

El cost total de fabricacié en € de x unitats d’un article ve donat per la funci6 f(x) = X— 2«/; +20.

(A) Obtén la funcid g(x) que representa el cost de fabricacié unitari, i el cost unitari quan es fabriquen 25
unitats, i quan s’en fabriquen 100.

(B) Obtén el nombre d’unitats que cal fabricar perqueé el cost unitari siga minim, i el valor d’aquest minim cost.

Donada la funcio f(x) = arctgx, es demana:
(A) Punts on la grafica d'aquesta funcio té pendent 1/2.
(B) Quin és el valor del major pendent que té aquesta corba?

Donada la funci6 f(x) = In(x* + 1), es demana:
(A) Punts de la grafica de f on la recta tangent és paral-lela a la recta r: 4x — 5y = 0.
(B) Punt de la grafica de f on la recta tangent té pendent maxima, i valor d’aquesta maxima pendent.
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Volem construir una tenda de campanya en forma de piramide de base quadrada, que tinga un volum de 36 m?,
col-locant un pal vertical en el centre de la base, 1 unint I’extrem superior del pal amb els 4 vertexs de la base per
mitja de 4 filferros de la mateixa longitud. Calcula la longitud del pal i la longitud del costat de la base, perque les
despeses en filferro siguen minimes.

Troba, entre totes les rectes que passen pel punt P(1, 2), aquella que forma amb les parts positives dels eixos de
coordenades un triangle d'area minima.

Obtén dos nombres positius la suma dels quals siga 20 i el seu producte siga maxim.

Una horta té actualment 25 arbres, que produeixen 600 fruits cadascun. Es calcula que per cada arbre addicional
plantat, la produccié de cada arbre disminueix en 15 fruits.

(A) Calcula la producci6 actual de I'horta.

(B) Calcula la produccid total si es plantaren x arbres més.

(C) Calcula el nombre total d'arbres que ha de tenir I'horta perque la produccio siga maxima.

Una agéncia de viatges ofereix a un grup de 50 persones un viatge a 1000€ per persona. A més, per cada viatger

addicional que es puga aconseguir, el preu per persona disminuira en 10€.

(A) Expressa els ingressos totals de 1’agéncia en funci6 del nombre addicional x de viatgers.

(B) Obtén el nombre total de viatgers que proporciona els majors ingressos possibles a 1’agéncia, el valor
d’aquests maxims ingressos, i el preu que pagaria cada persona.

Dos pals d’1 i 2 metres d’altura, respectivament, estan separats per una distancia de 6 metres. Volem unir els dos
pals amb un cable que vaja des de I’extrem superior d’un pal a un punt del sol, i després fins a 1’extrem superior
de I’altre pal (tots tres en el mateix pla). Obtén la menor longitud que ha de tenir el cable.

Tenim 2 punts A i B separats per una distancia de 2 metres, i entre ells, a igual distancia, un pal de 5 metres
d’al¢ada. En el pal volem elegir un punt P, i unir aquest punt amb 3 cordes que vagen als punts A, B i a I’extrem
superior del pal. Calcula I’algada a qué es trobara aquest punt P, perque la longitud total de les cordes utilitzades
siga minima, i el valor d’aquesta minima longitud.

Un fabricant vol produir caixes amb tapa, amb una capacitat de 9 litres, de forma que el cost de material utilitzat
en la seva elaboracid siga minim. Obtén les dimensions de les caixes si el fabricant vol que la base siga
rectangular, amb un costat de doble longitud que Ialtre. (1 litre de capacitat equival a 1000 cm® de volum).

Obtén les dimensions d‘una caixa de base rectangular que siga doble Ilarga que ampla, de forma que la suma de
les longituds de totes les seues arestes siga de 36 m, i el volum siga maxim. Obtén també el valor de aquest volum.

Volem construir una caixa amb una capacitat de 250 litres, sense tapa en la part superior, i de forma que la base de
la caixa siga un rectangle amb doble base que altura. El material de la base de la caixa costa 3€/dm? i el de les
parets laterals 2€/dm?. Obtén les dimensions de la caixa de minim cost, i el valor d’aquest minim cost.

Volem construir una tenda de campanya en forma de caixa de base rectangular, amb una altura de 2 m i un volum
de 32 m®, amb unes despeses minimes. Les parets, s0l i sostre han de ser de lona, a 10 € el m? i les varetes que
uneixen totes les cares han de ser d’alumini, a 20 € el metre. Obtén les dimensions de la tenda i el seu minim preu.

Volem construir un contenidor en forma de paral-lelepipede rectangular de 9 m?

de volum, amb una altura d'un metre. Suposem que el cost de construccié per m?

és de 50 euros per a la base, 70 euros per a la tapa i 40 euros per a les parets

laterals. Si anomenem x i y a les dimensions de la base:

(A) Expressa el cost de construccid del contenidor en funcié de x. 1

(B) Obtén les dimensions del contenidor més economic. X

Volem construir un diposit de base quadrada, sense tapa, i disposem de 1500€ per al material. El preu de la base
del diposit és de 5€/m? i el de les 4 parets laterals, de 10€/m”. Obtén les dimensions del diposit de major volum
possible, i el valor d’aquest maxim volum.

Volem construir un pot cilindric amb una capacitat de 0.5 m®, sense tapa en la part superior. EI material de la base
costa 1€/dm? i el de la paret lateral 2 €/dm®. Obtén les dimensions (radi de la base i altura) del pot de minim cost, i
el valor aproximat d’aquest minim cost.
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Obtén les dimensions del rectangle amb perimetre 2p i diagonal minima.

Un vaixell A es troba a 1000 km a I'est d'un altre vaixell B, i navega cap a l'oest a una velocitat de 20 km/h.

Mentrestant, el vaixell B navega cap al nord a 10 km/h.

(A) Fes un croquis representant la situacio, elegeix un sistema de coordenades comode, i planteja una funcié que
represente la distancia que en cada instant hi ha entre els dos vaixells.

(B) Quan es trobaran a una distancia de 500 km?

(C) Troba l'instant de temps en qué els dos vaixells es trobaran més prop, i el valor d’aquesta distancia minima.

La figura representa un canal d’aigua que té 10 km d’amplaria. Un biatleta es troba en A i vol anar a C. Pot creuar
el canal nedant a una velocitat mitjana de 2 km/h, i pot correr a 6 km/h. La distancia entre els punts B i C és de 24
km.

A

(> A

B X C

Calcula a quina distancia x del punt B hauria d’aplegar nedant el biatleta per tardar el menor temps total possible
en aplegar a C, i el valor d’aquest temps minim.

Obtén les dimensions del triangle isosceles de major area que es pot inscriure en una circumferencia de radi R.

Volem construir una piscina rectangular de 800 m? de superficie, i el terreny que I’envolta cobrir-lo de gespa amb
una extensio de 10 m d’amplaria als costats curts de la piscina, i de 5 m d’amplaria als costats llargs. Obtén las
dimensions de la piscina per a les quals les despeses en gespa siguen minimes, i el valor d’aquestes despeses, si el
m? de gespa val 10 euros.

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en un triangle rectangle amb catets de
longituds a i b.

0.2

|

L'espill d'1 metre per 2 metres de la figura se'ns trenca per un cantd. Amb el tros 10.4
gran d'espill que ens queda podem tallar molts espills rectangulars distints, que !
tinguen un dels seus cantons sobre el costat trencat.

(A) Expressa en funcid de x I'area del nou espill tallat. Entre quins valors varia x?
(B) Obtén les dimensions de I'espill de major area que podem tallar.

(C) Obtén també les dimensions de I'espill de menor area.

Dividim un filferro de 10 metres de longitud en dues parts, i anomenem x a la longitud d'una de les parts:

(A) Siamb cada part construim un quadrat, expressa l'area total d’aquests en funcio de x, i el valor de x per al
qual la suma de les arees és minima.

(B) Siamb una part construim un quadrat i amb I'altra un cercle, expressa l'area total en funcié de x, i el valor de
x per al qual la suma de les arees és minima.

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en I'el-lipse d'equacio:

2 2
X—2+y—2:1
a b

Obtén les dimensions del rectangle de major area que podem inscriure en un semicercle de radi R.
Troba les dimensions d’un triangle rectangle de perimetre minim que tinga inscrita una circumferéncia de radi 1.

Observa que els radis determinats pels punts de tangencia divideixen el triangle en tres quadrilaters (un d’ells
quadrat).
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Volem construir una parcel-la en forma de triangle isosceles amb un perimetre de 12 metres, i adossar a cada
costat del triangle un quadrat amb els costats de la mateixa longitud que el costat del triangle al qual s’adossa.
Obtén les longituds dels costats del triangle per als quals la suma de les arees dels quadrats adossats és minima, i
el valor d’aquesta minima suma d’arees.

Volem construir una finestra en forma d’estrella de 4 puntes, adossant a cada costat d’un rectangle de 4 m? d’area
un triangle equilater. Obtén les dimensions del rectangle de forma que 1’area total de la finestra siga minima.

Volem construir un aparcament cobert en forma de paral-lelepipede amb una altura fixa de 2 m, i base rectangular,
que tinga una area de 70 m% El material per a la base costa a 20€/m? per al sostre a S0€/m?, i per a les parets a
30€/m?. L’aparcament per davant (aresta base x) no tindra paret. Les arestes del paral-lelepipede seran de ferro, a
20€/m. Obtén les dimensions de 1’aparcament rectangular de minim cost, i el valor d’aquest minim cost.

Obtén el punt P(x, y) de la parabola y = x* que es troba a menor distancia del punt A(3, 0), i el valor d’aquesta
minima distancia.

Considerem I’arc de parabola y = 1 — x%, amb —1 < x < 1. Obtén els punts d’aquest arc que es troben a menor i a
major distancia de 1’origen de coordenades, i el valor d’aquestes distancies.

Obtén els punts de la parabola y = 4 — x? que es troben a menor distancia de A(0, —1), i el valor d’aquesta minima
distancia.

2 [—
Obtén els punts P(x, y) de I’arc de parabola y = x“=2

amb —2 < x <2, que es troben a menor i a major distancia

del punt M(0, 1), i el valor d’aquesta minima i maxima distancia.

Considera la branca de la hipérbola d’equacio xy = 1, i siga a > 0.

(A) Obtén els punts de tall A'i B de la recta tangent a la hipérbola en x = a amb els eixos de coordenades.

(B) Obtén la distancia entre els punts de tall A i B, en funcio de a.

(C) Obtén el valor de a per al qual la distancia entre els punts de tall A i B és minima, i el valor d’aquesta
minima distancia.

Obtén el punt P(x, y), amb x entre 0 i 1, de la parabola d’equacié y = 1 — X% per al qual I’area del triangle
rectangle inscrit que té per hipotenusa el segment d’extrems P(x, y) i Q(—1, 0) és maxima, i el valor d’aquesta
maxima area.

Considerem el segment de la recta d’equacio x + y = 4, situada en el primer quadrant, i un punt P(x, y) d’aquest
segment. Construim el segment AB, on A i B son les projeccions de P sobre els eixos de coordenades. Obtén la
menor longitud que pot tindre el segment AB.

Siga r una recta que passe pel punt P(1, 3) amb pendent negativa. Construim un triangle rectangle que té com a
vertexs 1’origen de coordenades O i els punts de tall A i B de la recta r amb els eixos de coordenades. Obtén la
minima area que pot tindre el triangle OAB, les coordenades dels punts A i B, i I’equacio de la recta r per als quals
hem assolit I’area minima.



Solucions de les activitats del capitol 3

1. fno verifica les hipotesis en [0.5, 4]: f(0.5) = 1/16 = f(4) = 4, ni la tesi: f'(x) = 0.5x% = 0 en ]0.5, 4[; f no verifica la
hipotesi en [-1, 4]: f(—1) = 1/4 = f(4) = 4, perd si verifica la tesi: 0e]-1, 4[i f’(0) =0. 2. a=-4;f’(-3/2) =0.

4. (A)]-1,0[, 10, 4[ i 14, 7[. (B) Unasolucié en 10, n/2[. (C)1-2,-1[, -1, 2[, 12, 4[. 5. (A) Si; x= 2(~3-1).
(B)Si;x=0,x=2. 6. (A)2/3. (B)-1. (C)0. (D) +oo. (E)-1/3. (F) 2/3. (G) 1/3. (H) 1/2. (1) 0. (J) 1/2.

7. (A)e. (B)-1/2. (C)0. (D)0. (E)1. (F)1. (G)1. (H)1/e. (1) 0. (J) 3/11. (K) 0. (L) 3/2. 8. En el primer
limit és correcte aplicar L'Hépital (indeterminaci6 0/0), no en el segon que dona 0/2 = 0 i no s'aplica L'Hépital.

9. (A)a=0; AH:y =2 (bilateral). (B)a=2; AH:y =0 (bilateral). 10. (A) m=n=1/2. (B) g és continuaen x =1,
discontinuaenx =0. 11. (A) Creixen x =11 2, decreix en x = —1, res podem afirmar de moment en x = 0.

(B) Sempre creix encara que en X = 0 no podem afirmar-ho de moment. (C) Creix en x = 1i 2, decreix en x = -1, ni
creix ni decreix en x = 0 encara que no ho podem afirmar de moment. (D) Sempre creix encara que en X =0 no
podem afirmar-ho de moment. (E) Decreix en x = —1, 0 i 1, ni creix ni decreix en X = 2 encara que no ho podem

afirmar de moment. 12. Unic punt singular és x = 1 (f no derivable en ell); com que f'(x) = (_% <0 (six=#1),

aleshores f és decreixent en ] —oo, O[U ]1, +o[. 13. (A) Decreix en ]—oo, 1[ i creix en J1, +oo[; minim relatiu en x = 1.
(B) Decreix en ] —oo, —2[U ]0, 2[ i creix en ]-2, O[ U ]2, +oo[; minim relatiu en x = £2, maxim relatiu en x = 0.

(C) Decreix en ] —, 0[U ]2, 4[ i creix en 0, 2[ U ]4, +oo[; minim relatiu en x = 0 i 4, maxim relatiu en x = 2.

(D) Decreix en ] —o0, =1[U]0, 1[ i creix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = +1, maxim relatiu en x = 0.

(E) Decreix en ]—oo, In2[ i creix en JIn2, +oof; minim relatiu en x = In2. (F) Creix en ]—oo, 1[ i decreix en ]1, +oo[;
maxim relatiu en x = 1. (G) Creix en ]0, e[ i decreix en ]e, +oo[; maxim relatiu en x = e. (H) Decreix en

]-o0, —1[U 11, +oo[ i creix en ]-1, 1[; minim relatiu en x = -1, maxim relatiu en x = 1. (I) Creix en ]—o, O[ U ]2, +oo[

i decreix en 10, 1[ U ]1, 2[; maxim relatiu en x = 0, minim relatiu en x = 2. (J) Creix en ]—w,—ﬁ[u} V3, +oo|:
i decreix en }—ﬁ,—l[U]—l,l[UJl, ﬁ[ : maxim relatiu en X = — /3 , minim relatiu en x = /3 . (K) Creix en

]-o0, =1[U 10, 1[ i decreix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; maxim relatiu en x = +1, minim relatiu en x = 0. (L) Creix en

10, 2[U 14, 5[ U 15, 6[ i decreix en ]2, 4[; minim relatiu en x = 4, maxim relatiuen x =51i6. 14. (A) Creix en

]-o0, —1[U 11, +oo[ i decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en (-1, 2), minim relatiu en (1, —-2). (B) Decreix en

]-o0, =1[U]0, 1[ i creix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en (-1, 0) i (1, 0), maxim relatiu en (0, 1). (C) Decreix en
]-o0, 3/2[ i creix en ]3/2, +oo[; minim relatiu en (3/2, —27/16). (D) Creix en [0, n/4[U ]3n/4, 5m/4[U ]7n/4, 2x] i
decreix en ]r/4, 3n/4[ U 15n/4, Tr/4[; minim relatiu en (0, 0), (3n/4, -1) i (7n/4, —1), maxim relatiu en (n/4, 1),
(5n/4, 1) i (2m, 0). (E) Decreix en ]—oo, —2[ i creix en ]-2, +oo[; minim relatiu en (-2, -25). (F) Creix en

J-o0, —2[ U 10, +oo[ i decreix en -2, O[; maxim relatiu en (-2, 4e~%), minim relatiu en (0, 0). (G) Decreix en ]0, e Y[ i
creix en Je ™, +oo[; minim relatiu en (™2, —1/(2e)). (H) Creix en [0, n/2[ U ], 3n/2[ i decreix en ]n/2, n[ U

U 13n/2, 2=[; minim relatiu en (0, 0), (=, 0) i (2=, 0), maxim relatiu en (7/2, 1) i (3n/2, 1). 15. a=-4,b=86.

16. (A) En [0, 5]: M = f(0) = 0, m = f(4) = —32; en R no hi ha ni maxim ni minim absolut. (B) En [0, 5]: m = f(0) = 0,
M = f(4) = 32; en R: m = f(0) = f(6) = 0, no hi ha maxim absolut. (C) m=f(n) =-1, M =f(0) = f(2r) = 1.

(D) M =f(2) = 13, no hi ha minim absolut. (E)m=f(0)=f(8)=0,M=f(4)=4. (F)m =f(—\/§) =-2,

M = f(\/g) =2. 17. (A)En[0,5]: m=1(2) =-7, M =1(5) = 434; en ]-2, 2[: M = f(0) = 9 i no hi ha minim absolut.

(B)En[-1,5]:m=1(5)=0,M=1(3)=5;en[2, 4[: M =1(3) =5 i no hi ha minim absolut. 18. Base = altura=5m.

19. Base = altura=25m. 20. Triangle equilater de costat 40 cm.




21. Base =altura= 2 m; area=2 m% 22. Radi de la base = /6 cm, altura = 24/3 cm, volum = 127/3 cm®.
23. Cara quadrada de costat 10J2 cm; superficie: 400+2004/2 cm? 24, (A) Concava en tots. (B) Concava en
x=1yenx=2,convexaenx=-1,Plenx=0. (C) Concavaenx =2, convexenx=0yenx=-1,Plenx=1.

(D) Convexa en tots. (E) Convexa en x = 1, concava en —1. 25. (A) Concava en R. (B) Convexa en J+oo, O[ i

concava en ]0, +oo[; Pl en x = 0. (C) Concava en ]—oo, —1[ U ], +oo[ i convexa en ]-1, 1[; Pl en x = £1. (D) Concava

en J—oo, O[ i convexa en ]0, +oo. (E) Concava en J—w,—l/\ﬁ[ U Jl/«/§.+00[ i convexa en :|—1/\/§,1/\/§|:;
Plenx = i%. (F) Codncava en }—00,—«/5[ u }0«/5[ i convexa en :|—\/§,0[ u :|\/§,+00|:; Plenx=0, +/3.

(G) Concava en ]—, O[ i convexa en ]0, +oo[. (H) Convexa en ]—o0, —1[U ]0, 1[ i concava en ]-1, O[ U ]1, +oo[;

PI(0, 0). (1) Convexa en } 2-2,2+ «/E[ , concava en els altres; Pl en x = 2 ++/2 . (J) Convexa en }—00,—\/5[ U

JO,«/@[ i concava en :|—\/§,0|: u :|\/§,+00|: ‘Plenx=0, +/3. (K) Convexa en J—o, 2[ i concava en ]2, +oof,

Plenx =2. (L) Convexa en ]—oo, O[ i concava en ]0, +oo[. (M) Convexa en -, e¥?[ i concava en ]e%2, +oo[:

Pl en x = e%?

. (N) Concava en [-r, O[U ]x, 2x[ i convexa en 0, x[U 27, 3x[; Pl en x = 0, w i 2x. (N) Igual que
I’anterior. (O) Convexa en [0, n/4[ U ]3n/4, 5r/4[ U ]7x/4, 2x] i concava en ]r/4, 3n/A[ U 15m/4, Tr/4[; Plen x = n/4,

3n/4, 5n/4 i Tn/4. (P) Convexaen ]0, 2[ i concavaen ]2, 5[ U ]5, 6[. (Q) Convexaen ]0, n/2[ i concava en

Jn/2, 3n/2[ U 13n/2, 2x[. 26. (A) PI(L, -9). (B) PI(0, 0), P|(J§, —21J§), Pl(—ﬁ, 2145). (C) PI(6, —5184).
343
(D) PI(2,-14). 31.m=-3,n=4. 32. A=-3,b=2,¢c=2. 33. PI(0,0). 34. = 35. A les 10 hores. A les 6
hores és més eficient, el ritme de carrega (derivada) és maxim. Si, a partir de t = 6 entrega amb menor ritme.
36.
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Solucions dels problemes del capitol 3

1. fcreixen—2, decreixen 2i4; gihdecreixen—-2,21i4;tcreixen-2,2i4. 2. (A)fcreixen]l, +oof i decreix en
]—oo, 1[; g creix en ]O, +oof; h creix en R; t creix en ]-1,+oo[. (B) f decreix en ]-1, 0[U 10, e — 1[ i creix en Je —1, +oo[;
g decreix en ]—oo, —1[ i creix en ]-1, +oo[; h decreix en J—oo, —1[ i creix en ]1, +oo[; t decreix en J—oo, 0[~{-1} i creix

en ]0, +o[~{1}. 3. La velocitat augmenta en [0, 8] i I'acceleraci6 disminueix en [0, 8].

41 (a f g h t B) f g h t
Min. | @0) | (-1.0) | (1.1/3) {_f‘lfj No @~2) (0,0) No
‘\/§ 2\/5 [4)2/3 [4j2/3 1
x| (- _ NS AW a_ il T =
Max. | (-14) | 14) | (-1,3) ( 30 (-3,-27/4) | No = - (1 3)
© f g h t | (D) f g h t
Min. (—e,%lj [%H kr, gj No | No (3,-27) | (2€) | (01) | (£+3/2 ~1/4)
R 1 n
Max. [e,f) (—Jr kn,g) (0,1) | No No No No 0,2
e 12
(E) f g h t [GEEE g h
Min. No No (-4,0) (km,0) No [%+2kn,g) (%n+2kn,hj
Max. (1, E);(—lﬁj (3,27€%) | No | (n/2+km1) No (E+2kn,g) (E+2kn, hj
e e 6 6

5. (A) f té maxim relatiu en (g %] h té minim relatiu en (-1,0); g i t no en tenen. (B) f té minim relatiu en
(1, —gj : g t& minim relatiu en (0,0); p t& minim relatiu en (e — 1, e); g té minim relatiu en (-1, —e72); s té minim

relatiu en (0,1); h, tirnoentenen. 6. (A) fconvexaen ]—ow, O[, concava en ]0, 1[ U 11, +oo[, Pl en 0; g convexa en

_w_1+\/§ —1iJ§
"3 3

l: U } 0, J§3—1 { , concava en els altres, Pl en x = ; h concava en ]—oo, -2- «/5[ U

UJ -2+ \/51[ , convexa en els altres, Plenx =1, -2 + \/§ ; t concava en ]—o, —2[, convexa en els altres, sense PlI;

p concava en ]-oo, 2[, convexa en els altres, Pl en 2. (B) f convexa en ]—o, 3[, concava en els altres, sense Pl; g

concava en ]—o, —1[, convexa en els altres, Pl en —1; h concava en R; t convexa en J—o, 2[ U ]3, +oo[.




7. Sin =1, recta creixent i no té extrems ni inflexions; si n = 1 és imparell, f creix en R, convexa en J—o, O[ i

concava en ]0, +oof, Pl en x = 0; si n parell, f concava en R, decreix en ]—o, O, creix en ]0, +oo[, minim relatiu en

4 203) . 1 32). 1 .
x=0. 8 (A)fteM| ——,—|im(2,-11);gtéM| -—=,— | im|[1,=|. (B)fté m(-1, -28)inoté M; g té
@ tem(-5. 22 ime,migem(~3, 2 ) im(1.3]. @ freme-1,-22) g
M(0, 9) i m(=3, -72).
9. (A) J (B) ©
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(4-F-h) (6-A-F) (6-A-) (6-A-h) 7 |6A
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13. En t =2, l'acceleraci6 es nul-la, v’(2) = 0; VMvg 21 = 2, VMv}, 4 = =2 1 VMv[g 4 = 0; en [0, 2] el moviment és
accelerat, en [2, 4] és desaccelerat i en [0, 4] I'acceleracié mitjana és 0. 14. Només f verifica les hipotesis, per a x =
3/2, perqué g i h son discontinues en x = —-1. 15. P(2,4). 16. (A) Si,x = \/§ /3. (B) No, discontinua en x = /2.
(C) No perqué In1 = Ine. 17. (A) No té solucions. (B) Una solucié en ]-4, =3[ i una altra en ]0, 1[. (C) Una solucio
en ]-5,—4[. (D) Una solucié en ]0, 1[. (E) Unasolucié en]-1, O[. (F) Una soluci6 en]-1, O[i una altraen ]1, 2].

18. (A)a=-3,b=5c=4. (B)a=-16/5b=236/5c=1/5. 19.Peraac[0, 2n], 3x,€]0, a[ tal que sina—sin0 =

-0

cosXp <1l = SN& _1 — sina< a, Vae[0, 2r]. 20. No. 21. No, perque f no és derivable en \/g €]l 3[.
a

23. (A) Siga f(x) = xsinx + cosx — x%. Com que f(—a) = f(a), si aés arrel, f(a) =0 — f(-a) =0 — —a també és arrel.
(B) f és continuaen [0, ] i f(0) > 0i f(r) <0 — (Bolzano) 3x,<]0, n[ tal que f(xo) = 0. (C) Com que f és continua i
derivable en R, si f té tres arrels, f(x;) = f(x,) = f(x3) = 0, aleshores per Rolle, f ' tindria dues arrels, perd f '(x) = 0
només té una arrel: x = 0. 24. Si f és una funcid polinomica, aleshores és continua i derivable en R, i li podem
aplicar el Teorema de Rolle. Si f té 4 arrels distintes, les ordenem, i per Rolle, entre cada dues arrels consecutives hi
ha una arrel de f°. Per tant, f* t¢ 3 arrels distintes (no en té més, perque f* és polinomica de grau 3). Repetint aquest
raonament per a f*, que també és continua i derivable en R, obtenim que £’ té dues arrels distintes. 25. (A) ]-1, O,
10,2[,12,3[. (B)]0, 1[, 11, 2[. (C)]-3,-2[,1-2,0[, 10, 1[, 11, 2[. 26. m=10,n=-25. 27. a=-3,b=3,c=1.
28. f(x) =ax® — 3ax? + (1+2a)x, a=0. 29. a=c=1/2, b=-3.




30. a=

~ |G

,b:g. 3l.a=c=1b=-1 32 . a=9/22,b=-1,¢=1/2. 33. a=3,b=-1. 34. a=-1,b=2.

35. a=-2,b=5c=-2. 36. a=c=-2,b=3. 37. a=1,b=-2,c=3. 38 a=1,b=-2,c=2. 39. a=-2,
b=0,c=0,d=2. 40. a=-1,b=4,c=0. 41. y+2=-3(x—1). 42. P(1,4)iQ(-2,-2). 43. (A)3/4. (B) 1/2.
(C)2. D)1/3. (E)1. (F)1. (G)1. (HY4 () 1. (I) 1. (K)+eo. (L)0. (M)O. (N) 1. (N)1. (O)-1/3. (P) 1.

(Q) l/e. (R)1. 44. (A)-1/3. (B) 2. 45. y=2 (bilateral). 46. Discontinuitat evitable en x = 0 i de 2n espécie en

X =m/2. 47. Discontinuitat evitable en x =2. 48. (A) R ~{n/2, n}. (B) Evitable en x = /2, de salt 6 en x = =.

49. (A) -2 m/setmana i 2 m/setmana. En la primera setmana disminueix la neu acumulada i en la segona augmenta
(en ambdds casos a ra6 de 2 m per setmana). (B) 2.25, 3 i 2.25 m/setmana respectivament. (C) En x = 3, assoleix 4
metres. (D) Enx=1ienx =4, que no hihaneu. (E) Enx =2, amb 3 metres/setmana. 50. (A) No, la funcid creix

sempre. (B) La taxa és maxima als % anys i la poblaci6 creix a 37'3 = 8.25 milers d’habitants/any.

(C) AH: y = 180; la poblaci6 creix aproximant-se a 180000 habitants. 51. Produir 2 tones de baixa qualitati 1 d’alta
qualitat, amb un ingrés maxim de 40000 €. 52. (A) Creix en [0, 20[ i decreix en ]20,+oo[ . (B) El benefici de tindre
el producte al mercat augmenta els primers 20 anys, després disminueix. (C) 20 mesos, 2500€.

53. (A) 11.4 mcg/(m® - any). (B) C’(8) = 5.4 mcg/(m® - any). (C) Com que C”(x) = —1.2, la variaci6 del ritme és

constant. 54. (A) 80 €. (B) —25 €/any (ha perdut de mitjana 25 € de valor cada any). (C) 8 €/any i —25 €/any.

8t si 0<t<2
(D) Creix en [0, 2[ i decreix en ]2, 8]. (E) 20 €, en I'instant t = 2. (F) P'(t)=4-5 9 <t<8’ La velocitat a quée
— S <l=
2

canvia el preu del producte. (G) No té maxim; fins a t = 2 la segona derivada és positiva i la variaci6 del preu
augmenta, pero com f no és derivable en t = 2, f* no assoleix el maxim. Després de t = 2 la segona derivada és
constant i la primera és negativa. 55. (A) f concava en 10, 2[ i convexaen ]2, 6[ (B)Plenx=2. (C)Enx =2, la
velocitat de variacio de la marea passa de créixer a decréixer i és per tant maxima: a les 2 hores és quan més
rapidament canvia la marea. 56. (A) f(0) = 1 Dam, f(5) = 88.5 Dam, I’altitud a qué es troba el globus en eixe
instant. (B) VMIf[3, 5] = 37 Dam/h. (C) 90 Dam/h. (D) Menor altura: 0.5 Dam, als 60 minuts; major altura:

850 Dam, a les 10 hores. (E) La major a les 10 hores, 270 Dam/h; la menor als 30 minuts, —0.75 Dam/h.

57. (A) 0 km/min?, no varia Iacceleracio mitjana en eixe tram. (B) 0.75 km/min. (C) Augmenta en [0,/ U]2,3[ i
disminueix en ]1,2[U]3,3.5[. (D) 4.5 km/min, enx =1ienx=3. (E) 0 km/min, en x = 0. (F) Acceleraci6 maxima:

12 km/min? en x = 0; minima —3.75 km/min® en x = 3.5.

50 52 55 57

45 1(x)

20 100 300 3

58. (A)m=n=1/2. (B) lim f(x) =+w,noenté; lim f(x) =0, AH:y=0. 59. (A)a=1. (B) AH:y=2/3.
X——0

60. (A)a=-1/3. (B)a=-2. (C)a=2. (D)a=1/2. (E)a=2. (F) a=3. (G)a=1/2. 61. (A)a=1.
(B) f'(x)=-1/2. 62. a=3/2. 63. (A)a=3/4. (B) f'(X)=0. 64. (A) (A) fcontinuaen R i derivable en

) oy | 2x+1)  six<l
R {1},f(X)—{4(X_2) six>1

x =1, valor 5; minim relatiu en x = -1, valor: 1; minim relatiu en x = 2, valor 3.

. (B) Decreix en ]-o0,—1[ UJL,2[ icreix en -1,/ U]2,+oo[ ; maxim relatiu en




65. (A) R ~{In1/2}. (B) AV: x =In1/2; AH: y = 0 (esquerra); AO: y = x — 2 (dreta). (C) No és derivable en x = 0.

six<0
66. (A) f(x) = 1-x . (B) f continua en R i derivable en R ~{0}. (C) Maxim valor 1 = f(0); minim
six>0

valor 1/4 =(3). 67. (A)f’(0)=1/2. (B)f’(0)=0. 68. (A) R~{-1, 0, In3}. (B) AO:y =x (esquerra); AH:y =0
(dreta); AV: x =1In3. 69. (A) ]-1/4, +o[~{0}. (B) AH:y =0 (dreta). 70. (A) R~{0}. (B) No, en x =0 hi ha una
discontinuitat evitable. (C) Si,y =1 és AH bilateral. 71. (A) R. (B) AH:y = 1/2 (bilateral); AV: x = 0.

72. (A) Creix en]-3, 1[ U ]2, +oo[ i decreix en ]—oo, =3[ U ]1, 2[; maxim relatiu en x = 1, valor 9; minim relatiu en

x = -3, valor —117 i en x = 2, valor 8. (B) Com que no esta definida en interval tancat no estan garantits els extrems

absoluts; no hi ha maxim absolut pero si minim absolut: =117, assolit en x = -3. (C) Concava en

7 7 . 7 7 7 .
}oo, 3{U}\/;,+oo{|convexaen }\/;,\/;{.Pl.enX—i\/; 73. (A) O(0, 0), A(1, 0) i B(-1, 0).

(B) fcreix en }—1, —1[ U }O, 1 [u JL, + o[ i decreix en els altres intervals. (C) Maxim absolut 4/27 = f(ii] ;

NE] Ne V3
minim absolut 0 = f(£1). 74. (A) J-o, —2[U ]2, +oo[. (B) f decreix en ]—oo, O[ i creix en ]0, +oo[; minim relatiu i

absolut en x = 0, valor —1. (C) f convexa en }—oo, —Z[U}z, +oo[ i concava en } [ Plenx= +—

2 2 2
NERNG] BB B
(D) AH: y =1, bilateral. 75. (A) AH:y =0, bilateral; AV: x =1y x = 4. (B) fcreix en ]-2, 1[U 11, 2[ i decreix en
], —2[U ]2, 4[ U ]4, +oo[. (C) Maxim relatiu en x = 2, valor —1; minim relatiu en x = -2, valor —1/9.
_ 6x — 2x°
(x2 +1)3'

x4+3x2_

76. (A) f'(x) = o

(%)

(B) Creix en R. (C) Convexa en J—«/§ O[U}E, +oo|: i concava

en ]—w,—\/ﬁ[ujo, J§[. (D) AO: y = x (bilateral). 77. (A) A(L, 0) i B(=2, 0). (B) [-2, +oo[~{0}. (C) Creix en

]—o0, O[ U ]1, +oo[ i decreix en ]0, 1[; minim relatiu en x = 1, valor 0. (D) Cdncava en ]—o0, 0[ U0, 2[ i convexa en
12, +oo[; Pl.en x = 2. AV: x = 0; AO: y = x (bilateral). 78. (A) AH:y =0 (bilateral per les dues). (B) f creix en
]-1, 1[ i decreix en ]—o0, —1[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = -1, valor —1/2, maxim relatiu en x = 1, valor 1/2.

(C) g creix en ], —1[U 10, 1] i decreix en ]-1, O[ U ]1, +oo[; minim relatiu en x = 0, valor 0, maxims relatius en

x = 1, valor 1/4.  79. (A) Df = R ; AH: y = 0 (bilateral). (B) f creix. en J—oo,—«/S_’[UJO, \/5[ i decreix en

J—«/§, O[U]\ﬁ, +oo[. Maxim relatiu i absolut en x = i\/§, valor 1/8; minim relatiu i absolut en x = 0, valor —1.

(D) f positiva en J—o0, —1[ U ]1, +oo[ i negativa en ]-1, 1].

72 73 Z : 75
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80. (A) [-2, +o[. (B) Creix en [-2, —1[ U ]1, +oo[, decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en x = —1, valor 2; minim relatiu

en x = 1 i x = =2, valor 0. 8l. (A) [-2, 2]. (B) f creix en J—oo,—\/i[UJO,\/E[ i decreix en

J—\/E, O[U}/ﬁ, +oo[. Maxim relatiu en x = i\/i , valor 2; minim relatiu en x = 0 i +2, valor 0. (C) Minim absolut
0, maxim absolut 2. 82. (A) ]-2, +oo[~{1}. (B) Creix en]-2, —1[ U ]1, +oo[ i decreix en ]-1, 1[; maxim relatiu en

x =-1, valor In4. 83. (A) ]-4, 4[~{0}. (B) Creix en J—4,— ~/§[U J 0, J§[ i decreix en J—\/g 0 [ U }/g 4[.
Maxim relatiu en x = J_r\/E_B , valor 6In2. 84. (A) ]-3, 3[. (B) Creix en]-3, -2[U]0, 2[ i decreix en ]-2, O[ U ]2, 3[.
(C) Maxim relatiu en x = £2, valor 2In5;minim relatiu en x = 0, valor 2In3. (D) Maxim absolut 2In5, no hi ha minim
absolut. 85. (A) Creix en R ; no té extrems relatius. (B) Concava en ]—oo, —1[U ]1, +oo[ i convexa en ]-1, 1[; Pl en
x=11. (C)m=0,enx=1;m=2,enx=-1. 86. (B) Decreix en ], 1[U 13, +oo[ i creix en ]1, 3[. (C) Maxim
relatiu en x = 3, valor 4e™*; minim relatiu en x = 1, valor 0. (C)y = 0 (dreta). 87. (A) Creix en J—oo, O[U]1, 2[ i
decreix en ]0, 1[ U ]2, +oo[; maxim relatiu en x = 0, valor 2 i en x = 2, valor 14e7%; minim relatiu en x = 1, valor 5.

(B) AH: y = 0 (dreta). 88. (A) Creix en ]-1, 1[ i decreix en ]—oo, —1[ U ]1, +oo[; maxim relatiu en x = 1, valor e ™*?;
minim relatiu en x = -1, valor -2, (B) Cdncava en J—«/§ O[ U }/5 + oo[ i convexaen J—oo, —«/5[ U JO, \/§[ ;
Pl.enx=0i +3. (B) AH: y =0 (bilateral). 89. (A) Creix en]-1, 0[U ]1, +oo[ i decreix en ]—oo, ~1[ U ]O, 1[.

(B) Maxim relatiu en x = 0, valor 1 + e minim relatiu en x = +1, valor 2e. (C) Minim absolut 2e; no hi ha maxim
absolut. 90. (A) Creix en ]0, n/4[ U ]5n/4, 2x[ i decreix en ]n/4, 5n/4[. (B) Maxim relatiu en x = /4, valor \/E;
maxim relatiu en x = 2r, valor 1; minim relatiu en x = 57/4, valor —/2 , minim relatiu en x = 0, valor 1. (C) Maxim

absolut ~/2 i minim absolut —/2. 91. (A) féscontinuaen R iderivable en R ~{0}. (C) Maxim absolut: 3, quan
x = 0; minim absolut: -1, quan x = +2. 92. (A) Es continuaen R iderivable en R ~{1}.

(B) Creix en ]-oo, O[U 11, 2[ i decreix en ]0, 1[ U ]2, +oo[; maxim relatiu en x = 0, valor 1, maxim relatiu en x = 2,
X2 +X six<0

valor 0, min. relatiu en x = 1, valor —1. (C) Convexaen R ~{1}. 93. (A) f(x) = , continuaen R,
xZ—x six>0

2x+1 six<l
derivable en R ~{0}; F'(x) = {ZX +1 SHX <1. (B) Creix en ]-1/2, 0[ U J1/2, +o[, decreix en J-o0, ~1/2[ U 0, 1/2[;
X— SI X >

maxim relatiu en x = 0, valor 0, minim relatiu en x = £1/2, valor —1/4.

85 86 87 88 92 93

12 1 1
fov
3 B 1

94. Maxim absolut 1/2, en x = n/4; minim absolut —1/2, en x = 3n/4. 95. m>0. 96. f”(x) = 0 si i només si
' 2
Bax + 2b = 0, que té soluci6 necessariament. 97. (A) X = w . (B)b?’-3ac>0. (C)b?>-3ac<O0.
a

(D) Si b? — 3ac = 0, I’tnic punt singular és x = —3£, pero esta és solucid de f”(x) = 0, i com que f’’(x) =6a =0, fté
a

una inflexi6 en eixe punt. 98.4.5i6 m. 99. Quadrat de costat «/ER. 100. Base i altura de 5\/5 m; area maxima

50 m% 101. Costats de 1 m, diagonal minima \/5 m. 102. Base: % m, altura: % m; area maxima: 1 m?.

103. Base: 2@ cm, altura: \/% cm; area maxima 50 cm?. 104. 12§24 cm. 105. r=2cm, h=3cm.

106. 8,8i4 m. 107. Costat triangle: 30 cm, altura rectangle: M cm. 108. r= L m, h= ﬂ m.
63 6-3 3 3




109. Base =4, altura=8. 110. (A)t: 2ax +y=a?+12. (B)a=2; minimaarea=32. 111. x=40m,y =60 m,
3600 €. 112. 20x60 m; cost = 36000 €. 113. 25x80 m; maxima area: 8000 m?. 114. Base: 50m, altura; 25\/5 m;

area maxima: 1250«/§ m?.  115. Base: 6\/1_0 m, altura: «/1_0 m; cost maxim: 200\/1_0 €. 116. 40 litres; cost: 45

20

€/litre. 117. Quadrat de 20 m de costat; minima area: 200 = m?. 118. J10. 119 a= arctgé — arctg— .
X X

(B)x= 1045 m, o ~ 6.38°. 120. o = arctg= — arctg2C. (B) x = 10J6 m, o ~ 11.54°. 121. 65m; 6.38".
X X

122. (A) Creix en ]0, 3[ i en ]5, 6[; decreix en ]3, 5[. (B) Maxima velocitat 54 km/h, alas3 hialas6 h.
123. (A) f(5) = 100 km (logic perque la funcié acumula km recorreguts). (B) Plenx=2. (C) f és concavaen]0, 2[ i
convexa en ]2, 5[. (D) f’(2) = 27 km/h. (E) Maxima velocitat en el Pl de f. No sempre és aixi, perqué la coincidéncia

és en un maxim relatiu, no necessariament absolut i també podria coincidir el PI amb un minim. 124. (A)a=-0.5,

b=230,c=0. (B) 60 minuts. 125. 87.5kg. 126. (A)g(x) = ; g(25) = 1.4 €/unitat,

X — 23X +20
X

g(100) = 1 €/unitat. (B) 400 unitats, 0.95 €/unitat. 127. (A) P(1, n/4) i Q(-1, —=/4). (B) f'(0) = 1.

128. (A) P(2, In5) i Q(% In %} (B) P(1, In2), maxim pendent: 1. 129. 3i6. 130. y=-2x +4. 131. 10i 10.

132. (A) 15000 fruits. (B) P(x) = 15000 + 225x — 15 x*. (C) 7 0 8 arbres més.
133. (A) I(x) = (50 + x)(1000 — 10x). (B) 75 viatgers a 750 €/persona; Ingrés maxim: 56250 €.

134, 3J§ m. 135. Altura: % m; longitud minima: 5 + «/33 m. 136. Base: 15x30 cm; altura: 20 cm. 137. 2,4 i
3m; 24 m?. 138. Base: 10x5 cm, altura 5 cm; cost minim: 450 €. 139. x = y=4m; 1440 €.

140. (A) C(x) = 1080 + 80x + 120 . (B)x=y=3m. 141. Base 10x10 m, altura 2.5 m; volum 250 m®,
X

142. Radi ; 6.83 dm, altura: 3i; 3.41 dm; cost minim 300%; 439.38 €. 143. x=y =pl2.

10
In Y
144 (A) D(t) = J(1000—20t)2+100t2 . (B)t=30i50h. (C)t=40h, D= 2005 km. 145. 12.5 km; temps

minim 8.714 h. 146. Triangle equilater de base J§R i altura 3R/2. 147. 40%x20 m i despeses de 18000 €.
148. x=a/2,y =b/2. 149. (A) A(X) =x(3.6 —2x); 0.8<x<1. (B)x=09,y=18. (C)x=08,y=20x=1,

10-x
4

X

2
y=16. 150. (A)A= (Zj +[

X

2 2
j ix=5m, A(5) = 25/8 m%. (B) A = n(—] +(
27

10—x)2 10n
; Xo = )
4 n+4

AXq) = 2—54 m?. 151. a\/E i b\/i. 152. % i R\/E. 153. Catets iguals de longitud 2 + \/E cm.
T+

154. Costats de 4 m; area minima 48 m?.  155. Quadrat de 2 m de costat. 156. 10x7 m; 7860 €. 157. P(1, 1),

minima distancia: \/g m. 158. Maxima distancia 1, punts A(0, 1), B(1, 0) i C(-1, 0); minima distancia: g punts

1 1) . 11 3 1) . 3 1 L .19 .
Pl —=,=1| i -—, =] 159. P|—&—,—=1| i ——,——|; minima distancia. ——. 160. Maxima
&) o) &2l 2

distancia 2, punts A(2, 1), B(-2, 1) i O(0, —1); minima distancia NG punts P(«/E 0) i Q(—\/z, O).

161. (A) A(0, 2/a) i B(2a, 0). (B) 2 a2+i2. (C) a = 1, distancia minima: 2J2. 162. P(1/3, 8/9); area 16/27 u.s.
a

163. 242 m. 164. Minima area 6: A(0, 6) i B(2, 0); 11 y = —3x + 6.
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5.1 Probabilitats uniformes per a variables continues

Recordem que una variable aleatoria continua va ser definida com aquella per a la qual el rang o
conjunt de possibles valors és un interval de nombres reals. Son exemples de variables continues les
associades a longituds, pesos, temps, etc.

L'assignacio de probabilitats a variables continues és diferent que en variables discretes. Per a
comengar, no €s possible 1is de la regla de Laplace perqué el nombre de resultats possibles no és finit.

Només tindran probabilitat els successos relacionats amb intervals, assignada a través de la seua
longitud. Les variables continues relacionen estretament el Calcul de probabilitats amb el Calcul integral
perque expressen les probabilitats com a arees.

El segiient exemple generalitza la regla de Laplace i estableix el primer pas per al calcul de probabilitats
de variables continues.

Exemple 1

|
El temps que tarda una persona a anar des de sa casa al treball és aleatori i oscil-la entre 20 i 30 minuts. Calculem
la probabilitat que:
(A) Tarde com a maxim 26 minuts. (B) Tarde almenys 27 minuts. (C) Tarde entre 24 i 27 minuts.

Definim la seglent variable continua:
X: “temps que tarda la persona a anar al treball” — Ry =1[20, 30]

(A) La probabilitat desitjada és la que X prenga un valor qualsevol de l'interval [20, 26]. Com que no hi ha ra6
per a suposar cap instant més probable que un altre, la probabilitat que haja transcorregut com a maxim 26
minuts €s el quocient entre la longitud de 1'interval [20, 26] que conté els resultats favorables i la de 1'interval
[20, 30] que conté els resultats possibles:

20 26 30

long([20,26]) _ 26 — 20 _

P(X<20)=P(X<l20. 26D = 4 L (20,30]) ~ 30 = 20 %

De la mateixa manera responem als altres apartats:

(B) P(X > 27)=P(Xe[27, 30]) = :zzgggggg}; - 28 - ;g - %

_ long([24,27]) _21-24 3
long([20,30]) 30 -20 10

(C) P24 <X <27)=P(Xe[24, 27))

Veiem que les probabilitats que assignem a intervals que tenen la mateixa longitud son les mateixes. En aquesta
forma d'assignar probabilitats, la probabilitat d'un interval resulta proporcional a la seua longitud.

< 10 > < 10 >
20 27 30 20 24 27 30
—3 —3

1 Una persona espera una telefonada entre 1'1 i les 2. Calcula la probabilitat que la trucada es produisca abans de
les 1:10 hores o després de les 1:50 hores.



> Probabilitats uniformes en un interval

Considerem una variable continua X amb rang I’interval [A, B].

Diem que X té una distribuci6 de probabilitat uniforme en l'interval |A, B] si la probabilitat de
qualsevol subinterval de [A, B] és proporcional a la seua longitud:

long([a, b]) _b-a

Si-[ab]C[AB] - P@s<X<b)= 0 oy B_A

e  L'expressio obtinguda significa que la probabilitat que la variable X prenga valors en un determinat
subinterval [a, b] C[A, B] és el quocient entre la longitud del subinterval [a, b], que representa els
resultats favorables, i la de l'interval [A, B], que representa els resultats possibles.

e  Qualsevol variable definida com X: “nombre real elegit a l'atzar en un interval I” segueix una
distribucié uniforme en l'interval I, i calcularem probabilitats amb 1’anterior expressio.

e  Un resultat important, cert per a totes les variables continues com veurem, és que com els intervals
[a, b], ]a, b], [a, b[ 1 ]Ja, b[ tenen tots la mateixa longitud b — a, aleshores tenen tots ells idéntica
probabilitat:

P(Xe[a, b]) =P(Xe]a, b]) =P(Xe[a, b[) = P(Xe]a, b[)
e Com a conseqiiencia d'aixd, la probabilitat que X prenga un valor concret és igual a zero. En les
variables continues, només els intervals tenen probabilitat no nul-la:

P(X=x)=0, per a qualsevol xe R

Exemple 2

.
Tornant a I'exemple 1, a quina hora ha d'eixir de sa casa la persona per a no arribar tard al treball, amb una
probabilitat de 0.9, si la seua jornada laboral comenca a les 8 hores del mati?

Anomenem x al temps maxim que pot tardar per a arribar a les 8, és a dir, si tarda x o0 menys de x, no arriba tard.
Volem conéixer el valor de x perque la probabilitat de no arribar tard siga de 0.9:

P(X<x)=0.9 | 0.9 [ ]
20 X 30
Pero:
long([2 _2 _
P(X < X) = P20 < X < ) = P(X<[20, x]) = o920, xD) _ x =20 _ x - 20
long([20,30]) 30 - 20 10
Aleshores: P(X <x)=0.9 X=20 _09 o x-20=9 < x=29

El maxim temps que pot tardar per a arribar a les 8 amb probabilitat 0.9 és de 29 minuts, per tant, ha d'eixir com a
maxim a les 7:31 hores de sa casa.

2  Una cinta de video de 3 hores de duracio es va projectar durant cert temps. Calcula la probabilitat:

(A) Que es projectara com a maxim una hora i mitja des del seu comengament.

(B) Que es projectara almenys dues hores.

(C) Una persona posa aquesta cinta a gravar un programa de 2 hores de duracié. Quina probabilitat té de
gravar el programa complet?

(D) Suposem que la cinta de video té un defecte que li impedeix gravar correctament entre els minuts 70 i
80. Si volem gravar un programa de 30 minuts de duraci6 i no la rebobinem, quina probabilitat existeix
de gravar correctament el programa en la seua totalitat?



5.2 Funcio de densitat de probabilitat

Exemple 3
|

Considerem la variable X: “nombre enter elegit a I’atzar de I’interval [1, 5]”. Aquesta variable és discreta, el
seu rang és {1, 2, 3, 4, 5} i assigna les mateixes probabilitats a tots els valors del rang. La funcié de quantia és

1 .
= si x=1,2,3,4,5
PX=x)=4 5 5]---9---0---0--9---0
0 | | i
2 4

en altre cas

La seua representacio grafica constant representa les probabilitats iguals dels valors del rang.

Considerem la variable X: “nombre real elegit a ’atzar de P’interval [1, 5]”. Aquesta variable és continua, el
seu rang és ’interval [1, 5], 1 segons 1’apartat anterior, segueix una distribucié uniforme en ’interval [1, 5].
long([a, b]) _ b-a

St [a I C 1, 5] tenim que P(X€la, b)) =00 =y ~ 72

La funcié f(x), constant en I’interval [1, 5], amb una linia horitzontal com a representacio grafica per a eixe
interval, expressa graficament la caracteristica fonamental d’aquesta variable continua:

1 .

= 1<x< f(x)
fx=,2 > =% > 14 f---
0

en altre cas

1
1
|
| 1 2 3 4 5

Podem calcular la probabilitat P(X[a, b]) como I’area del recinte limitat per la grafica de f(x) amb ’eix OX,
entrex=aix=bhb:

P(Xe|[a, b]) = area(f, [a, b]) = base x altura= (b —a) - % = E
Avrea(f, [a, b])
| f(x) f(x)
1/4 ¢ --- V4 -
: \ : | :
I a b 5 N 3 4 5

Aquesta funcié s’anomena funcié de densitat de probabilitat de la variable X uniforme en ’interval [1, 5], i
permet calcular probabilitats per a qualsevol interval, assignant les mateixes probabilitats per a intervals de la
mateixa longitud i probabilitats proporcionals a les longituds dels intervals.

K si 10<x<30
0 en altre cas
variable X: “nombre elegit a I’atzar de I’interval [10, 30]”, i calcula les probabilitats:

(A) P(X<15) (B) P(15 <X <£20) (C) PX>220) (D) PRO<X<21) (E)P(20<X<20.5)
(F) P(X=20) (G) P(15<X<20) (H) D’elegir un nombre menor que 15 o major que 25.

3 Calcula el valor de K perque la funcio constant en I’interval [10, 30], f(x) = { represente la



> Definicié de funcié de densitat de probabilitat

Els experiments aleatoris en qué no és assumible associar les mateixes probabilitats a tots els intervals
de la mateixa longitud (la majoria) precisen d'un model que generalitze el cas estudiat de la distribucio
uniforme. Sorgeix el concepte de funcié de densitat de probabilitat, que introdueix funcions que s'utilitzen
com a models per a representar la distribuci6 de probabilitats d'una variable continua X.

Considerem una funcio f: R — R iun interval qualsevol ICc R (pot ser fins i tot R ).

Diem que f és una funcio de densitat de probabilitat en l'interval 1 si verifica:

(A) fésno negativa: f(x) > 0, per a tot xe R .
(B) f(x)=0six¢l
(C) féscontinua en R, excepte com a maxim en un nombre finit de punts de 1’interval .

(D) L'area de la regio limitada per la corba i I'eix OX entre els extrems de I és igual a 1:

Area(f, I) = I f(x)dx =1
|

Exemple 4
E—

Comprovem que la segiient funcid, no constant perd simetrica en I’interval [1, 5], és una funcid de densitat de
probabilitat en I’interval [1, 5]:

X—_l Sil<x<3
4

flx) = S_TX si3<x<5

0  en altre cas

Como veiem, f és no negativa, perque f(x) > 0, i val 0 fora de I’interval [1, 5], és continua en R i I’area del
recinte que forma la grafica amb I’eix OX és igual a 1, perque és la suma de les arees de dos triangles iguals:

: o (P xer o 2[xe T (e 1]
Area(f, [1, 5]) =2- Area(f, [1, 3]) —2."1 T dx = Z|:?—X:|l —§|:[§—3j—(§— ji| =1

La funcié f no associa les mateixes probabilitats a intervals de la mateixa longitud. Calculem probabilitats de dos
intervals de longitud 1:

2

. B x-1 . 1| x? 2_1 4 1 1
P(1 <X <2)=area(f, [1,2]) = J.l e dx = Z|:7_Xl _ZHE_ZJ_(E_ ﬂ =3

3 2 3
—; B X2 (0 g) (4, 28
P2 <X < 3)=area(f, [2, 3]) .L 2 d 4{ 5 XL = 4[(2 SJ [2 ZH 3

X
Il
|

4  Per a la funcio de densitat de I’exemple anterior, calcula les probabilitats P(X > 4) i P(2 < X < 4).

5 Representa graficament les segiients funcions, i comprova que son funcions de densitat de probabilitat:

A 0 1 si 1<x<2 ®) fx)— x/2 si 0<x<2
= 0 en altre cas : 0 en altre cas



> Variables continues i funcions de densitat

Només ens van a interessar les variables continues si podem associar-les una funcio de densitat per a la
qual les seues probabilitats es representen per arees a través d'aquesta funcid. En molts textos d'Estadistica
aquestes variables son anomenades absolutament continues, perd nosaltres ens limitarem a anomenar-les
variables continues. A continuacio les definim.

Diem que una variable aleatoria X €s continua si hi ha una funcié de densitat f definida en el
rang de X, tal que per a qualsevol subconjunt A C Rx tenim que la probabilitat que X prenga els
valors de A ¢és igual a l'area del recinte limitat per la grafica de f i I'eix OX, en els limits del
subconjunt A:

P(XeA) = area(f, A) = jAf(x) dx

P(XeA) =area(f, A)

f(x)

» Conseqiiéncies de I’anterior definicio

Si una variable X és continua i f és la seua funcié de densitat associada:
(A) Les probabilitats dels intervals [a, b], [a, b[, ]a, b] i ]a, b[ son les mateixes:
P@<X<b)=P@@a<X<b)=P@a<X<b)=P(a<X<b)=area(f, [a, b])

(B) La probabilitat que X prenga un valor determinat x és sempre zero:

P(X=x) =0, pera qualsevol xeRx

(A) Es una propietat del calcul integral.
(B) Es conseqiiéncia de l'anterior apartat, perqué com [a , x] = [a, x [U {x}, aleshores:
P@<X<x)=P@@as<X<x)+P(X=x)

i com que P(a < X <x) = P(a< X < x) necessariament P(X = x) = 0.

6 Representa graficament les seglients funcions, comprova que sén de densitat de probabilitat, i calcula en cada
cas les probabilitats P(X <0.5) i P(0.5 < X < 1.5):

. X si 0<x<1
(A) f(x)= /2 s 0sx=<2 B) gx)=1{ 2-x si 1<x<2
X) 0 en altre cas (B) 8x B
0 en altre cas

7 Suposem que el consum diari de llum (en kW/h) d'un aparell eléctric €s una variable aleatoria X que es pot
modelitzar amb la funcié de densitat g de l'activitat 6. Quina seria la probabilitat de consumir almenys 0.5
kW/h en un dia?




Exemple 5

]
A continuacid tenim alguns exemples de funcions definides per mitja de polinomis en l'interval [0, 1], i definides

fora d'aquest interval amb el valor 0, que compleixen les condicions necessaries per a ser funcions de densitat de
probabilitat en aquest interval:

f1(x) = 6x(1 — x) £5(x) = 30x*(1 — x)°* f3(x) = 20x(1 — x)’ £4(x) = 20x’(1 — x)
25 25
» f £ i 2
i f
15 15
1 1
0.5 0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 i 0.2 0.4 0.6 0.8 1
6x(1-x) si 0<x<1 L . -
e Comprovem que fi(x) = és una funcié de densitat de probabilitat en [0, 1]:
0 en altre cas

(A) f) és no negativa: fj(x) >0 peratot xe R .
(B) fi(x)=0sixg[0, 1].
(C) fi éscontinuaen R .

(D) L’area del recinte que forma amb l'eix OX és igual a 1:

_ (! (" N N C R
.[Rfl(x)dx = J06x(1—x)dx —GIO(X—X )dx _6{2—3}0 _6(§_§j =

e Suposem que la distribuci6 de probabilitat de la variable continua X: “temps d'espera (en hores) fins a ser atés
en una cua” es pot modelitzar amb l'anterior funcié de densitat. Calculem la probabilitat que un client haja
d'esperar més de 3/4 d'hora per a ser ates:

1 1

6x(1—x)dx :GJ‘ (x—x?)dx =

P(X > 3/4) = P(X]3/4, 1]) = J
0.75

13/41]

f,(x)dx = I

0.75

2 371 2 43 2 3
-l X __ X sl L L | g 075 075 =1-0.84375 = 0.15625
2 3 0.75 2 3

e Calculem la probabilitat que un client haja d'esperar com a maxim 1/4 d'hora per a ser ates:

3}0'25 6(0.25-’- 028°

0.25 2
(x-x%)dx =6| > - X
2 2 3

PX<14)=| 6x@-x)dx = 6'[
0 0.75

1

j—G-O =0.15625
3

0

Les dues probabilitats P(X > 3/4) i P(X < 1/4) s6n iguals, per la simetria de la funcid f;(x) = 6x(1 — x).

20x3(1-x) si 0<x<1

és una f. d. p. en I’interval [0, 1].
0 en altre cas

8  Comprova que la funcio f4(x) = {
Si X és una variable continua amb I’anterior f. d. p., calcula P(X > 0.75), P(X < 0.25) i P(0.25 < X <0.75).

K .
— sl x>1
9  Obtén el valor de K per al qual la segtient funcid és de densitat de probabilitat f(x) = < x3

0 en altre cas



5.3 Funcio de distribuci6 de probabilitat

El seguent concepte és semblant al de freqliencies acumulades en Estadistica descriptiva. Es pot definir
tant per a variables aleatories discretes com per a variables aleatories continues, i té les mateixes propietats,
perd les seues aplicacions per a este curs les anem a reduir a les variables continues, com veurem en proxims
apartats. Es una funcié “acumuladora de probabilitat”.

Considerem X variable aleatoria continua amb rang R i funci6 de densitat f.
Anomenem funcio de distribucio de probabilitat de X, que expressem per F, a la funci6 que per
a quasevol xe R ens proporciona la probabilitat que X prenga valors de I’interval ]—oo, x]:

F(x) = P(Xe]-, x]) = P(X < x) = I " f(x)dx

F(x) = P(X<X) PX > X) FX) 7}/——-

>
o
PO S

> Propietats de la funcié de distribucio

Si una variable X és continua, f és la seua funcid de densitat, i F la seua funcio de distribucio:

(A) F és continua i creixenten R . B) IimF(Xx)=0 i limF(Xx)=1
(C) P(X>x)=1-F(x) (D) P(a<X<b)=F(b)-F(a)

(D) La derivada de la funci6 de distribucio és la funcio de densitat: F'(x) = f(x).

Exemple 6
|

Obtenim la funci6 de distribucié d’una variable aleatoria amb f.d.p:

1 .
— si x21 !
f(><)={x2

0 en altre cas

f(x)

Six<1: F(x) = P(X <X) = J'X f(x)dx = jx 0dx =0

X

0 six<l
Per tant F(x) = 1

1 X 1 1 X
SilezF(x):j 0dx+I —2dx=0+[—7} =[—7+1j=1—— F(x)
—00 1 X 1

1-= six21’ :
X




Exemple 7

|
Obtenim la funci6 de distribuci6 de la variable aleatoria amb funci6 de densitat de I’exemple 5, i comprovem totes

les propietats de la funcié de distribucio.

) = 6x(1-x) si 0<x<1
X 0 en altre cas

X
Com que F(x) =P(X<x) = I f(x)dx per a tot xe, aleshores:

X
Six<0:F(x):I 0dx =0,

. 0 X 2 3 2 3
e SiO<x<I: F(x)=I 0dx +J' 6(x —x?)dx =0+6{2—3} =6[ - j=3x2—2x3.
—0 0 0

0 1 X 2 3L
. Six>1:F(x):J. 0dx+‘[6(x—x2)dx+J. de:0+6{2— } +0=1
—0 0 1

En resum, la funci6 de distribucio és:

0 six<0 !
Fx)=43x°-2x* si0<x<1.
1 six>1

|
0.25 05 075 1

e En lagrafica de F veiem clarament que és creixent i continua en R i derivable en R ~ {0}.
e Calculem algunes probabilitats amb la funcié de distribucio:
(A) P(X<0.25)=F(0.25) = 3-0.25* — 2:0.25° = 0.15625
(B) P(X>0.75)=1-F(0.75) =1 — (3-0.75 = 2-:0.75°) = 1 — 0.84375 = 0.15625
(C) P(0.25 <X <0.75) = F(0.75) — F(0.25) = 0.84375 — 0.15625 = 0.6875
e Comprovem que la derivada de la funcié de distribuci6 és la funcid de densitat:
Sio<x<1l:F(x)=3x"-2x — F'(x)=6x—6x*=6x(1-x)="f(X)

Six<0:F(x)=0 — F'(x)=0=f(x)
Six>1LFX)=1 - F(x=0=fx)

e La propietat (B) dels limits en I’infinit es verifica facilment:

lim F(x)= lim 0=0 i lim F(x)= lim 1=1.

X—>—00 X—>—0 X—>+0 X—>+0

10 Obtén la funcié de densitat i la funcié de distribucié de la variable aleatoria uniforme en I’interval [2, 7],
representa-les graficament i calcula:  (A) P(X<3). (B) P(X>4). (C)P(3<X<6).
0 si x<0
11  La funcid de distribuci6 d’una variable aleatoria és F(x) = ) .
1-e7* si x>0

(A) Obtén la seua funci6 de densitat de probabilitat.
(B) Comprova que els limits de F en —o i en +oo valen respectivament 0 i 1.

(C) Calcula les probabilitats P(X < 1), P(X>2) i P(1 < X < 2).



5.4 Esperanca i variancia d’una variable continua

Els conceptes d'esperanca i variancia d'una variable discreta, estudiats en el capitol anterior, sén també
desenvolupats per a les variables continues i, encara que el seu significat estadistic és el mateix, la seua
definicié és molt distinta, perqué mentre en el cas discret aquests conceptes es calculen efectuant sumes, en
el cas continu calculem arees.

Considerem una variable continua X, amb rang R i funci6 de densitat de probabilitat f(x).

e Anomenem esperanga de la variable X, representada per E(X), a:
E(X) = I x.(x) dx
R
e Anomenem variancia de la variable aleatoria X, representada per Var(X), a:
Var(X) = j (x—E(X))’ - f(x)dx
R

e Anomenem desviacio tipica de X, 6(X), a I'arrel quadrada positiva de la variancia:

o(X) = /Var(X)

e ['esperanca és també anomenada valor esperat o valor mitja i és, com el seu nom indica, una mesura del
valor central de la distribucio de probabilitat.

e La variancia (o la desviaci6 tipica) és una mesura de dispersio: major valor de la variancia significa
major dispersio dels valors de la variable. Igual que en el cas discret, tenim una formula més practica per
a calcular la variancia, basada aquesta vegada en la propietat de linealitat de la integral definida:

> Definici6 operativa de variancia

Var(X) = E(X?) — E(X)?

sent

E(X)=I x-f(x)dx i E(X2)=j x* - f(x)dx
R R

Var(X) = E(X-E(X))* = J (x—E(X))* - f(x)dx
R
Com que (x—E(X))? =x?— 2xE(X) + E(X)° es té:

Var(X) = _[R(x—E(X))Z f(x)dx = J‘R(XZ—ZXE(X)+E(X)2)~f(x)dx

- J' x2-(x) dx — 2E(X) J' X -f(x)dx + E(X)’ J' x - f()dx = E(X?) — 2E(X) - E(X) + E(X)?
R R R

E(Xz) E(X) 1

Per tant
Var(X) = E(X?) - E(X)2.



Exemple 8
|

Considerem les variables continues X; i X, amb funcions de densitat segiients:

f
f) = 6x(1-x) si 0<x<1 : !
' 0 en altre cas e .
1
30%2% (1-x 2 si 0<x<1
fz(X) = ( ) 05
0 en altre cas
012 014 0:6 0:8 1

Comprovem que les dues variables tenen la mateixa esperanca, pero que la variancia de X, és menor; significa que
la distribucio de probabilitats de X, esta més concentrada que la de X;; observa les seues grafiques.

1
E(X,) = IRx~f1(x)dx - Iolexz(l—x) dx :e{é—ﬁ} :6(1—1j :%
0

4 3 2
1 4 5 6

E(xz)zj' X, (x) dx =j 30x°(1-x)? dx =30| X2 X . X | Zg[l 2, 1)1

R 0 4 756 | 4 5'°6) 2

Aleshores E(X,) = E(X,) =

N |-

Calculem les variancies, amb la formula Var(X) = E(X?) — E(X)?.

4 5t
E(X12)= IRXZ-fl(x)dx = J016x3(1—x) dx :6{%_%} :6(1_% -6
0

1
EOG) = [ 1 fo000x = [ 6= ox = 2

2
Var(X;) = E(X?) - E(X))? = % - (EJ =1
= Var(X;) > Var(X,)

2
Var(Xy) = E(X3) - E(X;) = ; - Gj -1

12 Lalongitud en cm d'una certa peca fabricada és una variable aleatoria X amb funci6 de densitat:
fix)=Kx-1)(3-x) sil <x<3 i f(x)=0 en altre cas
(A) Calcula el valor de K per al qual f és una funcié de densitat de probabilitat, i representa-la.
(B) Una pega és ven si la seua longitud esta entre 1.5 i 2.5 cm. Quina és la probabilitat que una pega siga
vendible?
(C) Calcula I’esperanga i la variancia de X.

13  En el pes d'un conjunt de sacs de farina de 100 kg es comet un error aleatori X (en kg) amb funcié de densitat:
fx)=K(1 -x*) si-1<x<1 i f(x)=0 en altre cas
(A) Calcula el valor de K per al qual f és una funcié de densitat de probabilitat.

(B) Calcula la probabilitat que un sac de farina pese més de 99.5 kg.
(C) Calcula I’esperanga i la variancia de X.



5.5 Ladistribucié normal

Es, amb diferéncia, la distribucio de probabilitat més utilitzada en Estadistica, per les seues moltes
propietats matematiques i estadistiques, com veurem a continuacio.

> La familia de distribucions normals

Es tracta d'una amplia col-lecci6 de funcions de densitat les grafiques de les quals tenen forma
acampanada i sén simétriques respecte del seu valor mitja:

Diem que una variable continua X segueix una distribucid normal amb mitjana p i variancia
o, que representem per X ~ N(u, o), si la seua funci6 de densitat és:

1 _;(uf
f(x)=me 2Le ) peratotxe R

\ -2 . .. . ox .
Es pot demostrar que els parametres 1 1 6~ son precisament la seua mitjana i la seua variancia:

Si X~N,o?) - EX)=pi Var(X)=0o

> Representaci6 grafica de les funcions de densitat N(p, 6°)

Per a cada valor dels parametres p i o® tenim una funcié de densitat distinta. Les segiients propietats de
les grafiques es poden comprovar per mitja de les técniques de la representacié grafica:

e Totes les grafiques tenen forma acampanada i sén simétriques respecte de I'eix x = p, assolint el seu
valor maxim en x = p.

e Larectar:y =0 és asimptota horitzontal bilateral de totes les grafiques.

Exemple 9
I
e La primera figura conté les grafiques de tres funcions de densitat normals amb la mateixa mitjana p = 0 i

diferents valors de la desviacié tipica . Un major valor de o significa que la grafica és més aplanada (major
dispersid).

e La segona figura conté les grafiques de tres funcions de densitat normals, amb la mateixa desviacié tipica
o = 1 i diferents valors per a la mitjana p. Els diferents valors de p produeixen Unicament una translacié de la
grafica al llarg de I'eix OX.




> La variable normal estandard

La variable Z de distribucio normal, amb mitjana p = 0 i variancia o® = 1, es denomina
variable normal estandard o tipificada. Es representada per Z~ N(0, 1) sent la seua funcié de
densitat:

2
f(x) = e ¥ peratotxeR

1
J2n

La grafica de la funcié de densitat normal estandard ¢€s la de color roig de I'exemple anterior. S'anomena
aixi perqué com veurem, les altres funcions de densitat normals es poden referir a ella.
Vegem a continuacid algunes situacions que poden ser modelades amb la familia de variables normals.

Exemple 10
E—

e Moltes variables continues utilitzades en experiments estadistics com les associades a pesos, longituds,
mesures d'errors, etc., tenen distribucions de freqiiéncies les grafiques de les quals sén molt semblants a les de
les distribucions normals, amb la qual cosa aquestes poden ser utilitzades com a model de probabilitats per a
aquelles variables.

Per exemple, si pesarem (en grams) una mostra de 10 000 xiquets de bolquers i agruparem els resultats
obtinguts en intervals de 100 grams de longitud, I'histograma de frequiéncies dels intervals adoptaria un
aspecte acampanat i aproximadament simetric respecte del valor mitja, com el que veiem en la figura primera.

e Hi ha moltes distribucions de probabilitat de variables que no sén normals, ni tan sols continues, i que tenen,
en certes condicions, un gran semblant amb les normals. Aix0 permet calcular probabilitats amb aquestes
variables de forma aproximada amb la distribucié normal.

Per exemple, si considerem la funci6 de quantia de la variable aleatoria:
X: “nombre de cares obtingut al llangar 20 vegades una moneda”

és una variable binomial, amb n = 20 experiencies i probabilitat d'exit p = 0.5:

X 20—-x 20
P(X=x)= (ZXOJ [%J (%) = [ZXOJ [%j , perax=0,1,2,..20

La grafica de la seua funcié de quantia la tenim en la segona figura, i també té forma acampanada.

“ ‘I | .
78 g

9 10 1112 13 14 1516 17 18 19 20

14 Cada alumne de classe, amb la calculadora, elegeix 20 nombres a l'atzar entre 0 i 1, i calcula la seua mitjana.
Es repeteix aquest procés 5 vegades. A continuacié s'agrupen els resultats de tots els alumnes en una taula de
freqliencies amb 10 intervals. Comprova que I'histograma presenta una forma acampanada.



5.6 Probabilitats de la variable normal estandard

Com que la variable normal estandard és continua, la probabilitat que la variable prenga un valor de
I'interval [a, b] és igual a I'area del recinte limitat per la seua funcié de densitat f(x) i I'eix d'abscisses, entre
elsvalors x =a i x =D, i s'obté amb el Calcul integral:

. a _ —x2/2
P(a<Z <b) = area(f, [a, b]) = dx

b1
— e

-L \/27t
—X2

sent f(x) = e ¥ peratotxe R.

1
\N2n
Disposem de taules que proporcionen arees de la funcio de densitat normal estandard en intervals de la

forma ]—oo, X], per la qual cosa és possible calcular probabilitats de qualsevol tipus d'intervals sense utilitzar
la integracié. La funci6 de distribucié ens proporciona aquests valors.

> La funcio de distribucio de la variable normal estandard

Considerem Z ~ N(0, 1), amb la seua funci6 de densitat f definida anteriorment.

La funcio de distribucié de la variable Z es la funcio ®: R — R que per a cada valor ze R,
proporciona la probabilitat que la variable normal estandard Z prenga valors de l'interval
]—OO’ Z]:

Z 1 2
Oz)=P(Z <Lz =I — e X2 dx
(z) = P( ) —w\/g
A
o) =P(Z<2) PZ>7)
3 -2 4 0 1 2 3 7 >

Aquests valors, des de z= 0 fins a z =4, vénen donats de forma aproximada en la taula del final del tema.
Per exemple, en la primera fila de la taula tenim que:
®(0)=P(Z <0)=10.5000 ®(0.01)=P(Z <0.01)=0.5040 ®(0.09) =0.5359
En una altra de les files trobem les probabilitats:
®(1.64) =P(Z <1.64) =0.9495 ®(1.65) =P(Z <1.65)=0.9505
En I'dltima fila tenim probabilitats molt proximes a un:
D(4.0) =0.999 968 33 D(4.9) =0.999 978 43

En general es considera que
Oz)=P(Z<z) >~ 1,siz24

Els valors de ®(z), des de z = —4 fins a z = 0 es calculen amb ajuda de la propietat P3 de la pagina segiient.
També es considera que:
Oz)=P(Z<z) >0, si z<—-4



» Propietats de la funcio6 de distribucié ®(z)

(P1) P(a<Z<b) = O(b)—D(a) | | (P2) P(Z>2)=1-D(z), VzeR
A
P(@a<X<bh)
D(2) P(Z>z)
a b = >
(P3) ®(-z) = 1-®(z), si z>0 | | (P4) O0)=1/2
(-2 1-D(2) @(0)
=5 7 v
Exemple 11
|

Amb ajuda de la taula de la funci6 de distribuci6 de la variable normal estandard i de les propietats anteriors,
calculem les segiients probabilitats per a una variable Z ~ N(0, 1):

(A) Segons la propietat P1:
P(1.5<Z<3)=®(3)— ®(1.5) = 0.99865 — 0.93319 = 0.06546
(B) Segons la propietat P2:
P(Z>156)=1-P(Z<1.56) =1—®(1.56) = 1 — 0.94062 = 0.05938
(C) Per la propietat P3:

P(Z <—-0.5) = ®(-0.5) = 1 - ®(0.5) = 1 — 0.6915 = 0.3085
(D) Per les propietats P1 i P3:
P(Z|<2)=P(-2<Z<2)=®(2)—®(-2) =D(2) - [1 - ®(2)] =
=2-®(2)-1=2-0.97725-1=0.9545

15 Suposem que els errors comesos en el mesurament del pes (en grams) d'un producte segueixen una distribucio
normal estandard, és a dir, amb mitjana 0 i variancia 1. Calculem:
(A) La probabilitat que l'error siga menor que 3.25 grams.
(B) La probabilitat que l'error siga menor que —1.75 grams.
(C) La probabilitat que I'error siga major que 2 grams.
(D) La probabilitat que l'error estiga comprés entre —2.15 1 2.15 grams.



5.7 Probabilitats de la variable normal general

Les probabilitats d'una variable N(u, 6%) es calculen amb les taules de la variable normal estandard per
mitja d'un procés de canvi de variable o transformacié de la variable N(u, 6°) en la variable N(0, 1), que
anomenem tipificacio d'una variable normal.

» La funcié de distribucié de la variable normal general

Si X ~N( u, 6°), la funcié de distribucié de X es la funcié F: R — R que per a cada valor
xe R proporciona la probabilitat que la variable X prenga valors de l'interval ]—oo, x]:

g e_;(X;HJZdX

F(x)=P(X<x) = j

—-0+\2T 0

En el cas particular que p = 0 i o = 1 obtenim la funcié de distribucié6 ® de la variable normal
estandard. Per aixo les propietats de la variable N(0O, 1) sén un cas particular de les segiients:

> Propietats de la funcio de distribucio F(x)

Si X~ N(u, 6?) i F(x) = P(X < x) és la seua funcié de distribucio, aleshores:
(P1) P(a<X<b)=F(b)-F(a) (P2) P(X>x)=1-F(x)
(P3) Fu—x)=1-F@u+x), Vx>0 (P4) F(u)=PX<sp)=1/2

(P5) Tipificacié d’una variable normal:

F(x) = CD(X;FJ, per a tot xe R
c

Exemple 12
—

La propietat P5 permet calcular probabilitats per a qualsevol X ~N(1. 1.5%)
variable N(p, o) utilitzant les taules de la variable normal P

estandard. Aixi: 04 , F(2.5)i= P(X;KZ.S)
L'area del primer recinte acolorit correspon a: )g/ 7<'~\ '
F(2.5) = P(X <2.5) sent X~ N(, 1.59) ~ 0 T
L’area del . lorit ] 3 2 -1 1 2253 4 5
area del segon recinte acolorit correspon a: Z ~N(0, 1)
d(1)=P(Z2<1) sent Z~N(0, 1) . T
. N . . L LA o) =PEZLY

Per la propietat P5, aquestes arees son iguals perqué, perap =1 ; / u-s A
i o = 1.5, es calculen: A0
25_1 7 N

F(2.5) = d)(?) =®(1) 32 - 1 2 3 4 5




Exemple 13
—

Suposem que la puntuacié dels enquestats en un test psicologic es pot modelitzar amb una variable aleatoria

normal, amb mitjana p = 85 i desviacio tipica ¢ = 15.

(A) Quina proporcid d'enquestats obté més de 100 punts en el test?

(B) Si per a un tipus de treball es decideix rebutjar als que obtenen menys de 60 o més de 130 punts, quina
proporcié d'enquestats es rebutja?

Anomenem X: “puntuacié d'una persona en el test” — X~ N(85, 225)
(A) Calculem la probabilitat P(X > 100) tipificant la variable normal:
100-85

P(X >100) =1 - P(X <100) = 1 — F(100) = 1 — cp( j =1-®(1)=1-0.8413 = 0.1587

Al voltant del 16% dels enquestats obtenen més de 100 punts en el test.

(B) Calculem les probabilitats:
60—-85

P(X < 60) = F(60) = cp( j = ®(-1.66) = 1 — ®(1.66) = 1 — 0.95154 = 0.04846

P(X>130) =1~ F(130) = 1 — @(1301‘85

j =1-®(3)=1-0.99865 = 0.00135

La probabilitat de rebutjar un individu és la suma de les dues probabilitats calculades:
P({X <60} U {X>130})=P(X <60)+P(X>130)=0.04846 + 0,00135 = 0.04981

Al voltant del 5% d'individus sén rebutjats.

P(X < 60) P(X > 130)

60 85 130

16  Suposem que l'altura dels individus en edat militar d'un determinat pais segueix una distribucié normal amb
mitjana u = 170 cm i desviacio tipica o = 10 cm.
(A) Quina proporci6 d'individus en edat militar mesuren menys de 180 cm?
(B) I quina proporcié mesura més de 200 cm?
(C) Quina proporci6 d'individus mesura menys de 150 cm o més de 210 cm?
(D) I quina proporcié mesura més de 175 cm pero menys de 190 cm?
(E) Si elegim dues persones a l'atzar, quina és la probabilitat que les dues mesuren menys de 180 cm?

17 En I'exemple 13 hem calculat que la probabilitat que un individu siga rebutjat en el test és de 0.04981. Aco
pot ser degut a que la seua puntuacio és baixa (menys de 60 punts), o alta (més de 130).
(A) Calcula la probabilitat que un individu rebutjat ho haja sigut per tenir una puntuacio baixa.
(B) Calcula la probabilitat que un individu rebutjat ho haja sigut per tenir una puntuacio alta.
(Tin en compte que les dues probabilitats son condicionades, i han de sumar un.)

18 El diametre dels cargols que fabrica una maquina segueix una distribucié normal, amb mitjana de 3 mm. i
desviacio tipica de 0.1 mm. Un cargol es considera defectuos si el seu diametre difereix almenys 0.2 mm. de
la mitjana. Calcula la probabilitat que un cargol siga defectuos.



5.8 Percentils de la distribucié normal

Considerem X ~ N(p, 6%), i a.€[0, 1].

Anomenem percentil d'ordre a de X, representat per X, al valor de X per al qual la funci6 de
distribucio val o

F(Xo) = P(X<Xg) =
o El percentil d'ordre 0.5 s'anomena mediana: M = X;5.

« El percentil d'ordre 0.75 s'anomena quartil superior: Qs = Xg 5.
o El percentil d'ordre 0.25 s'anomena quartil inferior: Qy; = Xg 5.

« Ladistancia entre els quartils s'anomena recorregut interquartilic: iqr = Xq 75 — Xg 5.
e Quan Z~N(0, 1), representem per z,, al percentil d’ordre o. de Z:

D(zy) =P(Z<2y) =

A '

0.25
0
0.25
A

& Xo.75

b

/ 5
0.5 0.25

A >
Xp5 = B X025 Xg75

Exemple 14
E—

Anem a demostrar que la mediana, els quartils i el recorregut interquartilic de la variable normal estandard sén:
(A) Zy5=0 (B) Zy75=0.675 (C) Z;,.5=-0.675 (D) igr=1.35
(A) En les taules veiem que ©(0) = 0.5, per tant: Zy5 =0.

(B) De la mateixa manera, en les taules busquem el valor z per al qual ®(z) =0.75:
®(0.67) =0.7486 < 0.75 ®(0.68) = 0.7517 > 0.75

aleshores prenem el punt mitja entre 0.67 i 0.68 com a valor del quartil superior: Z 75 = 0.675.
(C) En les taules no apareixen probabilitats menors que 0.5, pero per la simetria de la corba normal:

20.25 =- 2075 =-0.675

(D) igr=2zp75 — Zgys =0.675-(-0.675) =135 — igr=1.35




Exemple 15
—

19

20

Per llarga experiéncia en la reparacié d'electrodomestics, es considera que el temps de vida (en anys) que un
electrodomeéstic de certa marca roman sense avariar-se és una variable aleatoria que segueix una distribucid
aproximadament normal amb mitjana p = 7 i desviacid tipica o = 2. La garantia d'un electrodomeéstic és el temps
durant el qual si es desbarata és reparat sense carrec.

(A) Si el fabricant ofereix pels seus electrodomeéstics una garantia de 3 anys, quin tant per cent dels aparells que
ven tindra que reparar-los sense carrec?
(B) Si el fabricant esta disposat a reparar sense carrec un 5% dels aparells que ven, quin temps ha de figurar en
la garantia dels aparells?
Considerem la variable X: “temps que un aparell funciona sense avaries” — X~ N(7, 4)
Anomenem g a la duraci6 de la garantia, aleshores:
si X<g — el fabricant paga la reparacio
si X>g — elfabricantjano la paga
(A) Sig=3aleshores volem la seglient probabilitat:
P(X<3)=F@3) = @[%) =0(-2)=1-d(2) =1-0.97725 = 0.02275

Al voltant del 2.3% dels aparells sén reparats pel fabricant, sense carrec.

(B) Volem el valor de g per al qual:
P(X<g)=0.05 — F(g)=0.05

s 9-7)_ 9-7 _
- @ 005 —» 2L -7z
Comque X ~N(7,4) — F(g):q)(g_;j [ > J 5 0.05

El valor del percentil d'ordre 0.05 no apareix en les taules, perque la menor probabilitat que apareix €s 0.5, no
obstant, per la simetria de la funcid de densitat normal estandard:

Zo05 == Zo.95 =—1.645
Aleshores: % =-1645 —> g=7-2-1645 — g=3.71

Amb una garantia de 3.71 anys serien reparats sense carrec un 5% dels electrodoméstics venuts.

0.05

Garantia: g = X o5

Troba els valors de x que verifiquen les segiients expressions:

(A) ®(x)=0.99 (B) ®(x)=0.95 (C) D(x)=0.90 (D) ®(x)=0.05
(E) F(x)=0.99, si X ~N(5, 4) (F) F(x)=0.01, si X ~N(, 4)
(G) F(x)=0.99, si X ~N(5, 10) (H) F(x)=0.01, si X ~N(5, 10)

L'alcada dels xics en categoria juvenil d'un pais segueix una distribucié normal, amb mitjana de 175 cm i
desviacio tipica de 10 cm. Per a una operacio alcada es convoca a tots aquells xics que superen la talla mitjana
almenys en 20 cm.

(A) Quina proporci6 de xics és convocada?

(B) Quin limit inferior hauriem de posar a l'algada si volem convocar només a un 0.1% de la poblaci6?



5.9 Aproximacio normal de la variable binomial

Un dels motius pels quals la variable normal és tan important es deu al fet que és la “distribucio limit”
de moltes distribucions de probabilitat no normals. Aquest concepte no és facil d'explicar en aquest moment,
perd podem entendre que moltes variables continues tenen, en certes condicions, funcions de densitat
semblants a les de la familia de variables normals i, per aixo, les seues probabilitats s'obtenen facilment amb
la taula de probabilitats de la variable normal estandard.

Pero aquest fet també ocorre amb variables discretes i, concretament, amb la variable binomial, que és
la més utilitzada, amb les precaucions que cal tenir al comparar una variable discreta amb una variable
continua.

En aquest apartat ens limitem a enunciar les condicions en que efectuem el calcul de probabilitats de
variables binomials de forma aproximada amb la variable normal.

» Teorema de Moivre

Si X~ B(n, p) i n> 30, la variable X és aproximadament normal, amb mitjana i variancia:

p=n-p i 0'2=n-p'q

Exemple 16

|
Considerem la funci6 de quantia de la seglient variable binomial:

1 30 1 30
X~ B 30,5 - P(X=x) = « 2 , perax=0,1,2,..,30

i la funci6 de densitat de la variable normal que, segons el teorema de Moivre, proporciona una bona aproximacio
per al calcul de probabilitats:
1(x-15

2
= = 2 = = ~ = —1 _5(?)
p=np=15 o°=npg=75 —> Y~N(1575) —> f(X) - € , peraxe R

5.2

La representacio grafica de les anteriors funcions permet veure com la grafica de la funci6 de densitat normal se
superposa sobre la grafica de la funcid de quantia binomial.

A A
0.2 0.2
0.15 0.15
0.1 0.1
0.05 ‘ ‘ 0.05
il | | | | | I > >
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
Funcio de quantia binomial B [30, 2 Funcio6 de densitat normal N(15, 7.5)

Pero la variable binomial és discreta, mentre que la normal és continua; per a calcular una probabilitat del tipus
P(X =x) (que en distribucié normal és zero, perd no aixi en binomial) recorrem a la funcié de distribucié normal,
aproximant P(X = x) per I'area davall la corba normal que correspon a l'interval [x — 1/2, x + 1/2].

El valor 1/2 rep el nom de correccié per continuitat.




» Calcul aproximat de probabilitats

Considerem X~ B(n, p) amb n > 30, i la variable Y ~ N(np, npq), aleshores:

(Al) P(X=X) ¥ P(x—=12<Y<x+12)=F(X+12)-F(x—-1/2), perax=0,1,2,...,n
(A2) P@<X<b)~P@@a-12<Y=<b+12)=F((b +1/2)-F(a-1/2), sia,be{0, 1, ..., n}

El valor 1/2 que es suma i resta rep el nom de correccio de continuitat.

Si X~ B(n, p) aleshores el seu rang és Rx = {0, 1, 2, ..., n}.

Per a qualsevol valor x Ry, el valor de la probabilitat P(X = x) s'aproxima per mitja de I'area davall la corba
normal, amb mitjana w = np, i variancia o® = npq, que li correspon a l'interval [x — 1/2, x + 1/2], que té per centre
al valor x i una unitat de longitud.

El recinte acolorit en groc de la figura seglient correspon a aquesta area, que és la probabilitat

P(x—-12<Y <x+12)=F(Xx+ 1/2) - F(x — 1/2)
sent Y ~ N( np, npq) i F la seua funcié de distribucio.

P(X =x)

v

A\ 4

x—%/x\x+1/z a—l/z/'sl b\b+1/z

De la mateixa manera, com que la probabilitat P(a < X < b) és la suma de tots les probabilitats de la forma
P(X =x) amb a < x < b, aproximem P(a < X < b) per la suma de totes les arees ratllades en la figura de la dreta, el
resultat de la qual és:

Pla—12<Y<b+12)=F(b +1/2) - F(a - 1/2)

Exemple 17
I

Considerem la variable X ~ B(50, 0.4), de mitjana E(X) = np = 20 i variancia Var(X) = npq = 12.

Pel teorema de Moivre, la variable Y ~ N(20, 12) s’utilitza per a calcular P(22 < X < 24) de forma aproximada.
Vegem una altra forma d'explicar la formula A2:

P(22 < X <24) = P(X =22) + P(X = 23) + P(X = 24) ~(segons la formula A1)
~P(22-1/2<Y <22+ 1/2) +P(23-1/2<Y <23+ 1/2) +P(24 - 112 <Y £24 + 1/2) =
=P(215<Y <225)+P(225<Y <235)+P(23.5<Y <245)=P(21.5<Y <£245)

Pertant P(22 < X £24) =P(21.5<Y <£24.5).
Com que Y ~ N(20, 12):

24.5-20 21.5-20
P15 £Y£24.5)—F(24.5)—F(21.5)—CD( ]—cp( ]—

J12

J12
= d(1.23) — (0.43) = 0.8907 — 0.6664 = 0.2243
Obtenim P(22 < X < 24) ~ 0.2243.




Exemple 18

|
Un sac que conté 500 monedes es buida sobre una taula. Calculem les seglients probabilitats:
(A) D'obtenir 275 cares. (B) D'obtenir menys de 225 cares.
(C) D'obtenir més de 260 cares. (D) D'obtenir entre 240 i 260 cares.

Siga X: “nombre de cares al llangar 500 monedes”, X ~ B(SOO , %) .

(A) El valor exacte de la probabilitat d'obtenir 275 cares s'obté:
500 275 500-275 500 500
275 2 2 275 2
R 500 . . .
Pero el valor (275j excedeix la capacitat de la calculadora cientifica.

Calculem I'anterior probabilitat de forma aproximada, amb el teorema de Moivre, utilitzant la variable:
Y ~N(250,125) on 250 = E(X) =npi 125 = Var(X) =npq
P(X =275)~P(275-1/2 <Y <275+ 1/2) = P(274.5 <Y < 275.5) = F(275.5) — F(274.5) =
_ q{ 275.5 - 250J B q)[ 2745250

v125 V125

] = ©(2.28) — ®(2.19) = 0.9887 — 0.9857 = 0.003

(B) Obtenir menys de 225 cares vol dir que n'obtenim entre 0 i 224:
P(X<225)=P(0<X<224)=P(0—-12<Y <224 +1/2) =P(-0.5<Y <2245) =

i} ®(224.5—250J B ®[—0.5—250

J125 J125
(C) P(X>260)=P(261 < X <500) = P(261 — 1/2 < Y < 500 + 1/2) = P(260.5 < Y < 500.5) =

500.5-250 _ o 260.5-250 |
V125 V125

= d(22.4) - ©(0.94) = 1 — 0.8264 = 0.1736

J = ©(-2.28) - D(-22.4) = 1 — d(2.28) — 0 = 0.0113

= F(500.5) — F(260.5) = cp[

(D) P(240 < X < 260) = P(240 — 1/2 < Y < 260 + 1/2) = P(239.5 < Y < 260.5) =

260.5-250 | @ 239.5-250 |
V125 V125

= F(260.5) — F(239.5) = cp[

= ©(0.94) — d(- 0.94) = 2 - ©(0.94) — 1 = 0.6528

21 Un dau és llancat 120 vegades. Amb I'aproximacié normal, calcula la probabilitat de:
(A) Obtenir 20 vegades el nombre 5.
(B) Obtenir almenys 25 vegades el nombre 5.
(C) Obtenir almenys 45 vegades nombres multiples de 3.
(D) Obtenir almenys 65 vegades nombres parells.

22 Enun col-legi hi ha 800 alumnes. Suposem que la probabilitat que en un dia determinat un alumne necessite
una aspirina és 0.01. En la farmacia hi ha 10 aspirines.
(A) Quina és la probabilitat aproximada que en un dia s'esgoten les aspirines?
(B) Quantes aspirines haurien d'haver en el col-legi per a tenir una probabilitat de 0.99 que en un dia
determinat no s'acaben?



5.10 Aproximacié normal de la variable hipergeométrica

Si X~H(N, M, n)amb n >30i N > 10n, la variable X és aproximadament normal, amb
mitjana i variancia:

u:n-p 1 02=n-p.q. n_’ perap:M)q:l_p
N-1 N

Els valors de p i 6® son 1’esperanga i la variancia de la variable hipergeométrica.

El calcul aproximat de probabilitats es fa de la mateixa forma que en la variable binomial, perqué
ambdues son discretes i el seu rang conté només nombres enters: considerem el factor 12 de correcci6 de
continuitat.

Exemple 19
—

En una poblacio de 5000 persones hi ha 1000 que son socis d'un determinat club esportiu. Si elegim a I'atzar 200
persones de la poblacio, calculem la probabilitat que hi haja entre 30 i 50 socis del club.

Siga X: “nombre de socis entre les 200 persones elegides”.

Grandaria de la poblacié: N = 5000

Nombre d'éxits (socis): M = 1000 = X~H(5000, 1000, 200)

Grandaria de la mostra: n = 200
Com que n=2002>30i N =5000 > 10n, utilitzem 1’aproximaci6é normal amb mitjana i variancia:

1000 -0 o2 = 200 - 1000 4000 5000-200

= E(X) =200 : : =30.73
5000 5000 5000  5000-1

L’aproximaci6 normal és Y ~ N(40, 30.73), d'on

P(30 <X <50)=P(30-12<Y <50+ 1/2) =P(29.5<Y £50.5) =

= F(50.5) - F(29.5) = @[Mj _ @(Mj _

V30.73 V30.73

= ©(1.89) — (- 1.89) = 2 - D(1.89) — 1 = 0.94124

23 Una maquina fabrica peces una a una de forma independent. La probabilitat que una peca siga defectuosa és
0.02. Cada dia s'inspeccionen 100 peces de la produccio del dia anterior i, si n'hi ha 3 0 més defectuoses, es
para la produccio.

(A) Calcula la probabilitat de parar la produccio.

(B) Isila produccid es para quan hi ha 4 o més peces defectuoses?

(C) Si la producci6 es para quan hi ha n o més peces defectuoses, obtén aquest valor per al qual la
probabilitat de parar la producci6 siga de 0.01.

24 Suposem que la maquina de l'activitat anterior s'ha desbaratat i, entre les 1000 peces produides durant un dia,
hi ha hagut un total de 150 defectuoses. En aquest cas, la inspeccio es realitza elegint 100 peces d'entre les
1000 i comptant el nombre de peces defectuoses.

Calcula la probabilitat de no parar la produccio perque trobem menys de 3 peces defectuoses en la inspecci6.



Funcid de distribucio de la variable normal estandard

A
O(z) =P(Z <2)
0 z
z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00 |o5000 05040 05080 05120 05160 05199  0.5239 05279 05319  0.5359
0.1 |o05398 05438 05478 05517 05557 05596  0.5636  0.5675 05714  0.5753
02 |o5793 05832 05871 05910 05948 05987  0.6026  0.6064  0.6103  0.6141
03 |oe6179 06217 06255 0.6293 06331 0.6368 0.6406 0.6443  0.6480  0.6517
04 |oe554 06591 06628  0.6664 0.6700 0.6736  0.6772  0.6808  0.6844  0.6879
05 |0.6915 06950 0.6985  0.7019 07054  0.7088  0.7123  0.7157 07190  0.7224
06 |07257 07291 07324 07357 07389 07422  0.7454 07486  0.7517  0.7549
07 |o7580 07611 07642  0.7673 07703  0.7734  0.7764 07794  0.7823  0.7852
08 |o07881 07910 07939  0.7967  0.7995  0.8023  0.8051  0.8078  0.8106  0.8133
09 |osis9 08186 08212 0.8238 0.8264 0.8289 0.8315 0.8340 0.8365  0.8389
1.0 |0.8413 08438 0.8461  0.8485 0.8508 0.8531 0.8554  0.8577 0.8599  0.8621
1.1 08643 08665 0.8686  0.8708 0.8729  0.8749 0.8770 0.8790 0.8810  0.8830
12 |0.8849 0.8869  0.8888  0.8907  0.8925  0.8944  0.8962  0.8980  0.8997  0.90147
1.3 090320 0.90490 0.90658 0.90824 0.90988 091149 0.91309 0.91466 091621 0.91774
1.4 0091924 0.92073 0.92220 0.92364 0.92507 0.92647 0.92785 0.92922  0.93056  0.93189
1.5 0093319 0.93448 0.93574 0.93699 0.93822 0.93943 0.94062 0.94179 0.94295  0.94408
1.6 0094520 0.94630 0.94738 0.94845 0.94950 0.95053 0.95154 0.95254 0.95352  0.95449
1.7 095543 0.95637 0.95728 0.95818 0.95907 0.95994 0.96080 0.96164 0.96246  0.96327
1.8 |0.96407 0.96485 0.96562 0.96638 0.96712 0.96784 0.96856 0.96926 0.96995 0.97062
1.9 ]0.97128 0.97193 0.97257 0.97320 0.97381 0.97441 0.97500 0.97558 0.97615 0.97670
20 |o97725 097778 097831 0.97882 0.97932 0.97982 0.98030 0.98077 0.98124  0.98169
2.1 |098214 098257 098300 0.98341 0.98382 0.98422 0.98461 0.98500 0.98537 0.98574
22 |098610 0.98645 098679 0.98713 0.98745 0.98778 0.98809 0.98840 0.98870  0.98899
2.3 10.98928 0.98956 0.98983  0.9%0097 0.9%0358 0.9%0613 0.9%0863 0.921106 0.9°1344 0.9°1576
2.4 |0.9%1802 0.9%2024 0.9%2240 0.9%22451 0.9%2656 0.9%22857 0.9%3053 0.9%3244 0.9%3431 0.9%3613
25 |0.9%3790 0.9%3963 0.9%4132 0.9%4297 0.9%4457 0.9%4614 0.9%4766 0.9%4915 0.9°5060 0.9%5201
26 |09%5339 0.9%5473 0.9%5604 0.9%5731 0.9%5855 0.9%5975 0.9%6093 0.9%6207 0.9%6319 0.9%6427
2.7 |0.9%533 0.9%6636 0.9%6736 0.9%6833 0.9%6928 0.9°7020 0.9%7110 0.9%7197 0.9°7282 0.9%7365
2.8 |0.9%7445 0.9%7523 0.9%7599 0.9%7673 0.9%7744 0.9°7814 0.9%7882 0.9%7948 0.9°8012 0.9%8074
29 |0.9%8134 0.9%8193 0.9%8250 0.9%8305 0.9%8359 0.9%8411 0.9%8462 0.9%8511 0.9°8559 0.9%8605
3.0 |0.9%8650 0.9%8694 0.9%8736 0.9%8777 0.9%817  0.9%8856 0.9%8893 0.9%8930 0.9%8965 0.9%8999
3.1 |0.9%0324 0.9%°0646 0.9%0957 0.9°1260 0.9%1553 0.9°1836 0.9°2112 0.9°2378 0.9°2636 0.9°2886
32 |09%3123 0.9%3363 0.9%3590 0.9°3810 0.9%4024 0.9°4230 0.9°%4429 0.9%4623 0.9°4810 0.9%4991
3.3 |0.9%166 0.9°5335 0.9%5499 0.9°5658 0.9%5811 0.9°5959 0.9%6103 0.9%6242 0.9°6376 0.9%6505
3.4 |09%631 0.9%6752 0.9%869 0.9°%6982 0.9%7091 0.9°7197 0.9°7299 0.9%7398 0.9°7493 0.9%7585
35 |0.9%7674 0.9%7759 0.9°7842 0.9%7922 0.9°7999 0.9°8074 0.9°8146 0.9%8215 0.9°8282 0.9°8347
3.6 ]0.9%409 0.9%8469 0.9°8527 0.9%8583 0.9°8637 0.9°8689 0.9°8739 0.9°8787 0.9°8834 0.9°8879
3.7 10.9%8922 0.9%8964 0.9°0039 0.9°0426 0.9*0799 0.9°1158 0.9*1504 0.9*1838 0.9*2159 0.9%2468
3.8 |o.9%2765 0.9%3052 0.9°3327 0.9%3593 0.9°3848 0.9*4094 0.9%4331 0.9°4558 0.9%4777 0.9%4988
39 |0.9%5190 0.9%5385 0.9%5573 0.95753 0.9°5926 0.9'6092 0.9%6253 0.9°6406 0.9'6554 0.9%6696
4.0 10.9%6833 0.9'6964 0.9°7090 0.9*7211 0.9%7327 0.9°7439 0.9*7545 0.9*7649 0.9*7748 0.97843




Problemes del capitol 5

Calcula el valor de K perque la seglient funci6 f siga de densitat de probabilitat, i calcula les probabilitats
P(X<2),P(X>2)iP(1.5<X<25):
f(x) =kx si 1<x<3 i f(x)=0 enaltre cas.

Si sabem que X és una variable aleatoria amb distribucié uniforme en I’interval [a, b]:
(A) Obtén la seua funcio de densitat de probabilitat.

(B) Obtén la seua funcid de distribuci6 de probabilitat.

(C) Calcula la probabilitat P(c < X <d),si a<c<d<h.

(D) Calcula E(X) i Var(X).

Calcula el valor de K perqué la seglient funcié siga de densitat de probabilitat:
fx) = Kx® si 0<x<1 i f(x)=0 enaltre cas.

(A) Calcula I’esperanga i la variancia.

(B) Obtén la funcio de distribucio.

(C) Calcula les probabilitats P(X < 0.5), P(X > 0.1) i P(0.1 < X <0.9).

Calcula el valor de K perqué la seglient funci6 f siga de densitat de probabilitat:
f(x) =kx si 1<x<3 i f(x)=0 enaltre cas.

(A) Calcula I’esperanga i la variancia.
(B) Obtén la funcio de distribucid, i les probabilitats P(X < 2), P(X > 2) i P(1.5 < X < 2.5).

Troba el valor de K perqué la seglient funcid f siga de densitat d'una variable aleatoria. Calcula P(0 < X <4) i el
valor de x siP(x -1 <X <x)=0.1.

f(x) = §+k, si—1<x<3 i f(x)=0, enaltre cas.

3-x .
L —— SI —-3<x<1, . . . L .
Comprova que la funcié f(x) = { 16 és una funcio de densitat d'una variable aleatoria continua.

0 en altre cas
Calcula: (A)P(0<X<1). (B)P(X<3). (C)P(X=2).

. o . . lexz x>0
Donada la variable aleatoria amb funcio de densitat f(x) = { 2

0 en altre cas

(A) Obtén la funcio de distribucio.
(B) Calcula les probabilitats P(X < 1), P(X>2) i P(1L < X < 2).
(C) Calcula I’esperanga de X.

Donada la funcié f(x) = ke X peratotxe R :

(A) Obtén el valor de K perqueé f siga una funcié de densitat de probabilitat.
(B) Obtén la funcio de distribucio.

(C) Calcula les probabilitats P(X < -1), P(X > 1) i P(-1 < X £1).

1 .
. L. ., . — si x21
Donada la variable aleatdria amb funcié de densitat f(x) = 2

X :
0 en altre cas

(A) Obtén la funcio de distribucio.
(B) Calcula les probabilitats P(X < 2), P(X > 3) i P(2 < X < 3).

El temps de permanéncia dels cotxes en un garatge oscil-la entre 20 i 100 minuts. Es paguen 20 céntims per cada
30 minuts o fraccid, és a dir, cada part menor de 30 minuts es paga com si foren 30 minuts. Obtén el preu mitja
gue paga cada vehicle.
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Obtén la funci6 de densitat de probabilitat i calcula les probabilitats P(X < 2), P(0.5 < X < 1.5), P(X > 1) per a una
variable aleatoria continua amb funci6 de distribucid:

0 six<0 0 si x<0
X x2

(A Fx)= > si0<x<2 (B) Fx)= " si0<x<2
1 six=2 1 six=>2

La duraci6 (en minuts) de les telefonades per a rebre un determinat servei és una variable aleatoria continua, amb
funcio constant en l'interval [0, 3]:

f(x):% si 0<x<3 i f(x)=0 enaltre cas.

(A) Comprova que és una funcié de densitat de probabilitat, i calcula la seua esperanga.
(B) Suposem que es paga 1 euro per cada minut que dure una trucada, i que les fraccions de minut es paguen
com un minut complet. Calcula la probabilitat de pagar 1 €, de pagar 2 €, i de pagar 3 €.

La duracid (en minuts) de les telefonades per a rebre un determinat servei és una variable aleatoria continua, amb
funcio de densitat:

f(x) = §(3x —x%) si 0<x<3 i f(x)=0 enaltre cas.

Comprova que és una funcio de densitat de probabilitat, i calcula I’esperanca i la variancia.

Suposem que es paga 1 euro per cada minut que dure una trucada, i que les fraccions de minut es paguen com un
minut complet. Calcula:

(A) La probabilitat de pagar un euro. (B) La probabilitat de pagar 2 euros.

(C) Quants diners esperem pagar per una trucada a aquest servei telefonic?

Una estacié de servei rep gasolina una vegada per setmana. La demanda setmanal és una variable aleatoria
continua amb funcid de densitat:

fx)=2-2x si 0<x<1 i f(x)=0 enaltre cas,

on x ve expressada en desenes de milers de litres.

(A) Comprova que f(x) és una funcio de densitat de probabilitat.

(B) Calcula la probabilitat de vendre en una setmana més de 2000 litres.

(C) Calcula la probabilitat de vendre en una setmana més de x desenes de milers de litres.

(D) El diposit de la gasolinera té una capacitat de 5 000 litres. Quina és la probabilitat que en una setmana el
diposit s'esgote? (que la demanda setmanal supere la capacitat del diposit)

(E) Calcula la capacitat C que hauria de tenir el diposit de gasolina perqué la probabilitat d'esgotar-se el diposit
siga de 0.1.

Els temps d’arribada, en minuts, de dos autobusos a una parada segueixen una distribucié de probabilitat uniforme
en I’interval [0, 60], i son independents. Calcula la probabilitat que:

(A) Els dos autobusos tarden més de 40 minuts en aplegar.

(B) Un autobus tarde més de 40 minuts i I’altre tarde menys de 10 minuts.

Si X és una variable aleatoria amb distribucié normal, amb mitjana p = 25 i desviacié tipica ¢ = 4, calcula les
seglients probabilitats:

(A) P(X<30) (B) P(X<15) (C) P(25<X<28)
(D) P(X>33) (E) P(3X-2<70) (F) P(X-25|<3)
La resisténcia al pes d'un determinat tipus de cordes és una variable continua amb funcié de densitat:
f(x) = giz si 0.1<x<1 i f(x)=0 enaltre cas,
X

on x s'expressa en milers de kg.

(A) Comprova que I’anterior funci6 és de densitat de probabilitat.

(B) Quina és la resisténcia mitjana d'aquest tipus de cordes?

(C) Calcula la probabilitat que una corda resista un pes de 200 kg.

(D) Sicomprem 10 cordes, calcula la probabilitat que totes elles puguen resistir un pes de 200 kg.
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Un focus consta de 5 bombetes que funcionen de forma independent. El temps de vida (en milers d'hores) de cada
bombeta és una variable aleatoria amb funcié de densitat:

f(x) = Lz sil<x<2 i f(x)=0 enaltre cas.
X

Obtén el valor de k perque la funci6 anterior siga de densitat de probabilitat, i:

(A) Calcula la duracié mitjana de cada bombeta.

(B) Calcula la probabilitat que una bombeta dure menys de 1100 hores.

(C) Quan més d'una bombeta es fon, aleshores renovem les bombetes del focus. Calcula la probabilitat que en
1100 hores ag0 no siga necessari.

Si X segueix una distribucié normal, amb mitjana u = 0 i desviacio tipica o, calcula les probabilitats:
(A) P(IX] <o) (B) P(IX|<20) (©) P(IX|<30)

Les persones patim un determinat nombre d'infeccions bacterianes al llarg de la nostra vida; les comptabilitzades

en el nostre historial medic suposem segueixen una distribucié normal, amb mitjana de 120 infeccions i desviacio

tipica de 25.

(A) Elegim a l'atzar l'historial médic d'una persona morta; calcula la probabilitat que tinga en ell
comptabilitzades més de 150 infeccions bacterianes.

(B) Elegim a l'atzar I'historial de dues persones. Calcula la probabilitat que en els dos estiguen comptabilitzades
més de 150 infeccions bacterianes.

Un fabricant necessita rebles que tinguen una resisténcia d'almenys 2500 kg. En el mercat hi ha 3 tipus de rebles,
A, B i C, que poden ser adequats, la resisténcia mitjana dels quals és de 2800, 2900 i 3000 kg, amb una desviaci6
tipica de 100, 120 i 180 kg, respectivament. Suposant distribucié normal per a la resisténcia de cada tipus de
rebles, quins seran mes adequats per al fabricant?

Una fabrica produeix pistons els diametres dels quals segueixen una distribucié normal amb una mitjana de 10 cm
i una desviacié tipica de 0.01 cm. Perque un pisté es puga utilitzar, el seu diametre ha de trobar-se entre 9.98 i
10.02 cm. Si el diametre del pisté és menor que 9.98 cm, es rebutja; si és major que 10.02 pot reprocessar-se.
Calcula la probabilitat que un pisto:

(A) Siga utilitzable. (B) Es rebutge. (C) Siga reprocessable.

El pes de dues poblacions A i B de ratolins segueix una distribucio de probabilitat normal, amb mitjana de 350 g i

desviacio tipica de 5 g la poblacid A, i amb mitjana de 340 g i desviaci6 tipica de 25 g la poblacio B.

(A) Calcula, en les dues poblacions, el percentatge de ratolins per als quals el pes sobrepassa els 350 grams.

(B) Si volem seleccionar, de cada poblacio, els individus amb pes superior a 355 grams, en quina de les
poblacions seleccionarem més individus?

La demanda mensual d'un cert producte segueix una distribucié normal amb mitjana de 500 unitats i desviacié
tipica de 50 unitats. Un comerciant té en el seu magatzem un total de 575 unitats. Calcula la probabilitat que en un
mes esgote totes les seues existencies.

0.125x+0.25 si —-2<x<2

és de densitat. Calcula las seguients probabilitats:
0 en altre cas

Comprova que la funcié f(x) = {
(A) P(X<3) (B) P(X>1) (C) P(1<X<1) (D) P(-0.5<X<1)

Per a una determinada edat, el pes dels homes d'una poblacid segueix una distribucié normal, amb mitjana de 75

kg i desviacid tipica de 5 kg.

(A) Elegim a l'atzar a un home d'aquesta poblaci6; calcula la probabilitat que el seu pes no es diferéncie més de
5 kg de la mitjana de la poblacio.

(B) Elegim a l'atzar a dos homes d'aquesta poblaci6. Calcula la probabilitat que els pesos dels dos superen els 70
kg.

Per a una determinada edat, el pes dels homes d'una poblacié segueix una distribucié normal, amb mitjana de 65
kg i desviacio tipica de 3 kg, mentre que el pes de les dones segueix una distribucié normal, amb mitjana de 55 kg
i desviacio tipica de 2 kg. Elegim a I'atzar una persona de cada poblacid. Calcula la probabilitat que:

(A) Elpes de les dues persones supere els 60 kg.

(B) El pes de I'home siga menor de 60 kg i el de la dona siga major de 60 kg.

(C) Elpes de cadascun no es diferencie més de 2 kg del pes mitja de la seua poblacio.
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Si X segueix una distribucié normal, amb mitjana u i desviacio tipica o, calcula les probabilitats:
(A) P(X-pl<o) (B) P(X-p|<20) (C) P(X-p|<30)

Una variable aleatoria segueix una distribucié normal, amb p = 20 i ¢ = 4. Troba el valor de x per al qual:
(A) P(X<x)=0.75 (B) P(X<x)=0.05 (C) P(X>x)=0.99

El pes dels pastissos que fa un forner és una variable aleatoria que suposem normal, amb una mitjana de 500 g. Si
el 5% dels pastissos pesa menys de 450 g, quina és la desviacio tipica?

El pes d'un tipus de producte segueix una distribucié normal amb mitjana p = 5 kg. Si sabem que el 5% dels
productes pesen més de 7 kg:

(A) Calcula la desviacio tipica c.

(B) Calcula el percentatge de productes que pesen menys de 3 kg.

Una variable aleatoria normal verifica P(X < 16) =0.82 i P(X <3) =0.15
Calcula la mitjana, la variancia i P(2.5 < X < 4).

El diametre de les taronges de cada partida que arriba a un magatzem es distribueix normalment. Se sap que el
10% d'una partida té un diametre inferior a 40 mm. i un 15% de la partida sobrepassa els 80 mm.

(A) Calcula la mitjana i la desviacio tipica d'aquesta distribucio.

(B) Calcula el percentatge de taronges de la partida el diametre de les quals oscil-la entre 60 i 70 mm.

Suposem que I’altura dels individus d’una poblacié és una variable aleatoria normal, que el 10% dels individus
mesura més de 190 cm, i que el 20% mesura menys de 170 cm. Calcula el percentatge de poblacié per al qual
I’altura es troba entre 175 i 185 cm.

La nota dels alumnes presentats a un determinat test segueix una distribucié de probabilitat normal, amb mitjana

de 150 punts i desviacio tipica de 50 punts. Es considera apte a qualsevol alumne amb nota superior a 100 punts.

(A) Elegim a l’atzar 10 alumnes dels presentats, calcula la probabilitat que siguen tots aptes, i també la
probabilitat que 6 siguen aptes.

(B) Calcula el nombre mitja d’alumnes aptes en un conjunt de100 alumnes.

Un focus consta de 30 bombetes que funcionen de forma independent. El temps de vida de cada bombeta és una

variable aleatoria normal amb mitjana de 1600 hores i desviacio tipica de 150 hores.

(A) Calcula la probabilitat que una bombeta dure menys de 1200 hores.

(B) Quan més de dues bombetes es funden, aleshores renovem les bombetes del focus. Calcula la probabilitat
que en 1200 hores a¢od no siga necessari.

Suposem que el pes d’un cert producte es distribueix normalment, amb mitjana de 150 grams i desviacié tipica de
30 grams. Un producte és apte per a la venda si el seu pes difereix de la mitjana menys de x grams. Calcula el
valor de x perqueé la probabilitat que un producte resulte apte per a la venda siga de 0.95.

Dues components A i B d'un sistema funcionen independentment, i el rendiment d'ambdues es distribueix
normalment, amb la mateixa mitjana p = 25 per a les dues, peré amb desviacié tipica distinta, 3 per a A i 5 per a
B. El sistema funciona si el rendiment de les dues components no difereix de la mitjana més de 5. Calcula la
probabilitat que el sistema funcione.

Suposem que la demanda mensual d'un cert producte es distribueix normalment, amb mitjana de 150 unitats i
desviacio tipica de 30 unitats. Calcula la quantitat d'unitats que hem de tenir a principi de mes perqué la
probabilitat que s'esgoten les existeéncies siga menor o igual que 0.05.

La resisténcia al pes d'un determinat tipus de cordes és una variable continua amb distribucié normal, amb mitjana
de 500 kg i desviacio tipica de 20 kg.

(A) Calcula la probabilitat que una corda puga resistir un pes de 450 kg.

(B) Sicomprem 10 cordes, calcula la probabilitat que totes elles puguen resistir un pes de 450 kg.

(C) Sicomprem 20 cordes, calcula la probabilitat que alguna d'elles no puga resistir un pes de 450 kg.

En el problema anterior, si una corda no resisteix un pes p, la corda és tornada al fabricant. Calcula el valor de p
perque només un 1% de cordes siguen tornades al fabricant.
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En una fabrica el 3% dels cargols tenen una longitud inferior a 1.9 cm i el 5% superior a 2.1 cm. Suposant que les
longituds es distribueixen normalment:

(A) Calcula la mitjana i la desviacio tipica d'aquesta distribucio.

(B) Calcula la probabilitat que un cargol mesure més de 2.2 cm.

(C) Calcula la probabilitat que un cargol mesure menys de 2.1 cm

(D) Calcula el percentatge de cargols de longitud entre 1.9912.01 cm.

La demanda mensual d'arros del tipus A segueix una distribucié normal amb mitjana de 5000 kg i desviacié
tipica de 500 kg, mentre que la d'un altre tipus d'arrds B segueix una distribucié normal amb mitjana de 1000 kg i
desviacio tipica de 100 kg. Una cooperativa té en el seu magatzem un estoc de 6 000 kg d'arros del tipus A i 900
kg del tipus B. Calcula la probabilitat que en un mes:

(A) Esgote les existencies dels dos tipus d'arros.

(B) No esgote les existéncies de cap dels dos tipus d'arros.

(C) Esgote les existencies d'arros del tipus A, pero no del tipus B.

(D) Esgote les existéncies d'arros del tipus B, perd no del tipus A.

(E) Esgote les existéncies d'un sol tipus d'arros.

El voltatge d'un cert circuit es distribueix normalment, amb mitjana de 120 volts i desviacié tipica de 0.5 volts. Si
prenem 3 mesures independents del voltatge, calcula la probabilitat que:

(A) Les tres estiguen compreses entre 120 i 121 volts.

(B) Només dues d'elles estiguen compreses entre 120 i 121 volts.

(C) Dues d'elles estiguen compreses entre 120 i 121 volts i I'altra siga major de 121 volts.

Una estacio de servei rep gasolina una vegada per setmana. Suposem que la demanda setmanal és una variable

aleatoria normal amb mitjana de 8 000 litres i una desviacio tipica de 1250 litres.

(A) Calcula la probabilitat de vendre en una setmana menys de 6 000 litres.

(B) Calcula la probabilitat de vendre en una setmana entre 4 000 i 10 000 litres.

(C) El diposit de la gasolinera té una capacitat de 10 000 litres. Quina és la probabilitat que en una setmana el
diposit s'esgote? (que la demanda setmanal supere la capacitat del diposit)

(D) Calcula la capacitat C que hauria de tenir el diposit de gasolina perque la probabilitat d'esgotar-se el diposit
en una setmana no supere el 1%.

Un fabricant de televisors ofereix una garantia de 3 anys, durant els quals reemplaca el televisor avariat per un

altre nou. Suposem que el temps transcorregut fins a tenir una avaria es distribueix normalment, amb mitjana de 5

anys i desviacié tipica d'1 any.

(A) Calcula la probabilitat que un televisor s'avarie en temps de garantia.

(B) Si ven un total de 500 televisors, calcula el nombre mitja de televisors que tindran una avaria en temps de
garantia.

(C) Si vol reemplagar només un 1% de televisors, quina ha de ser la garantia?

El pes dels melons d'Alger d'un magatzemista segueix una distribucido normal, amb mitjana de 3250 grams i
desviacio tipica de 350 grams. El preu per kg. és de 0.75 euros. Una persona elegeix a l'atzar una mel6 d'Alger.
Calcula la probabilitat que:

(A) Elseu pes supere els 4 kg.

(B) El seu preu supere els 2.5 euros.

(C) Elseu pes no diferisca més d'l kg. del seu pes mitja.

(D) El seu preu no diferisca més d'un euro del preu mitja.

El consum d’aigua (en m®) és una variable aleatoria amb distribucié normal de mitjana 30 m? i desviacid tipica de
2 m®. El preu que es paga és de 10 € fixes més 5 €/m® consumit.

(A) Calcula la probabilitat de consumir més de 33 m® d’aigua.

(B) Calcula la probabilitat de pagar més de 150 €.

(C) Calcula la probabilitat de consumir entre 25 i 32 m°.

(D) Calcula la probabilitat de pagar entre 150 i 170 €.

Un focus consta de 30 bombetes que funcionen de forma independent. El temps de vida de cada bombeta és una

variable aleatoria normal amb mitjana de 1600 hores i desviacio tipica de 150 hores.

(A) Calcula la probabilitat que una bombeta dure menys de 1 200 hores.

(B) Quan més de dues bombetes es funden renovem les bombetes del focus. Calcula la probabilitat que en 1200
hores a¢od no siga necessari.
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Donada la variable X que es distribueix normal, amb u = 20 i o = 2, en quin interval centrat en la mitjana la
probabilitat que la variable no prenga valors en ell és 0.2?

Un jugador de basquet té una mitjana de 20 punts per partit, amb una desviacid tipica de 5 punts. Suposem
adequada una distribuci6 normal:

(A) Quina és la probabilitat que en el proxim partit obtinga més de 15 punts?

(B) 1 que en els dos proxims partits obtinga més de 25 punts en cadascun?

(C) 1 que en el proxim partit obtinga més de 30 punts i en el segiient menys de 30 punts?

(D) Calcula també la probabilitat que en 9 dels proxims 10 partits obtinga una puntuacié no inferior a 10 punts.

Per a ser admés en un centre d'estudis esportius, s'han de superar unes proves fisiques i altres psicotecniques. La
puntuacié que els aspirants obtenen en aquestes proves segueix distribucions aproximadament normals, amb
mitjanes de 1250 i 200 punts, i desviacions tipiques de 100 i 10 punts, respectivament. La puntuacié minima per a
superar les proves és de 1450 i 210 punts, respectivament. Calcula la probabilitat que una persona elegida a l'atzar:
(A) Supere les dues proves.

(B) No supere cap de les dues proves.

(C) Supere les proves fisiques, perd no les psicotécniques.

El curs anterior, la nota mitjana dels estudiants que volien estudiar una determinada carrera va ser de 6.75 punts,
amb una desviaci6 tipica de 0.4 punts. Suposant adequada una distribucié normal per a les notes, calcula la “nota
de tall” per a aquesta carrera, si volem acceptar un 75% dels estudiants que volen estudiar la carrera (s6n acceptats
tots aquells la nota dels quals és superior a la de tall).

Per a ser admés en un determinat tipus d'estudis tots els candidats han de passar unes proves, les qualificacions de
les quals segueixen, determinat per llarga experiéncia, una distribucié normal amb mitjana 550 i desviacio tipica
40. Si es desitja admetre al 25% de tots els aspirants que tinguen les qualificacions més altes, obtén la qualificacio
minima que cal obtenir per a ser admés.

Una empresa desitja instal-lar una nova planta de produccio. La direccié aventura una demanda mitjana anual de
50000 unitats amb desviacio tipica de 10000 unitats. Es pren la decisié d'establir una capacitat de produccié C per
a la planta, de forma que la probabilitat que quede sense utilitzar un 10% o més d’aquesta capacitat siga d'un 5%.
Quina és la capacitat de produccié requerida? Per a obtenir-la, suposem que la demanda anual segueix una
distribucio normal.

Per llarga experiéncia se sap que aproximadament el 2% dels articles que fabrica una empresa sén defectuosos. Si

els articles son empaquetats en caixes de 500, calcula aproximadament la probabilitat que:

(A) Una caixa continga almenys 5 articles defectuosos.

(B) Una caixa continga entre 5 i 15 articles defectuosos.

(C) Si totes les caixes que contenen més de 15 articles defectuosos sdn rebutjades, calcula la probabilitat de
rebutjar alguna caixa al inspeccionar 5 d'elles.

Dels 2500 habitants d'un barri hi ha 300 que estan empadronats defectuosament. En una revisid del cens s'elegeix
a l'atzar a 200 habitants del barri. Si es troben entre ells més de 10 persones defectuosament empadronades, es
decideix refer el cens. Amb ajuda de I'aproximacié normal, calcula la probabilitat de refer el cens.

Un joc consisteix en llangar dos daus i es guanya si la diferéncia entre els resultats dels dos daus és superior a 2
punts.

(A) Calcula la probabilitat de guanyar en una jugada.

(B) Sirepetim el joc 10 vegades, calcula la probabilitat de guanyar més de 2 vegades.

(C) Sirepetim el joc 50 vegades, calcula la probabilitat de guanyar més de 10 vegades.

Una maquina fabrica articles de forma independent. La probabilitat que un article siga defectuds és de 0.05.
Calcula la probabilitat de que en un lot de 100 articles:
(A) Hi haja més de 8 articles defectuosos. (B) Hi haja entre 3i 8 articles defectuosos.



Solucions de les activitats del capitol 5

1 L el 0l o skl wl @l ok ol @l
1. g 2. (A E (B) 5 © § (D) E 3. K= 20" (A) 2 (B) R © X (D) 20" (E) 20" (F) o.
1 1 1.3
(G) 7 H) > 4, 3 IZ.
? sa Y 5B ! 6A ’l 6B

6. (A)1/4i1/2. (B)1/8i3/4. 7. g 8. (A)0.3672. (B) 1/64. (C) 0.6172. 9. K=2.
0 six<2
X—-2 . 1 3 3 e X six>0
10. F(x)= s —— si2<x<7. (A) =. B) =. (C) =. 11. (A)f(x) = .
) 5 ()5()5 ()5 (W16 {1 en altre cas

1 Six>7

B)P(X<1)=1-e-PX>2)=eZPl<X<2)=el-e? 12. (AK =% . (®) % . (C)E(X) = 2. Var(X) = %

10 10 12

3/4)

15 ‘ 15

7 2 7 1 2 3

13. (A) %. (B) g (C)E(X) =0, Var(X):%. 15. (A) 0.99942. (B)0.04006. (C) 0.02275. (D) 0.96844.

16. (A) 84.13%. (B) 0.135%. (C) 2.278%. (D) 28.575%. (E)0.70778. 17. (A)0.9729. (B) 0.0271. 18. 0.0455.
19. (A) 2.3268. (B) 1.645. (C) 1.2816. (D) —1.645. (E)9.6536. (F) 0.3464. (G) 12.368. (H) —2.368.

20. (A)2.27%. (B) 206 cm. 21. (A)0.0975. (B)0.1352. (C)0.1918. (D)0.2057. 22. (A)0.186. (B) 15.

23. (A)0.3605. (B)0.142. (C)6. 24.0.00024

Solucions dels problemes del capitol 5

! 8 5 1 L sia<x<b
1. K= =;P(X<2)==;P(X>2)==;P(15<X<25)==. 2. (A) fx)={ b-a <X<
4 8 8 2
0 en altre cas
0 six<a
- - N2
Fo= 1272 sia<x<b (©) 5 @)ECQ= 222 varpg = O
a b-a 2 12

1 six>bh




0 six<O0
3 K=4. (A)E(X) =2 Var(X) =2 . (B)F(x)= | x* si0<x<l. (C)P(X<05)= - :P(X>1)=0.9999;
5 75 ) 16
1 six>1
0 six<a
P(0.1<X <09)=0.656. 4. K= . (A) F)= {222 siasx<b B)EX)= =:var¥)= =, ) 3: 2.
4 “a 6 36 8’8
1 six>b

0 six<0

—eX2 six>0

15

1 1 . b
—. b K==;P(0<X<4)="—;x=03. 6. Si;, —;1;0. 7. (A)F(X) = . (B)P(X<1)=
5 5 ( ) 6 T (A) F(¥) {1 (B) P( )

lex six<0

=1-e¥pX22)=ePl<X<2)=e_et (C)E(X)=2. 8 (A)K= % (B) F(x) = )
1—Ee‘x six>0

0 six<0
(C)P(XS—1)=P(X21):%e’l;P(—1§X§1)21—e’l. 9. (A) F = | X1 siOsxsl;(B)P(xgz):%;
X
1 six>1
1 1 E si0<x<2 1.1
PX>3)= =;P(2<X<3)= =. 10. 50centims. 11. (A)f(x)=< 2 T, 20 =,
3 6 2 2
0 en altre cas

3

Si0<X<2. _ 1 1 1 _ _ 9
: 12. E(X) = 15. (A)g. (B) 3 (©) 3 13. E(X) = E,Var(X)_ 20

Nlw

X 1
B)fx)=+ 2 1; 5
0
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(A) % (B) g.«:)ze 14. (B) 0.64. (C) (1-X)%si0<x<1;0,six>1. (D)0.25. (E)6837.7 litres.
15. (A) %. (B) %. 16. (A) 0.8944. (B)0.00621. (C)0.2734. (D) 0.02275. (E) 0.4013. (F) 0.5468.

17. (B) 255.8 kg. (C) g. (D) 0.0003. 18. 2. (A)1386.3 h. (B)0.1818. (C)0.77416. 19. (A) 0.6826. (B) 0.9545.

(C) 0.9973. 20. (A)0.1151. (B)0.0132. 21.Els del tipus B. 22. (A) 0.9545. (B) 0.02275. (C) 0.02275.
(D) 95.45; 2.275; 2.275. 23. (A) P(A > 350) = 0.5; P(B > 350) = 0.3446. (B) en B, un 27.43%; en A, un 15.87%.
24. 0.06681. 25. (A)1. (B)0.4375. (C)0.5. (D)0.421875. 26. (A) 0.6826. (B)0.7078. 27. (A) 0.0059.

(B) 0.0003. (C) 0.3379. 28. (A)0.6826. (B) 0.9545. (C)0.9973. 29. (A) 22.7. (B) 13.42. (C) 10.68.

30. 30.39. 31. (A)1.2158. (B)5%. 32. p=9.9032, o = 6.6602; P(2.5 < X < 4) = 0.0544. 33. (A) u = 62.1154,
o =17.2547. (B)0.2249. 34. 0.3951. 35. (A)0.1776 i 0.0022. (B)84 alumnes. 36. (A) 0.0038. (B) 0.9998.
37. 58.8. 38. 0.6172. 39. 200 unitats. 40. (A)0.9938. (B)0.9397. (C)0.1169. 41. 453.4 kg.

42. (A) p=2.0067, ¢ = 0.0567. (B)0.0004. (C)0.95. (D)13.9%. 43. (A)0.0191. (B)0.1551. (C) 0.0036.

(D) 0.8222. (E) 0.8258. 44. (A)0.1087. (B) 0.3572. (C) 0.0155. 45. (A)0.0548. (B) 0.9445. (C) 0.0548.

(D) 10908.5 litres. 46. (A)0.02275. (B) 11.37 televisors. (C) 2.67 anys. 47. (A)0.0161. (B) 0.4059.

(C) 0.9957. (D) 0.99986. 48. (A)0.0668. (B)0.8413. (C) 0.8351. (D) 0.6826. 49. (A) 0.0039. (B) 0.9998.

50. [17.44,22.56]. 51. (A)0.8413. (B)0.1181. (C)0.0222. (D) 0.1849. 52. (A)0.0036. (B) 0.8222.
(C)0.0191. 53. 6.48. 54. 577 punts. 55. C=37278. 56. (A)0.9605. (B)0.921. (C)0.1825. 57. 0.9989.

58. (A) 1/3. (B)0.7009. (C) 0.96784. 59. (A)0.3232. (B) 0.5507.




