Matematiques per a batxillerat

Matematiques per a batxillerat és el resultat de molta il-lusié, treball, tfemps i gran experiencia
docent. Conté tots els coneixements matematics necessaris per a emprendre els estudis de Grau de
qualsevol Universitat.

Aquest projecte consta dels llibres de matematiques de primer i segon de les modalitats de batxillerat
de Ciencies i Tecnologia i de Ciéncies socials, segons els continguts curriculars que actualment
s'estudien a |'estat espanyol, i estan distribuits en 3 volums per a cada curs:

Primer curs Segon curs
Algebra i Geometria Algebra lineal i Geometria
I\/I.?da.llta.t de . Funcions Calcul diferencial i integral
Ciéncies i Tecnologia : —
Estadistica Calcul de probabilitats
Algebra Algebra lineal
M?da,lltat d? Funcions Calcul diferencial i integral
Ciéncies socials —— - —— : -
Calcul de probabilitats i Estadistica | Calcul de probabilitats i Inferéncia estadistica

Contingut de Matematiques per a batxillerat

Tot el curriculum dels batxillerats de I'estat espanyol.

Més de 1500 exemples resolts dels epigrafs importants.

Més de 8000 problemes entre activitats i exercicis proposats.

Totes les activitats i exercicis proposats tenen la solucié al final del capitol corresponent.

Estructura i concepcié del llibre Matematiques per a batxillerat

Cada parella de pagines consecutives (8 i 9, 10 i 11...) es conceben com una porcié tancada del capitol; cap concepte
quedard a mig fer, i conté exemples resolts i activitats per a resoldre.

Mai hi ha text vertical paral-lel. Sempre es llegeix de dalt a baix, sense distraccions.

Per a facilitar I'estudi distingim amb formes i colors:

. Definicions: Sempre amb quadres de color verd, sense farcit.

. Propietats i teoremes: Sempre amb quadres amb farcit de color verd. Quan hem cregut convenient incloure la
demostracié d'alguna propietat ho fem fora del quadre, ressaltada per |'esquerra amb una barra vertical de
color verd.

. Exemples resolts: Es el més abundant al llarg del llibre; resolts amb detall, perqué |'alumne puga dependre

d'ells. Molts sén aplicacions a altres ciencies, com la Fisica, Biologia, Economia, Topografia, per citar les més
aplicades. Van ressaltats per |'esquerra amb una barra groga, i humerats per capitol.

. Activitats proposades: Almenys al finalitzar cada parella de pagines (10 i 11, 12 i 13...) incloem un quadre farcit
de color taronja amb activitats numerades per capitol i relacionades amb la teoria explicada en aquestes pdgines
i els exemples alli resol+s.

. Problemes de recapitulacié: A més, al finalitzar cada capitol afegim una dmplia col-leccié de problemes
proposats per a acabar d'assolir els conceptes del capitol.
. Solucions: Cada capitol acaba amb les solucions de totes les activitats i de tots els problemes proposats en ell.

Es un procés d'assimilacié dels elements conceptuals necessaris per a interpretar, enunciar i resoldre els problemes
que planteja |'estudi dels fendmens propis de les diverses ciéncies. El coneixement matematic s'organitza en forma de
sistema deductiu, de manera que definicions, postulats, propietats, teoremes i metodes s'articulen ldgicament per a
donar validesa a les intuicions i a les técniques matematiques. Tot aquest procés culmina en els exemples i problemes.

El llenguatge formal s'introdueix lentament, perd resulta imprescindible per a no perdre la linia conductora de la
solucié del problema. Incloem demostracions d'algunes propietats sempre que siguen adequades al nhivell, encara que no
son necessaries per al desenvolupament del text.
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2.1 Definicio general de les raons trigonometriques

L'extensi6 de les raons trigonometriques a qualsevol angle (no només als aguts) permet treballar amb
qualsevol tipus de triangle i possibilita ampliar el camp d'aplicacions.

Considerem el pla amb els seus eixos de coordenades cartesianes i origen O. Considerem a més una
circumferéncia de radi r centrada en I'origen.

Cada angle amb vertex en O tindra el seu arc corresponent (d'igual mesura) en aquesta circumferéncia.

Prenem un arc, de mesura o, amb extrem inicial en el punt A(r, 0), i extrem final en el punt B(x, y). Si B
esta en el primer quadrant redefinim les raons trigonométriques amb a=r,b=x,c=Yy:

. long. catet oposat Cc Yy
sina = - =— ==
long. hipotenusa a r (x,
. a=r o
cosoL= long. catet adjacent _ b _ x c=
long. hipotenusa a r Ol b=x JA
too = long. catet oposat _ C _ y
5 long. catet adjacent b  x

> Extensio de la definici6 de les raons trigonomeétriques

Donat un arc, de mesura o, amb extrem inicial en l'origen d'angles, punt A(r, 0), 1 extrem final en
el punt B(x, y) (un punt qualsevol de la circumferéncia), definim:

) ordenadade B 'y B —
e Sino = - = = .
radi r O\
abscissade B X
e COSQL=————— = — 5
radi r
. tga= order?ada de B _ X’ perax 0
abscissa de B X

La nova definici6 de les raons trigonométriques és independent de la circumferéncia elegida:
""Si agafem dues circumferéncies de radis ri r', els arcs AB i A'B' corresponents al mateix angle central
o proporcionen triangles semblants. El teorema de Tales ens dona la independéncia”

B
S\ Y oY g
r r'
x O X x'
— = — = cosa
r r'
B'[ y y'
. r - T = tga
y X X
x O




> Raons trigonomeétriques de 0°, 90°, 180° i 270°

Angle o
Raé

Sinus

Cosinus

Tangent No

existeix

Si a=0° - B=A(0) - sinO":%:O
Si a=90° — B=C(Or - sin90°= % =1
Si =180 — B=D(-r,0) — sin180°= g =0 i
Si 0=270° - B=E(@0,-r) - sin270°= _Tr =1 i
Comquetga = % sempre que X = 0, aleshores:
thO:gzo tgl80°:_% =0 tg90° = L

0 no existeix

cos180° = L

€0s270° = 9 =0
r

tg270° = _Fr no existeix

Altres raons trigonomeétriques: secant, cosecant i cotangent

En les mateixes condicions de les definicions anteriors, hi ha altres raons trigonomeétriques:

el punt B(x, y) (un punt qualsevol de la circumferencia), definim

Cotangent de o abscissa de B

ordenada de B

cotgo =

=X
y
e Secantde o: radi

seco= ————— =
abscissa de B

X | =

radi
e Cosecant de a.:

ordenada de B

coseca =

r
y

Definicions valides només si els denominadors no son nuls.

Donat un arc, de mesura o, amb extrem inicial en l'origen d'angles, punt A(r, 0), i extrem final en

cotga =

1 Comprova, a partir de les seues definicions, les segiients relacions entre raons trigonomeétriques:
(A)

(B) seca= L
ga

1
(C) coseca= ——
cosa

2 Troba les noves raons trigonometriques de 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180° i 270°.

no



2.2 Signe de les raons trigonometriques

La nova definicio de les raons trigonométriques, a partir dels valors de les coordenades x i y de I'extrem
B de l'arc, proporciona el signe d’aquestes raons trigonometriques.

A"

| | AR
_ N

y

AV
N

B(x,y)

Angles 1r quadrant: Angles 2n quadrant: Angles 3r quadrant: Angles 4t quadrant:
x>0 y>0 x<0 y>0 x<0 y<0 x<0 y>0
sina > 0 sino > 0 sina <0 sina <0
cosa >0 cosa <0 cosa <0 cosa >0
tga>0 tga <0 tga>0 tga <0
Exemple 1
|

En uns eixos de coordenades dibuixem una semicircumferéncia de radi r = 5, i sobre ella situem alguns punts,
A(5, 0), B(4, 3) i C(—4, 3). Calculem les raons trigonomeétriques dels arcs AB i AC, de mesures que anomenem o

i B, respectivament.

P <
B
N
o
JHER A EIR
a A
(@]
. Ordenada de B 3 Abscissa de B 4 Ordenada de B 3
smo = ———— = — cosQL= —————— = — tgoo= ———— = —
Radi 5 Radi 5 Abscissa de B 4
Radi 5 Radi 5 Abscissa de B 4
coseco = —mMmM8MmX™m — = — seco = —m—mMmmmm = — COth,:— = —
Ordenada de B 3 Abscissa de B 4 Ordenada de B 3
. OrdenadadeC 3 Abscissa de C 4 Ordenada de C 3
sinf= —— = — cosp= ———— =—— tgf= ——m—— =——
Radi 5 Radi 5 Abscissa de C 4
Radi 5 Radi 5 Abscissa de C
cosecf= —— = — secf= ————— =—— cotgf= ——F—— =——
Ordenadade C 3 Abscissa de C 4 Ordenada de C

3 En una circumferéncia de radi r = 10 situa els punts de coordenades A(10, 0), B(8, 6) i C(-8, 6). Calcula les
raons trigonometriques dels arcs AB i AC. Compara els resultats amb els de 1'exemple 1.

4  En la mateixa circumferéncia, situa els punts A(10, 0), B(6, 8), C(-6, 8), D(-6, —8) i E(6, —8). Calcula les raons
trigonometriques dels arcs AB, AC, AD 1 AE.




2.3 Propietats de les raons trigonometriques

(1) Elsinusi el cosinus de qualsevol angle son sempre nombres entre —1 i 1:

—1<sina<1l 1 -1<cosa<l

(2) Relacio fonamental: sin’a + cos’a =1
(3) Altres relacions: (A) tga= siho (B) cotga = Cf)i
cosa sina.
C) 1+ tg’a =sec’a D) 1+ cotg’a = cosec’a
( g g

Considerem, per exemple, l'angle o del segon quadrant de la figura segtient.
(1) Pel teorema de Pitagores es verifica:

’ B(X,Y)
<t > X—ZSI > -1<X =sina<1 B o
r r
X2+y2:r2 = i y A
y<rr - y—zﬁl 5 -1 =cosa<1 QJ
r r
2 2 2
) sin2a+cosza=(§j +(X) :# _r_z =1
r r r r
sin cos
@) (A tgo= Y =Y/ _sina (B) cotgo = X = XIT - s
X x/r cosa y ylr sina

Els casos (C) i (D) s'obtenen dividint I'expressi6 (2) per cos’a i sino respectivament. Vegem només (C):

a2 2

. sin‘a. | €0s“ o 1

sinffa+cosfa=1 — — = — —  tg%a+1=sec’a
cos’o. cos’o  cos’a

Exemple 2

|
Si sabem que tgo =-3, sent o un angle del quart quadrant, quin és el valor de cosa ide sina?

Comque tg’a+1=sec’a — (3)P*+1=sec’a — seco= +410

1
Comque secao=—— — coso=t—
q cosa J10
. o 1 V10
A més, el cosinus és positiu en els angles del quart quadrant: coso=+— =+—
Jio 10

2
Amés sin‘a+cosla=1 — sin‘a+ i =1 — sina=1- i = i — sina == i
Jl_O 10 10 \/10

3 _ 310

i ja que el sinus és negatiu en el quart quadrant; sino= - — =—
Jo 10

5 Si a és un angle del segon quadrant i tg o = —5, calcula les restants raons trigonométriques de a.
6 Sia és un angle del tercer quadrant i coso = —0.4, troba les restants raons trigonometriques de o.

7 Sia és un angle del segon quadrant i sin a = (.2, troba les restants raons trigonométriques de o.



2.4 Linies trigonometriques

Les raons trigonomeétriques de qualsevol angle tenen una comoda representacid grafica en la
circumferéncia de radi unitat, r = 1, anomenada circumferéncia trigonométrica.

Si A(1, 0) i B(x, y) son els extrems inicial i final d'un arc de mesura a sobre la circumferéncia
trigonométrica, tenim que

. X
sina=2 =2 = y coso= = == =x
r r

Les coordenades x i y del punt B coincideixen amb els valors del cosinus i del sinus respectivament.

T
B(X,y) B
tga
y Asina 1
y
o A «
O | x =cosa O X A A

D'altra banda, com que els triangles OA'B i OAT de la segona figura son semblants, els seus costats sén
proporcionals, i podem expressar que:

tgo=Z =—="—=AT —> tga=AT
Aixi doncs, en una circumferéncia trigonométrica, les linies OA', A'B i AT, les longituds de les quals

representen els valors del sinus, cosinus i tangent d'un angle del primer quadrant respectivament, son
anomenades linies trigonomeétriques sinus, cosinus i tangent.

A continuacio representem les linies trigonomeétriques per a angles dels quatre quadrants. Cal tindre en
compte que la situacid de les linies ens indica el signe de la ra6 que representen; les linies verticals per davall
de I'eix OX o les horitzontals a l'esquerra de I'eix OY representen raons trigonomeétriques amb signe negatiu
(dibuixades en colors clars).

/ 2o \ \
4
. . o o ,
sin o sin, ’
a N 0s oL
: ‘ : (A
cos o cosa [~ @
AN tga
Y
N

Angles 1r quadrant Angles 2n quadrant Angles 3r quadrant Angles 4t quadrant

’

tga

sin o

tga

6\005 o
U

8 Per qué representem les linies trigonometriques de la tangent dels angles del segon i tercer quadrant en els
quadrants quart i primer, respectivament?

9 Expressa graficament les linies trigonometriques de les raons trigonometriques secant i cosecant en cadascun
dels quadrants.



Exemple 3
|
Amb ajuda de la circumferéncia trigonomeétrica, dibuixem els segients angles:
(A) Un angle del segon quadrant el sinus del qual val 0.75.
(B) Un angle del tercer quadrant el cosinus del qual val — 0.5.
(C) Un angle del primer quadrant la tangent del qual val 2.

Representem les linies trigonomeétriques corresponents:

v
Y

r=1

Exemple 4
I

Conegudes les raons trigonometriques de 30°, trobem les dels angles 150°, 210° i 330° utilitzant la representacio
grafica de les seues linies trigonometriques. Representem només les corresponents als sinus i cosinus dels quatre

angles, i per simetries veiem que les corresponents als sinus tenen la mateixa longitud, igual que amb el cosinus.
Només difereixen en el signe, segons el quadrant.

A
30° 150° 210° 330°
1 1 1 1 150° 30°
sinus > > B e
cosinus g - g - g é
210° 330°
tangent ﬁ - ﬁ ﬁ - ﬁ
3 3 3 3

10 Utilitza una circumferéncia trigonometrica per a dibuixar els dos angles menors de 360° amb les seglients

11
12

propietats:

(A) El cosinus d’aquests angles val 0.3. (E) La tangent d’aquests angles val 0.3.
(B) El cosinus d’aquests angles val —0.3. (F) Latangent d’aquests angles val —0.3.
(C) Elsinus d’aquests angles val 0.3. (G) La tangent d’aquests angles val —2.

(D) El sinus d’aquests angles val — 0.3.
Com podries dibuixar 1’angle del primer quadrant per al qual la tangent val 100?

Construeix taules com I'anterior que continguen els valors de les raons trigonométriques dels segiients grups
d'angles (obtingudes per simetria a partir de les del primer angle de cada grup):

(A) 45° 135°,225°1315° (B) 60° 120°, 240°1300°



2.5 Relacions trigonometrigues de distints angles

En l'exemple 4 hem obtingut les raons trigonométriques de 150°, 210° i 330° a partir de les de 30°
comparant les seues linies trigonometriques. Procedint de la mateixa manera obtindrem aquestes i altres
relacions de forma general relacionant-les, principalment per comoditat amb angles del 1r quadrant.

(A) Raons trigonomeétriques d'angles complementaris

Dos angles o i B s6n complementaris si sumen 90° és a dir, quan a + B = 90° o d’altra manera
B =90° — a. Tenim les segients relacions entre les seues raons trigonometriques:

sin(90° — o) = cosa / a
c0s(90° — a) =sina
tg(90° — a) = cotga \ r=1

Recorda el valor de les raons trigonomeétriques de 30° i 60° i comprova la propietat dels complementaris:

sin60° = cos30° = ? sin30° = cos60° = % tg60° = B = I . QL = cotg 30°

(B) Raons trigonomeétriques d'angles suplementaris

Dos angles o i B son suplementaris si sumen 180°, és a dir, si a + B = 180° o d’altra manera, quan
B =180°-a.

Observa en la segient circumferéncia trigonometrica les longituds i signes de les linies
trigonometriques:

180° — oL
sin(180° — o) = sin ot a

c0s(180° — o) =—cosa
=1
to(180° — o)) = — tg o Kr

Exemple 5
|
Quins angles entre 0° i 360° tenen per sinus el valor 0.6?

El sinus és positiu en els angles del primer i segon quadrants. 1
La calculadora proporciona el del primer quadrant o = 36.87°. RO T

Perd el del segon quadrant no ens el proporciona. o

Si ’anomenem [, sabem que ha de ser suplementari de a.:
oat+p=180° —» p=180"-a
Isi =3687 — p=143.13°




(C) Raons trigonometriques d'angles que es diferencien en 180°

Considerem dos angles a i  que difereixen en 180° P — o = 180°, és a dir, p = 180° + a..

sin(180° + o) = —sina
cos(180° + a) =— cos a

tg(180° + o) = tg o -
180° + ot

Els angles 40° i 220° difereixen en 180°, perqué 220°—40°=180° — 220°=180° + 40°
L Aleshores: sin220° = — sin40° €0s220° = — cos40° tg220° = tg40°

Exemple 6
E—

Quins angles entre 0° i 360° tenen per cosinus el valor — 0.5?

El cosinus és negatiu en els angles del segon i tercer quadrants.
Sabem que cos60° = 0.5, i el cosinus del suplementari de 60° sera del 120° 60°

mateix valor pero negatiu:
o =180°-60°=120° i c0s120°=-0.5 B .

El mateix ocorre amb I'angle que difereix de 60° en 180°: -0.5 /] 05 1
B=180°+60°=240° i co0s(240° =-0.5 \

Els angles buscats son: 2400 = —120°

o =120° i B =240°

(D) Raons trigonometriques d'angles oposats

Considerem dos angles a. i  oposats, és a dir, B = — a.. Aleshores:

sin(—a) =—sina 7

cos(—a) = cosa

r=1
~
tg(-o) =—tgo ‘“\%y

N
/

13 Obtén tots els angles a entre 0° 1 360° que verifiquen:

(A) sina=0.5 (B) sina=-0.5 (C) sina=0 (D) sina=-1
(E) cosa=0.5 (F) cosa=-0.5 (G) tga=0 (H) cotga =-1
O tga=0.5 J) tga=-0.5 K) tga=1 L) tga=-1

M) sina.=0.2 (N) cosa=-0.8 (N) tga=3 (O) cotga=-3



(E) Raons trigonometriques d'angles que es diferencien en 90°

Considerem dos angles a i B que difereixen en 90°: g —a = 90°, és a dir, B = 90° + .

90° +
sin(90° + o) = cos a. /R o
c0s(90° + a) = —sina
tg(90° + a) = —cotga k r=1

L Els angles 40° i 130° es diferencien en 90°, perqué 130°—40°=90° — 130°=90° + 4Q°

Aleshores: sin 130° = cos40° cos 130° = —sin40° tg 130° = —cotg40°

(F) Raons trigonometriques d'angles equivalents

Ja vam veure que B és un angle equivalent a o si difereix d'ell en qualsevol nombre exacte de voltes

completes:
B—a=k-360° (késelnombredevoltes) < pB=a+k-360°

Es immediat que es verifica:

Dos angles equivalents tenen les mateixes raons trigonometriques:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cosa tg(a + k- 360°) =tga

Les raons trigonometriques dels angles 390° i 1830° s6n identiques perque sén angles equivalents a 30°;

390° = 30° + 360° —  sin390° =sin30° €0s390° = cos 30° tg390° = tg 30°
1830°=30°+5-360° —  sin1830°=sin30° €0s1830° = cos30° tg1830° = tg 30°
Exemple 7
I

Quins angles entre 0° i 360° tenen per sinus el valor —0.6?

El sinus €s negatiu en angles del tercer i quart quadrants.
La calculadora ens proporciona I'angle negatiu oo = —36.87,

(veurem en el seu dia per qué ens dona aquest angle negatiu).

Aquest angle és equivalent a l'angle positiu: ol
p=360°+a=360°-36.87°=323.13 | __\S____

L'angle del tercer quadrant I'obtenim per simetria:
B’ =180° + 36.87° =216.87°

14  Calcula el sinus, el cosinus i la tangent de 165° i de 255° sabent que sin75° = 0.966.

15 Calcula tots els angles entre 0° i 720° que verifiquen l'equaci6 sino = —0.5.



Exemple 8
|
e Quins son tots els angles el sinus dels quals val 0.75?

La calculadora ens proporciona I'angle o =~ 48.6°, pero també és solucié, com veiem en la primera figura, el
suplementari de a.: p =180° — o =~ 180° — 48.6° = 131.4°.

Qualsevol angle equivalent als anteriors (sumant voltes) és també solucid. A continuacid tenim la solucio6
general, i en la taula tots els angles obtinguts donant valors al nombre de voltes k.

{48.6° + k - 360°, B = 131.4° + k - 360°, amb keZ}

k -2 -1 0 1 2
a —588.6°| —228.6°| 48.6° | 408.6° [ 768.6°
—671.4°| -311.4°| 131.4° | 491.4° [ 851.4°

e Quins son tots els angles que verifiquen cosa = 0.75?

La calculadora ens proporciona l'angle o =~ 41.4° i com veiem en la segona figura, també és solucio I'angle
3 =360°— o =~ 360° — 41.4° = 318.6°. La solucié general és:

{41.4° + k - 360°, B = 318.6° + k - 360°, amb keZ}

e Quins son els 2 angles més proxims a 2005° que verifiquen l'equaci6 tg?o. = 1?

tg’=1 < tga=1 o tga=-1

La calculadora ens proporciona l'angle 45° per a la primera equacio, i —45° per a la segona; no obstant aixo,
tenim 2 angles valids per a cada equacié en la primera volta, com veiem en la tercera figura:

450 1350 225°  31%°
La soluci6 general és:

{45° + k - 360°, 135° + Kk - 360°, 225° + k - 360°, 315° + k - 360°, amb ke Z}

Com que 2005° = 205° + 5 - 360°, aleshores és un angle de la 5a volta (k = 5). Les solucions de 1’equacio6
tg?c. = 1, que son de la 5a volta, son:

45° + 5 . 360° = 1845° 135° + 5 - 360° = 1935°
i d’elles, les més proximes a 2005° sén 1935° i 2025°.

225° + 5 - 360° = 2025° 315°+ 5 - 360° = 2115°

0.75 g/ 075

0.75

16  Obtén tots els angles que son solucio de les segiients equacions trigonometriques:

(A) sina=0.25 (B) cosa=-0.8 (C) tga=5
(E) sin10a =0.25 (F) cos10o =-0.8 (G) tgl0a=5

17  Calcula els angles entre 1000° i 2000° que s6n solucié de les equacions:
(A) sino. = 3cosa (B) sin?a = 3cos’a.

(D) tgo=-10
(H) tg10a =-10



2.6 Resoluci6 de triangles qualssevol

A continuacié estudiem dos teoremes, teorema del sinus i teorema del cosinus, que ens permetran
resoldre problemes plantejats amb I'ajuda de triangles no rectangles. Coneguts tres dades, entre costats i
angles, a excepci6 del cas en qué només coneixem els tres angles, obtindrem els restants costats i angles.

» Teorema del sinus

Les longituds a, b i ¢ dels costats de qualsevol triangle sén
proporcionals als sinus dels seus angles oposats a, B iY:

a _ b _ ¢
sina sinf  siny c

Demostrem la primera igualtat. Tracem l'altura h relativa al costat de
mesura ¢ que pot ser interior o exterior al triangle:

. . . h .
En el triangle rectangle groc tenim sino = b — h=bsina

. . . h .
En el triangle rectangle violeta sinf=— — h=asinp
a
. . . . a b
Per igualaci6: bsina =asinf — _=
sina  sinf

» Teorema del cosinus

Si anomenem a, b i ¢ a les longituds dels costats de qualsevol triangle i a, B 1y a les mesures
dels seus angles oposats, es verifica:

a>=b*+ ¢’ - 2be cosa

b*=a’+ ¢* - 2ac cosp

¢ =a’+b*-2ab cosy

Demostrem la primera igualtat. Anomenem h a la longitud de l'altura del triangle de la figura. Aquesta altura
divideix el nostre triangle en dos triangles rectangles amb bases de longituds x i ¢ — x.

El teorema de Pitagores permet expressar:

En el triangle violeta: a>=h*+ (c—x)* (1)

En el triangle groc:  b*=h*+x* ) ) o

Aillem h? en (2): h?=b? - x*

i substituim en (1): a?=b"-x*+(c-x)) o a=b-x*+c’-2cx+x’
Aleshores, obtenim a’=b>+c* - 2cx 3)

\ . . X
Pero en el triangle groc es verifica cosa, = m — x=bcosa

i substituint 'expressio anterior en (3): a’ =b’>+ c¢? — 2bc cosa



Exemple 9

|
Quines son les mesures dels costats i angles desconeguts del triangle del dibuix?

Les longituds 8 i 10 sén proporcionals als sinus dels seus angles oposats:

8 10 . 10 - sin50°
- = —-— -  smo=—-
sin50° sina

=~ 0.957

La calculadora dona un angle del primer quadrant perd també és valid

el suplementari: o = 73.25°1 180° — o = 106.75°.

Les dues possibles solucions de sina = 0.957 proporcionen solucions distintes:

(A) Si a=73.25° - y=180°-50°-73.25° — v =56.75°
. el (0]
_c _ 8 o o= 8 5|.n 56.75 ¢~ 873
siny  sin50° sin50°
(B) Si a=106.75° - vy=180°-50°-106.75° — vy =123.25°
. Q] 0
.c _ 8 o o= 8 S|_n23.25 e~ 412
siny  sin50° sin50°

Exemple 10
I
Quines s6n les mesures dels costats i angles desconeguts del triangle segiient?

8,/ o X

60° B
10

Quan coneixem dos costats i I'angle que constitueixen, el teorema del cosinus permet calcular I'altre costat:

x2=102+8°-2.10-8c0s60° — x°=84 > x=+[84

Coneguts ja els 3 costats, només podem obtenir una solucio valida per als angles. També amb el teorema del
cosinus (si bé ara podriem utilitzar el teorema del sinus), obtenim:

48

102=82+ (84| -2-8- V84 cosa - cosa= ~03273 > a=7089°
16184

icomgue a+B+60°=180° - P=180°—60°—7089 = PB=49.1°

18 Calcula les restants mesures dels costats i angles d'un triangle amb a = 15, o = 30° i 3 = 80°.
19 Calcula els restants costats i angles d'un triangle habitual amb
(A) a=30m,b=20m,y=60° (B) b=50m,c=30m, a =50°.

20 Comprova si un triangle pot tenir les seglients mesures: a =45 m, b =30 m, o = 40°, 3 = 70°.



Exemple 11

]
Un riu té les dues vores paral-leles. Des de dos punts A i B d'una vora, distants entre si 100 metres, observem un
punt C de la vora oposada amb visuals que formen, amb la direcci6 que determinen A i B, uns angles de 70° i 30°
respectivament. Quina és I'amplaria del riu? (Distancia a un punt inaccessible).

C C C
) { ) /)/%)\
70° 30° ‘ 70° 30°
A P B A P A 100 B

Ja vam resoldre 1’exercici (exemple 13, capitol 1) amb un sistema d'equacions; ara amb el teorema del sinus.
En primer lloc calculem la longitud x del triangle ABC amb el teorema del sinus:

X _ 100 _100sin 30°

i = — - X - =50.77
sin30°  sin8Q° sin 80°
En el triangle rectangle APC calculem la longitud demanada:
. long. catet t ) i1 300sin 700
sin70° = Ong. catet oposat _ E — L=X-sin70°= —1005|n'30 sin 70 ~ 47.70 metres
long. hipotenusa X sin80°

Exemple 12

]
Dos vaixells A 1 B ixen d'un port al mateix temps, amb trajectories rectilinies que formen un angle de 120°.
La velocitat de A és de 10 km/h i la de B 15 km/h.
(A) Quina distancia els separara després de 4 hores? ~ (B) Quan es trobaran a 100 km de distancia?

X 100 km

R 10t
120 120°

40 km

60 km 15t

(A) En4 horesrecorren 4 - 10=40 km i 4 - 15=60 km respectivament. Pel teorema del cosinus:
x*=40°+60"-2-40 - 60 cos120° — x*=7600 — x=87.18km
(B) Anomenem t al temps que tardaran en distar 100 km. Els vaixells hauran recorregut 10t i 15t km:

(100)* = (10t )* + (15t )*— 2 - 10t - 15t cos120° — 10000 = 100t + 225¢* + 150t

475t = 10000 — t2=M —  t=459 hores

475

21 Des d'un helicopter a 3000 m d'altitud observem el pic d'una muntanya, de 1500 m d’altitud, amb un angle,
respecte de 1'horitzontal, de 30°. Si ens desplacem en direcci6é del pic durant 2 minuts (sense variar la nostra
altitud) el veurem amb un angle, també respecte de I’horitzontal, de 60°. Troba la velocitat de I'helicopter i el
temps que tardarem a sobrevolar el pic.



Exemple 13

|
Un vaixell navega paral-lelament a la vora rectilinia d'una platja on disposem de dos observatoris A i B separats

entre si 10 km. En un moment donat, la visual dirigida al vaixell des de A forma un angle de 60° amb la vora
(recta AB) i des de B un angle de 50° Transcorreguts 10 minuts, la visual des de A forma un angle de 45°.
Calculem la distancia recorreguda pel vaixell en aquests 10 minuts

& . P

70°

60° .
45 50° A8 50\

Anomenem P a la posici6 inicial del vaixell. En el triangle ABP apliquem el teorema del sinus:

x _ 10 _ 10sin50°

- = — - X - x =~ 8.15 km (distancia inicial de A al vaixell)
sin50°  sin70° sin70°

Anomenem Q a la posicio6 final del vaixell. En el triangle APQ apliquem el teorema del sinus:

y X X sin120°

- = — - y=—— — y=>0098km (distancia final de A al vaixell)
sin120°  sin45° sin 45°
. 1 150
Tambeé en el triangle APQ: - L = — X — L= & — L =~298km
sin15°  sin 45° sin 45°

Exemple 14

]
Dues ciutats A i B es troben a igual altitud a una distancia de 5 km, perd la carretera rectilinia que les uneix puja
en primer lloc amb una inclinacié de 9° per a baixar posteriorment amb una inclinacié de 6°. Calculem la distancia
entre les ciutats, en linia recta.

En el triangle de la figura coneixem els tres angles, i a més que x + y = 5. Per a calcular x o y plantegem un
sistema d'equacions amb ajuda del teorema del sinus:
X+y=5
X sin9°
sin6°

X _ Yy = y=
sin6®  sin9°

Substituim I'expressié de y en la primera equacid:

in9° . . . in6°
+ X_Sm =5 — Xxsin6°+xsin9°=5sin6® —» x= &
sin 6° sin6° + sin 9°
1 (o] 1 0 1 1 0
La distancia D és — D = _X - D= x5|_n165 = — 53|n6_ S”? 65 ~ 4,958 km
sin165° sin 6° sin6° sin6° +sin9° sin6°

22 Si el vaixell de I'exemple 13 no navega paral-lelament a la vora es requereix conéixer l'angle PBQ = 25°
(visual des de B fins les dues posicions del vaixell). Calcula el valor de la nova distancia recorreguda.

23  Un vehicle A esta estacionat en una carretera rectilinia, i altres dos vehicles B i C estan estacionats en una
autopista paral-lela a la primera, distants entre si 10 Km. L’angle que forma la linia BA amb la direcci6 de
I’autopista és de 20°, mentre que 1’angle que forma la linia CA amb la mateixa direcci6 és de 40°. Calcula:
(A) La distancia de A a B. (B) Ladistanciade AaC. (C) La distancia entre les dues carreteres.



2.7 Raons trigonometriques de la suma i la diferencia

Si coneixem les raons trigonometriques de dos angles o i B podem calcular lesde o + B i o — fB:

(1) sin(a + B) =sina cosP + cosa sinf (4) sin(a — B) =sina cosP — cosa sinf
(2) cos(a+B)=cosa cosP —sina sin (5) cos(a—p) =cosa cosP + sina sinf
_ tga+tgp _ tga—tgp
3t === 6) t — =
(3) tga+p) 1_tgo tgp (6) tg(a—-P)= 1+tgo tgp

Demostrem (1). Construim la figura segtient amb la condici6 que OB = 1.

Aleshores, com que OB és la hipotenusa del triangle OAB tenim que:
sin(a. + B) = AB =CD + DE (A)

A OCD: sinoc=9 — CD=0Dsina
oD — CD =sina cosf (B)

AOBD: (OB =1) OD = cosp
DE

ABDE: cosao. = — — DE=BD cosa 0 @
BD . — DE =cosa sinf3 (C)

AOBD: (OB=1) BD =sinp

I si substituim les expressions (B) i (C) en (A) obtenim:

sin(a + B) =sina cosP + cosa sinB

Exemple 15
I

. . 2 ..
Si sabem que sina = T isinf = J_ sent aquests dos angles del primer quadrant, calculem el valor exacte de
5

sin(a. — B). Qué es dedueix del resultat?

Si sina:% - COSOL—\/ —sin‘a = / - iS
5
 ing =L (_1 3
Si sinf=— — cosp «/1 sin’B — =_=
Vio 10
2 3 1 1 5 1
Aleshores:  sin(a —B) =sina cosp—cosa sinf= —= - — - = - —= = — = ——=
NN TN VTN CONNF]
in@-p)= = > a-p=ds

24 Calcula el valor exacte de les raons trigonométriques de 75° 1 de 15°, conegudes les de 30° 1 45°.

- 1 .. 1
25 Sisina=—— isinf=—,
5 J10

26 Demostra la segiient identitat trigonomeétrica: sin(a + 30°) + cos(a + 60°) = cosa.

sent els dos angles del primer quadrant, demostra que a. + 3 = 45°.

27 Sioif son angles del primer quadrant, tg(o + ) =3 i tgf = %, calcula el valor de a.




2.8 Raons trigonometriques de I’angle doble i meitat

2tga
1-tg°a

4) sina/2=+ 1/“Cﬂ (5) cosa2=+ ,/—1+C°S“ ©6) tgos2=+ |1=C0¢
2 2 1+cosa

Les expressions per a les raons trigonometriques de I'angle doble s'obtenen a partir de les de la suma de dos
angles. Per exemple, vegem la del sinus:

(1) sin 20 =2 sin a cos o (2) cos 2a = cos’a — sin’a. 3) tg2a=

sin2a = sin(o + o) = sina cosa + cosa sina = 2 sina cosol

Per a les de 1’angle meitat, considerem les expressions cos’x + sin’x = 1 (A)
cos’x — sin’x = cos2x (B)

Calculant (A) + (B): 2cos’x = 1 +cos2x — cos’x= % —  CcOosX= ’% (1

icalculant (A)— (B): 2sin’x = 1 —cos2x — sin’x= # —  sinx=+ ’% 2)

Sien (1) i(2) anomenem x = /2 i per tant, 2x = o, obtenim les formules de 1’angle meitat:

sin(o/2) = + fl_c% cos(a/2) = + 1“;05“

El doble signe de les arrels significa que el signe correcte dependra del quadrant a qué pertanga I'angle o/ 2.

Exemple 16
I

. 3 .
Si sino = T i o és un angle del segon quadrant, calculem els valors exactes de:
(A) sin2a (B) cos2a (©) tga/2
2

. . 4
Comque sina+cos’a=1 — cosa=1-sino — cosa=1-— (g] —  cosaL= "%
perqué en el segon quadrant cosa és negatiu. Aleshores:
. . 3 4 24 )
(A) sin2a =2 sina. cosa=2 - T : (——] =—— (B) cos2a = cos’a —sin‘o.= — — — = —

5 25 25 25 25

(C) Com que o és un angle del segon quadrant, aleshores o/2 és del primer quadrant i tga/2 és positiu:

too2 = 1-cosa _ [1-(-4/5) -8 =3
1+cosa 1+ (-4/5)

28 Calcula les raons trigonometriques de 15° a partir de les de 30°.
29 Sisina= % 190° < a < 180°, calcula els valors de les raons trigonométriques de o, 2a, 3o i 4a.
30 Sitga=3/41180°<a <270 calcula el valor exacte de tg2a i tgo/2.

31 Demostra que: (A) cos3o =4 cos’a — 3 cosa. (B) sin3o =3 sina — 4 sin’a.

32  Dedueix relacions per a les raons trigonométriques de 45° + o i de 45° — o en funci6 de les de o.



2.9 Suma i diferéncia de sinus i cosinus

1 sinp+sinq=2sin¥ cos% 2) sinp—sinq=2¢0s¥ sin%
A3) cosp+c0sq=2cos¥ cos% (4) cosp-—cosq=-2 sin% sin%

Demostrem la primera d'elles. Utilitzem les expressions del sinus de la suma i diferéncia de dos angles que sumem
membre a membre:
sin(o + B) = sina cos B + cosa sinf
) ] ] =  sin(a + p) +sin(a — B) =2 sina cosf (1)
sin(a. — ) = sina cosP — cosa sinf3

Si anomenem

p=a+p i q=a-f 2
deduim que
P+q : P-q
=— =— 3
== i p > 3)
Substituint (2) 1 (3) en (1):
P+q P—q

sinp + sinq =2 sinT cos

Exemple 17
|
Obtenim els valors de x entre 0° i 360° que verifiquen I’equacio trigonométrica:

sinx + sin3x = cosx
Per a aix0, transformem la suma sinx + sin3x en un producte, amb la formula (1):

+3X X —3X

. . . X . .
sinx +sin3x = 2 sin — coS = 2 sin2x cos(—x) = 2sin2x cosx

L altim pas, perqueé cos(—x) = cosx. L’equacid a resoldre es transforma en:
sinXx +siN3X=cosX <  2SiN2X COSX = COSX < 25in2X coSX = COSX =
o 2 sin2x cosx —cosx =0 & cosx (2sin2x—-1)=0
(Z_O[n que el producte de dos factors és 0 només si algun dels dos factors és 0, la Gltima equacié equivalent es resol
aixi:
cosx=0 — x=90°+k-180°, keZ
cosx (2sin2x-1)=0 = {2x =30°+k-360°, keZ —> x=15°+k-180°, keZ

sin2x:1
2 2x =150° + k-360°, keZ — x=75°+k-180°, keZ

Les solucions entre 0° i 360° son:

150, 75°, 90°, 105°, 255°, 270°

33 Resol l'equaci6 cosx + cos3x = 0.
34  Calcula el valor de sin(a + 120°) + sin(o + 240°) en funcid de sina.
sin(p+q)

sin(p—
35 Demostra les relacions trigonométriques: tgp +tgq= ———— itgp —tgq= M .
COSp COSq COSp COSq



2.10 La proporcio cordovesa

Exemple 18

Donada una circumferéncia de radi R, calculem la longitud L del costat de ’octogon regular inscrit en ella.

D,
D,

D,

El triangle isosceles amb base un costat de I’octogon i vértex al centre de la circumferéncia té I’angle desigual de
o =360°/8 = 45°,

Utilitzant el teorema del cosinus obtenim la longitud L del costat de 1’octogon:
L” =R?+R?-2-R-R-c0s45°= 2R’ — 2R> % = 2R’ (1—%} =R*(2-42) = L=Ry2-\2

1

V2-2
constant, coneguda com la proporcid cordovesa, estudiada per 1’arquitecte Rafael de La Hoz, trobada entre les
raons de les dimensions de la Mesquita de Cordova i altres dissenys arabs andalusos. També s’observa en altres
construccions com les piramides de Teotihuacan (Mexic) i en les proporcions humanes de mosaics i escultures
romanes trobades en Alcolea (Cordova).

El quocient entre el radi R de la circumferéncia i el costat L I’octogon — = ~1.30656 és una proporcio

Anomenem triangle cordoves a qualsevol triangle isosceles els costats del qual estan en proporcid cordovesa.
Veiem que el triangle isosceles del segon dibuix, construit amb 3 diagonals de 1’octogon, és semblant al triangle
del primer octogon.

Com els angles y i B del tercer dibuix abracen el mateix arc de circumferéncia, sent y central i B inscrit, es verifica
que B =1v/2, i com y = 200 = 90° al abragar dos costats de I’octogon, resulta que B = 45° = a.. Per tant els dos
triangles son semblants i la proporcio entre els seus costats és la mateixa, la proporcio cordovesa:

D, R 1

D, 2-2

36

37

38

39

Calcula les diagonals D, i D; de ’exemple anterior a partir del
segiient dibuix i comprova que verifiquen la proporcio cordovesa. }

Un rectangle cordoves és aquell els costats del qual mantenen la proporcio
cordovesa. Calcula, en funcié de la base x, I’altura h i la diagonal d del
rectangle cordoves del dibuix. d

I\

Utilitzant el teorema del cosinus, comprova que tot triangle isosceles amb
angle desigual de 45° és cordoves.

Comprova que el triangle de la figura de la dreta és també un triangle
cordoves.
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11

12

13

14

15

16

Problemes del capitol 2

Si a és un angle del quart quadrant i cos a = 3/4 calcula les restants raons trigonométriques d'aquest angle.
Si a és un angle del tercer quadrant i tgo. = 4/3 calcula les restants raons trigonometriques d'aquest angle.
Si a és un angle del segon quadrant i sino. = 2/3 calcula el valor exacte de cosa i tga..

L . 3 o
Si a és un angle del quart quadrant i tgo. =——= calcula el valor exacte de sina i cosa.

N

Si o és un angle del segon quadrant i cosa. = —1/3 calcula el valor exacte de sina i tgat.

. o 2 .
Si o és un angle del segon quadrant i sino. = — calcula el valor exacte de cosa i tgat.

5
Si o és un angle del tercer quadrant i tgo. = 8 calcula el valor exacte de cosa i sina.

Si a és un angle del segon quadrant i tgo. = —+/'2, calcula el valor exacte de:

(A) sina (B) cosa (C) cotga (D) seca (E) coseca
Si a és un angle del primer quadrant i cosa. = 2/3 calcula el valor exacte de:

(A) cos(n+a) (B) cos(m—a) (C) cos(90° - a) (D) cos(360° — o)

(E) cos(—a) (F) cos(360°+ o) (G) cos(90°+ o) (H) ctg(270°+ a)

Si o és un angle del tercer quadrant i sina. = —1/3 calcula el valor exacte de:

(A) sin(m+a) (B) sin(m—a) (C) sin(90°—a) (D) sin(360° — o)
(E) sin(—o) (F) sin(360°+ o) (G) sin(90°+ ) (H) sin(270°+ o)
Si a és un angle del tercer quadrant tga. = J8 calcula el valor exacte de

(A) tg(n+o) (B) tg(nt—a) (©) tg(90° - o) (D) tg(360° - a)
(E) tg(-o) (F) tg(360°+ a) (G) tg(90°+ o) (H) tg(270°+ o)

Expressa amb un angle del primer quadrant les segiients raons trigonomeétriques:

(A) sin250° (B) cos320° (C) tg250° (D) sin(-200°) (E) cos(—290°)
(F) tg(-160°) (G) sin1l05° (H) cosl70° () tg340° (J) sin1250°
(K) tg(~500°) (L) sin845° (M) cos870° (N) tg1000° (N) sin630°

(O) cos(-600°) (P) tg1580° (Q) sin(-450°) (R) cos1800° (S) tg10000°

Resol les seglients equacions trigonométriques:

(A) sinx=-1/2 (B) cosx=-1/2 ©) tgx=-1

(D) sin2x=-1/2 I cos2x=-1/2 (F) tg2x=-1
(G) sin3x=-1/2 (H) cos3x=-1/2 IO tg3x=-1
) sinx2=-1/2 (K) cosx/2=-1/2 L) tgx2=-1

Calcula el perimetre i I'area dels segiients poligons regulars inscrits en una circumferencia de radi R.
(A) Un triangle (B) Un quadrat (C) Un hexagon

Calcula el perimetre i 1'area dels segiients poligons regulars circumscrits a una circumferéncia de radi R.
(A) Un triangle (B) Un quadrat (C) Un hexagon

Calcula les longituds dels costats i 'altura d'un triangle isosceles d'angle desigual de 120°, circumscrit a una

circumferéncia de radi R.
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24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

En un hexagon regular de costat 1 metre es forma un altre hexagon regular inscrit unint els punts mitjans dels
costats del primer. Quant mesura el costat d'aquest hexagon? I 1'area?

Calcula l'area d'un octogon regular de 5 metres de costat.

Demostra que l'area d'un octogon regular inscrit en una circumferéncia de radi 1 m. és exactament de 2 J2 m
Demostra que l'drea d'un dodecagon regular inscrit en una circumferéncia de radi R és igual a 3R

Calcula la longitud de la diagonal d'un pentagon regular de 3 metres de costat.

Calcula l'area d'un segment circular de 5 metres de radi i n/5 rd d'amplitud.

Si dues circumferéncies son tangents exteriors de 6 1 2 metres de radi, Calcula 'area del triangle que constitueixen
les seues tangents exteriors comuns.

Calcula el radi d'una circumferéncia inscrita en un sector circular de 10 metres de radi i 60° d'amplitud.

Demostra que per a qualsevol triangle de costats a, b i ¢ 1 angles oposats o, B 17, es verifica que l'area és:

1 . 1 . 1 .
A= =absiny= =bcsina= —acsinf}
2 2 2
Si un angle d'un triangle rectangle té la relacié tgo = 4 ctgo., quina relacio tenen els catets entre si?

Sobre un segment AB de longitud 2a, agafat com a base, es construeixen tres triangles isosceles ACB, AC'B i
AC”B, d'altures a, 2a i 3a respectivament. Demostra que C + C’ + C” = 180°.

Calcula l'altura d'un pal clavat en un terreny horitzontal si sabem que els angles amb qué es veu el pal des de dos
punts A i B situats a esquerra i dreta del pal son, respectivament, de 75° i 60°, i la distancia entre A i B és de 20 m.

Un vaixell es troba en un port P a 10 km de distancia en linia recta d’un altre port Q. Si el vaixell segueix una
trajectoria rectilinia que forma un angle de 30° amb la linia PQ:

(A) Calcula la distancia a qué es trobara de Q després de recorrer 5 km.

(B) Calcula la distancia que recorrera per a trobar-se de nou a 10 km de Q.

Dos vaixells ixen des d’un punt seguint trajectdries rectilinies que formen un angle de 60°. En un moment donat,
la distancia entre ells és de 70 km. Si un d’ells ha recorregut el triple de distancia que I’altre, calcula a quina
distancia es trobara cadascun del punt de partida.

Del paral-lelogram de la figura sabem que la seua major diagonal
mesura 10 cm i forma amb els costats angles de 20° i 40°. Calcula:

(A) Les longituds x i y dels seus costats.

(B) La longitud de I’altra diagonal. >

(C) L’area del paral-lelogram. 20° x

Y,

Dos punts d’observacio A i B es troben a 15 km de distancia sobre una carretera rectilinia. Des de A observem un
punt P, situat al mateix pla vertical que A i B, de forma que 1’angle PAB ¢és de 50°. Des de B observem el mateix
punt P, de forma que 1’angle PBA és de 70°.

(A) Calcula la distancia de P a A.

(B) Calcula la minima distancia de P a la carretera.

Del paral-lelogram de la figura sabem que la longitud de les diagonals

major i menor és, respectivament, de 20 i 10 cm, i que el menor dels

angles que formen entre si és de 40°. Calcula:

(A) Les longituds dels costats del paral-lelogram. a

(B) Els angles a i B que formen amb la diagonal major els costats del B
paral-lelogram.

Els costats d’un triangle mesuren 5, \/g 1 \/]3 cm. Calcula la seua area.



35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

Demostra que 1’area d’un triangle circumscrit a una circumferéncia de radi 1 cm és exactament de 3\/5 cm’.

Un far es troba sobre un penya-segat que forma un angle de 55° amb la superficie del mar. Des d'un vaixell situat
en el mar, a 400 metres de distancia del penya-segat, mesurem l'angle que forma la visual al punt més baix del far
amb la superficie del mar, que resulta ser de 35° i l'angle amb queé es veu el far, que és de 1°. Calcula 'algada del
far.

Dos mobils A i B es troben a 22 km de distancia i es desplacen sobre una superficie plana seguint trajectories

rectilinies diferents amb velocitats respectives de 6 i 8 km/h. Si a les 2.5 hores els dos mobils coincideixen en un

punt P:

(A) Calcula I’angle que formen les seues trajectories en el punt P.

(B) Si després de trobar-se en P els mobils continuen desplacant-se sense modificar les seues trajectories i
velocitats, calcula el temps que ha de transcorrer perqué es troben a 50 Km, i la distancia recorreguda per
cadascun.

La teulada d’una casa té una inclinacio de 30° per un costat i per I’altre 50°. Si I’amplaria de la casa és de 10
metres, calcula I’altura que té el punt més alt de la teulada, respecte del sostre de la casa.

Una casa té una teulada asimétrica que té una longitud de 6 metres per un costat i de 4 metres per Daltre, sent
I’angle d’inclinaci6 de la teulada pel costat més curt doble que pel costat més llarg. Calcula I’amplaria de la casa.

Calcula la longitud d’una pista d’esqui si té una inclinacié de 50° i que si ens situem, en un pla horitzontal, a 250
m. de la base de la pista, I’angle que forma la linia dirigida al punt més alt de la pista amb 1’horitzontal és de 20°.

D’un triangle ABC la base AB mesura 10 cm i I’altura que correspon a aquesta forma amb els altres costats AC i
BC uns angles de 20° i 40°. Calcula les longituds d’aquests dos costats i de 1’altura.

Dos mobils estan situats en dos punts A i B a 110 km de distancia, i es desplacen sobre una superficie plana
seguint trajectories rectilinies diferents i amb velocitats respectives de 15 1 20 km/h. Si a les 5 hores els dos mobils
coincideixen en un punt P:

(A) Calcula I’angle que formen les seues trajectories en el punt P.

(B) Calcula els angles que formen les seues trajectories amb la linia AB.

Anem per una carretera rectilinia. En el punt A parteix un cami recte que forma un angle de 30° amb la carretera
respecte a la direccio de la marxa. Més endavant, en un altre punt B i a 5 km de A, parteix un altre cami recte que
forma un angle de 50° amb la carretera en el sentit de la marxa. Aquests dos camins es tallen en un punt P.

(A) Calcula la distancia de la carretera al punt P seguint cadascun dels dos camins.

(B) Calcula la distancia minima des de P a la carretera.

Des d’un punt P a la vora d’un riu observem un punt A en la vora oposada on hi ha un arbre 1’altura del qual
volem obtenir. Es conegut com un problema d'altura de peu inaccessible. Des de 1a nostra posicié inicial P, veiem
I’arbre amb un angle d’inclinacio de 2° respecte de I’horitzontal. A continuacidé ens desplacem 240 metres (no
necessariament seguint linies paral-leles a la vora del riu) fins una posicié Q des d'on puguem veure l'arbre i la
posicio inicial P. Mesurem els angles APQ =30° 1 AQP 131.92°. Calcula l'altura del arbre.

En el punt més alt d'una pista d'esqui de 250 m de longitud hi ha una casa de 10 m d'altura. En el punt més baix de
la pista, un home veu la casa amb un angle de 1.79°. Calcula l'angle d'inclinacié de la pista respecte de
l'horitzontal.

Volem instal-lar dos panells solars de 5 metres de longitud, mirats de perfil, amb una inclinacié de 30° respecte

I’horitzontal.

(A) Calcula la minima distancia de separacié entre els panells perqué el primer no faga ombra al segon, quan els
raigs del Sol formen un angle de 50° amb el terra.

(B) Amb la distancia obtinguda en 1’apartat anterior, calcula la longitud de 1’ombra sobre el segon panell que
faran els raigs del Sol, quan estos formen un angle de 40° amb el terra.

Volem instal-lar dos panells solars de 4 metres de longitud, mirats de perfil, amb una inclinacié de 60° amb
I’horitzontal, separats una distancia de 6 m. Calcula el menor angle que poden formar els raigs del Sol sense que
el primer panell faga ombra al segon.
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Volem instal-lar dos panells solars de 5 metres de longitud, mirats de perfil, amb una inclinacié de 30° amb
I’horitzontal, separats una distancia de 4 m. Calcula I’ angle que formaran els raigs del Sol amb el terra en el
moment que el primer panell fa sobre el segon panell una ombra de 2.5 m.

Dos pals de 12 1 9 m. d’algada estan separats per una distancia de 15 m. Calcula els angles que els hem d’inclinar
(respecte de I’horitzontal) perqué es toquen les seues parts superiors, i I’alcada respecte del terra a la qual es
tocaran.

Dos punts A i B es troben a la vora d’un canal d’aigua, separats per una distancia de 300m. En un punt P de P’altra
vora hi ha un edifici, que suposem que no té amplaria, com un pal. Des de A es veu tot 1’edifici amb un angle de
15°. També des de A, les linies AP i AB formen un angle de 40°, i des de B, les linies BP i BA formen un angle de
60°.

(A) Calcula I’algada de I’edifici.

(B) Calcula I’angle amb que es veu I’edifici des del punt B.

A la vora d’un riu canalitzat hi ha un edifici de 50 m d’altura. En front, a I’altra banda del canal, hi ha parat un
tren. Des del principi del tren es veu 1’edifici amb un angle d’elevacio de 10° i des del final del tren amb un angle
de 12°. Des de I’extrem superior de 1’edifici es veu ’amplitud del tren amb un angle de 40°.

(A) Calcula la longitud del tren.

(B) Calcula I’angle amb que es veu el tren des de I’extrem inferior de 1’edifici.

(C) Calcula la distancia del tren a I’edifici.

Calcula les longituds x iy del trapezi ABCD de la figura, si coneixem les
mesures dels angles segiients:

Angle(BAD) = 70° (amb vertex en A).

Angle (CAD) = 40° (amb vertex en A).

Angle (ADC) = 80° (amb vertex en D).

A X D

Dos fars A i B disten entre si 10 km. En el mar hi ha fondejats dos vaixells P i Q i volem saber la distancia que hi
ha entre ells. Per a aix0, prenem les segilients mesures angulars:

Des de A: angle(PAQ) = 28°i angle(BAQ) = 35°.

Des de B: angle(PBQ) = 15° i angle(ABP) = 50°.

Calcula la distancia entre els cims de dues muntanyes A i B, per a construir entre elles un teleféric, tenint les
segiients dades: des de dos punts C i D, situats lluny de les muntanyes, i distants entre si 500 metres, prenem les
seglients mesures angulars:

Des de C: ACB =55°, ACD =65°i BCD = 105°.
Des de D: ADC =80° i BDC = 70°.

500 C

En el punt més alt de I'edifici d'un Ajuntament ondeja una bandera amb un pal vertical. Des del sol observem els
extrems superior i inferior del pal amb un angle d'inclinacid, respecte de I'horitzontal de 56° i 52° respectivament.
Si ens allunyem 20 m, en sentit oposat al de la visual del pal, observem l'extrem inferior del mateix baix un angle
de 34°. Calcula I'altura del pal.

Des d'un vaixell es veuen 3 punts de terra A, B i C. Calcula la distancia
del vaixell a cadascun d'ells sabent que la distancia (en linia recta) de A
aBésdeSkmiladeBaC ésde4km. Es coneixen els angles indicats
en el dibuix.
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Si a és un angle del segon quadrant i sina. = % calcula el valor exacte de:

(A) cosa (B) sin2a (©O) tg2a (D) sin(w — o)

Si a és un angle del primer quadrant i sino. = % calcula el valor exacte de:

(A) sin2a (B) cos2a (C) sinda

Si a és un angle del segon quadrant i coso = —?5 calcula el valor exacte de:
(A) sina (B) sin2a (C) sin3a

Si a és un angle del segon quadrant i coso = —g calcula el valor exacte de:

(A) sina (B) sin2a (C) sinda (D) sino/2

Si a és un angle del segon quadrant i tgo. = —4/3 calcula el valor exacte de:
(A) cos2a (B) cos3a (C) cos4a

Si o és un angle del segon quadrant i sin o = 5/13 calcula el valor exacte de:
(A) tga (B) tgo/2 (©) tg2a (D) tg3a (E) tgda

Si o és un angle del segon quadrant i sino. = g calcula el valor exacte de:
(A) tga (B) tg(a +45°) (©) tg2a (D) tg3a

Si a1 B sén angles del primer quadrant, sina = 3/5 i sinf3 = 5/13 calcula el valor exacte de:

(A) sin@+p) (B) cos(a+P)  (C) sin@-P) (D) cos(a-P) (E) tg@+P) (F) te(o—p)

Si o 1 B son angles del primer quadrant, sino. = g i sinf =% calcula el valor exacte de sin(aw + 2f). Que
5

dedueixes d’aquest resultat?

Si a1 B son angles del primer quadrant, cosa. = 1/8 i cosP = 3/4 calcula el valor exacte de cos(a + [3).
Si a1 3 son dos angles del primer quadrant:

(A) Sitgo=2itgp= % , demostra que oo — B = 45°.

(B) Sitg(a+p)=3itgp= % demostra que o = 45°.

Si o 1 son dos angles del primer quadrant, sino. = !

&l

10
valor de I’angle (a0 — B).

Si o 1 P son dos angles del primer quadrant, cosa = 1 i cosf :%, calcula el valor exacte de cos(o. — ) i el
10

5
valor de I’angle (o0 — B).

Si sabem que tg(a + B) =—3 i tg(a — B) = 1/3, calcula el valor exacte de tga i de tgp.

Demostra les segiients igualtats:
(A) tg75°—1g60°=2 (B) tgo0°+tglse=2 (C) tg75°+1tgls5°=4

Demostra que sin75° — sinl5° = sin45°.
Si sabem que tgo. =2 + J3i tgf=2— J3 , demostra que o — § = 60°.

Si sabem que tg(a + 45°) = 2, calcula el valor exacte de tgo.

isinfd =——, calcula el valor exacte de sin(a — ) i el
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Demostra que si tgo = J2 +1i tgP = J2 —1 tenim que a+B=90°1a— B =45%1per tant o = 67.5°1 f = 22.5°.

Demostra les segiients identitats trigonomeétriques:
(A)
(C) cos(n/3 — ) + sin(w/6 — o) = cosa

1+tga ?
© (i)

sin2a - (tgo + cotgal) = 2

_ 1+sin2a
1-sin2a

(cosa+sina)’ —(cosa—sina)?
(cosa+sino)(cosa—sina)

G)

=2tg2a

Demostra les segiients identitats trigonomeétriques:

(A) (sin x + cos x)* — (sin X — cos x)* = 2 sin 2x

© tg(z—aj= 1-tga _ cosa.—sina
4 l+tga cosa+Sina

cos sin
(E) < ¢ _1itg2a
cosa—sSino  cosa +Sina
cosa +sin cos o —Sin
© arse EReTING _ 5 ig2q

coso —Sino.  cosa+Sino

Demostra les segiients identitats trigonométriques:

(A) (sina + cosa)(sinf3 + cosf) = sin(a + B) + cos(o —

(B) (sina + cosa)® — (sinp — cosp)’ = sin2a. + sin2p
Demostra les segiients identitats trigonometriques:
(A) (sin x + cos x)? + (sin X — cos x)* = 2

1-sinx  cosx

©) cosx  1+sinx

© 1, tg°x
1+tg°x  1+tg>x

G) sin(a +B)+sin(o. —B) ~ tgt
cos(a + B)+cos(a.—f)

M sin(60°+a) +sin(60°—a) _f

cos(60°+ o) +Ccos(60°—a)

Demostra que:

sin15° + cos15°
A =4/3
) sin105° + cos105° \/_

®)

Demostra que:

1 _ coso.cosf

(B)
D)

Q)

(H)

(B)

(D)

(F)

(H)

)

(B)
(D)

(F)

(H)

™

sin105°+sin15° ©) 1
0s105°+C0s15° c0s105°—cos15° /3

cos(m/3 — o) + cos(m/3 + a) = cosa

tg(a +45°) + tg(a — 45°) = 2tg2a

- 2 .
(smoc+c05aj _ 1+sin2a

"~ 1-sin2a

sino —Ccos o

_ 3tga — tg30L

tg3a
1-3tg%a

1-tg’a

cos 2a =
1+ tg°a

1+ cos2x

cotgx= —————
sin 2x

cosa sina 1

cosa—sina.  COSo+Sino  Cos2a

COSa+Sinoc+COS(x—Sin0c_ 2
cosa—Sina.  coso+Sina  cos2a

cos*x — sin®x = cos?x — sin’x
cosx _ 1
1+ sinx

COS X
f1+cosx _1+cosx
1-cosx sinx

sinfa+f) —sin(la—B) _

= —cotga
cos(o+B) — cos(o—B)

tg X +

sin(a + 45°) +cos(o +45°)
sin(a.—45°) +cos(o — 45°)

= cotgo.

sin105°-sin15° 1

tgotgf _ sinasinp

tga+tgB  sin(a+p)

tga+tgp

sin(a.+ )
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Obtén els angles entre 0° 1 360° que verifiquen les segilients equacions trigonomeétriques:

(A) cosa = —% (B) sina = —? (C) cosa = % (D) sina = 72
(E) tgo= ? (F) tga=+3 (G) tga=-+3 (H) tga=1
() cosa = —% (J) sina = —% (K) tga=-1 (L) tga= —g

Obtén els angles entre 0° 1 360° que verifiquen les segilients equacions trigonometriques:

(A) cosa=-0,1 (B) sina.=2/3 (C) cosa.=0.8 (D) sino=-0,8
(E) tga=2 (F) tgo =100 (G) tga =1000 (H) tga =-1000
Donada I’equacio sinx = — % :

(A) Obtén els dos angles entre 0° i 360° que verifiquen 1’equacio.
(B) Obtén els dos angles més proxims a 2000° que verifiquen 1’equacio.
(C) Expressa els anteriors quatre angles en radiants.

Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonomeétriques:

_ 2 i
A) 6cosx+5=4 B) 3tgx 1=1 © _ D) sm_x _1
2 2 3-2sinX 2-sinx
1-sinx 1 3+2cosx 1 2+tgx 1 1—J§tgx 2
€ ——=3 F PR oc (@) XS H) =KoL
l+sinx 3 3-2cosx 2 2—-tgx 3 2+/3tgx S

Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonométriques:

(A) 3—tg’ =0 (B) lfii)s(x -1 (C) 2sin®x —3sinx +1=0

3cosx+4 5
Donada I’equaci6 —— = —:
5cosx+6 7

(A) Obtén els dos angles entre 0° i 360° que verifiquen I’equacio.
(B) Obtén I’angle més proxim a 2012° que verifica ’equacio.
(C) Expressa I’anterior angle en radiants.

2 -3cos?x

Donada I’equacio = —, obtén tots les solucions i expressa-les en radiants.

1+2 coszx

Obtén tots els angles entre 0° 1 360° que verifiquen I’equacié cos4x = % .

. . o 1
Obtén tots els angles que verifiquen 1’equacid sin 5x =— .

A

Obtén tots els angles entre 0° 1 1000° que verifiquen 1’equacié Sin (Z?Xj = % .

Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonométriques:

2 -1 4 2y _
(A) tg>=3tgx —2 @) S~ _ % c 2Hox-1_5
3cosx —2 7 2tgzx 1 7



93  Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonometriques:

(A) 2sin’o +sina=0 (B) 2sin’a+sina =1 () tg®—3tgx =0

94  Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonometriques:

(A) sin2x :% (B) cos2x :% (C) tg2x=1 (D) 3tg2x=1
(E) 2siPx+1=2 (F) 2co8’+ % -2 (©) % - % (H) % - ?
95  Obtén tots els angles que verifiquen les segiients equacions trigonomeétriques:
(A) sinx-cosx=0 (B) sinx(2cosx+1) =0 (C) 2sin2x = sinx
(D) 2sin2x —sinx =1 (E) 2cos2x +cosx =1 (F) 2sin2x +3sinx+1=0
(G) 2tg2x+tgx=0 (H) 2tg2x+tgx=3 () sinx =cosx
(J) sinx = 2cosx (K) sin2x = cos2x (L) sin2x = 3c0s2x
(M) 1+ sin2x = cos2x (N) tg2x+tgx=0 (N) sin2x + sinx = cos2x
(O) 1 + sinx = 2c0s2x (P) cos2x —sin2x =1 (Q) cos’x — 3sin’x = -1
(R) 8cos’ + 12sin’x = 11 (S) sinx +cosx = 2
96  Obtén tots els angles entre 0° i 360° que verifiquen I’equacié —— + 32 =8.
SN~ X COos™X
97 Resol les segiients equacions trigonomeétriques:
(A) cos2x+cosx +1=0 (B) sinx = cos2x (C) sin2x = cosx
(D) sin3x +sinx=0 (E) cos2x+3cosx +2=0 (F) tgx+tg2x=0
(G) cos2x + sinx = 4 sin’x (H) sindx + sin2x = sin3x (I) sinx + sin3x = sin5x
(J) sinx +sin3x +sin5x =0 (K) tg2x +2sinx=0 (L) 2 —3sinx =cos2x

98 Una maquina situada en el sol produeix un raig laser que projecta un punt lluminés sobre una paret vertical.
Calcula I'angle o que forma el raig laser amb el sol, si sabem que si aquest angle fora el doble de gran, aleshores
el punt lluminos es projectaria al triple d'altura en la paret.

99 Enel triangle de la figura, demostra que h = w .
sin(a.+ ) h
o B
=
100 Els fulls rectangulars amb format DIN es construeixen amb les condicions: i
e El full més gran DIN A0 mesura 1 m”. A,
e Les dimensions dels seus costats a i b (amb a > b) son tals que al dividir el
full per la meitat les dimensions dels costats, b i a/2, del nou full DIN A1, A A,
son proporcionals a les del full DIN AO. Aco es pot repetir més vegades As
obtenint els fulls menors DIN A2, DIN A3, DIN A4....

(A) Calcula les dimensions a i b del full DIN AO0.
(B) Dibuixa en el full DIN AO el quadrat de costat b sobre un lateral i
comprova que el triangle dibuixat a partir d’ell és un triangle cordoves.

(C) Calcula les dimensions del full DIN A4 i comprova també la propietat
(B) del full DIN AO.




Solucions de les activitats del capitol 2

2.
0° 300 45° 60° 90° 180° 270°
secol 1 213 N7 2 No -1 0
coseco. | No 2 NA 213 1 No -1
cotga No N&) 1 313 0 No 0
4.
a sina cosa tga coseca. | seca | cotgo
AB 4/5 3/5 4/3 5/4 5/3 3/4
AC 4/5 -3/5 —4/3 5/4 -5/3 | -3/4
AD —4/5 -3/5 4/3 -5/4 -5/3 3/4
AE —4/5 3/5 —4/3 -5/4 5/3 -3/4
5. C0S0= ———_, Sina = —>_ , seco = —/26 , coseca = @,cotga: “1 6 sina= —@,tga: @
J26 J26 5 5 5 2
seco, = —E , coseca = 5 , cotga = L. 7. cosa = —@ ,tga = —ﬁ , coseca = 5, seca. = —% ,
2 J21 V21 5 12 12
cotga = —24/6 . 8. Pel seu signe.
12.
45° 135° 225° 315° 60° 120° 240° 300°
sina. | 142 U2 | U2 | -2 sina, 312 312 312 —Bi2
cosat | N2 | -uUN2 | 12 | ua2 cosa 1/2 -1/2 -1/2 1/2
tga 1 -1 1 -1 tga NR) -3 NG -3

13. (A) 30°, 150°. (B) 210°, 330°. (C) 0°, 180°, 360°. (D) 270°. (E) 60°, 300°. (F) 120°, 240°. (G) 0°, 180°, 360°.

(H) 135°, 315°. (1) 26.57°, 206.57°. (J) 153.44°, 333.44°. (K) 45°, 2250, (L) 135°, 315°. (M) 11.54°, 168.46°.

(N) 143.13°, 216.87°. (N) 71.57°, 251.57°. (O) 161.57°, 341.57°. 14. sin165° = 0.259, cos165° = 0.966,

tg165° = —0.267; sin255° = —0.966, c0s255° = —0.259, tg255° = 3.736. 15. 210°, 330°, 570°, 690°.

16. (A) 14.48° + k-360°, 165.52° + k-360°. (B) 143.13° + k-360°, 216.87° + k-360°. (C) 78.69° + k-180°.

(D) 95.71° + k-180°. (E) 1.45° + k-36°, 16.55° + k-36°. (F) 14.31° + k-36°, 21.69° + k-36°. (G) 7.87° + k-18°.

(H) 9.57° + k-18°. 17. (A) 1151.57°, 1331.57°, 1511.57°, 1691.57°, 1871.57°. (B) 1140°, 1200°, 1320°, 1380°, 1500°,
1560°, 1680°, 1740°, 1860°, 1920°. 18. b =29.54,¢c=28.19,y=70°% 19. (A)c= 107 , o = 79.11° 0 100.89°,

B =40.89°0 19.11° (B)a=38.36, B =93.2°, C=36.8°. 20. No. 21. 51.96 km/h, 1 minut. 22. 3.89 km.

23. Cotxes a ambdds costats de A: (A) 7.42 km. (B) 3.95 km. (C) 2.54 km. Cotxes a un mateix costat de A:

(A) 18.79 km. (B) 10 km. (C) 6.42 km. 24. sin75° = M,cos?&’: @,@7?: 2+ 43;

sin15° = g(ﬁ—g , COS15° = g(\ﬁu) 1g15°0=2— 3. 25. tg(a + B) = 1. 27. a = 45°,

28. sinl5° :%m €0s15° = %m tgl5° = 2 — J§ 29. cosa = —%, tga = —%; sin2a = —%,
cos2a = % , 1920 = —% 1 sin3a = % , C0S3aL = —% ,tg3a = —% . 30. tg2a = 27—4 tga/2 = -3.

32. sin(45%+a) = g(si na+c05a) = €0s(45°-0at); cos(45°+ar) = %(Cosa—si noc) =sin(45°-a);

1+tgo _ 1

tg(45°+0r) = = :
o ®) 1-tga  tg(45°-a)

33. x= §+gk,kel. 34. —sina. 36. D,= Ry2++2,D;= RY2.

37. h=xy2-+2 ,d=x \/3—\/5. 38. Si x és la mesura del costat desigual i y la mesura dels altres, pel teorema

del cosinus, x =y \/2—\/5 . 39. Un angle esta inscrit i comprén dos costats del octogon, per tant mesura 45° =

90°/2, i I’altre també esta inscrit perd comprén 3 costats del octogon i mesura 135%2.




Solucions dels problemes del capitol 2

1. sina= —g,tgom —g. 2.sina=—%,c05a:—g. 3, ‘? i _%. 4, _% i jlil 5. ¥ i
-02. 7% i-2. 7. -13i _g. 8. (A) ? (B) -?3 (c:)-£ (D) —3. (E) £. 9. (A)-2/3.
(B) -2/3. (C) % (D) 2/3. (E) 213. (F) 2/3. (G)—?. (H) 75 10. (A) 1/3. (B)-1/3. (C) _i (D) 1/3.
(E) 1/3. (F)-1/3. (G) - 2*/_ . (H) &. 11. (A) 242.(B) -2J2. (C) ‘f (D) -242. (E) -242.

(F) 242. G) - J_ . (H) -Q. 12. (A) —sin70°. (B) cos40®. (C) tg70°. (D) sin20°. (E) cos70°. (F) tg20°.

(G) sin75°. (H) —cos10°. (1) —tg20°. (J)sin10°. (K) tg40e. (L) sin55°. (M) —cos30°. (N) —tg80°. (N) —sin90e.
(0) —cos60°. (P) —tg40°. (Q) —sin90°. (R) cos0C. (S) —tg80e. 13. (A){210°, 330°} + k-360°.

(B) {1200, 240°} + k-360°. (C) 135° + k-180°. (D) {105°, 165°} + k-180°. (E) {60°, 120°} + k-180°.

(F) 67.5° + k-90°. (G) {70°, 110°} + k-120°. (H) {40°, 80°} + k-120°. (1) 45° + k-60°. (J) {420°, 660°} + k-720°.

i

(K) {240°, 480°} + k-720°. (L) 270° + k-360°. 14. (A)P = 3J3R, A= . (B)P= 4/2R, A=2R%

33

(C)P=6R,A= TR?. 15. (A)P = 643R, A= 3J3R?. (B)P=8R,A=4R% (C)P = 43R, A= 2/3R%.

V393 ,

16. Costats iguals: R(tg30°+ tg75°), base: 2Rtg75°, altura: Rtg30° tg75°. 17. 7m Tm

18. 50/tg22.5° = 25J§(2+J§). 21. 6cos36°. 22. 0.5066 m?. 23. 1243 m% 24. 10/3m. 26. y=2x.

28. 23.66m. 29. 6.2 km. i 103 km. 30. 1047 kmi 3047 km. 31.(A)3.95i 7.42 cm. (B) 6.43 cm.

(C) 25.39 cm?. 32. (A) 16.27 km. (B) 12.47 km. 33. (A)6.96i14.2 cm. (B) 27.5°i13.08°. 34. 5/2 cm?

36. 20.67 m. 37. (A) 76.4° (B)5.68 h; 34.09 km i 45.45 km. 38. 3.89m. 39. 5m. 40. 171 m. 41. 885i
10.85 cm; 8.31 cm. 42. (A) 76.41°. (B) 62.09°i41.5°. 43. (A)7.31i11.2km. (B) 5.6 km. 44. 20 m.

45. 36.87°. 46. (A)6.43m. (B)0.6m. 47. 40.9°. 48. 34.26°. 49. 36.87°i53.13% 7.2m. 50. (A) 70.69 m.
(B) 19.85°. 51. (A)186.15m. (B)40.73°. (C)233.8m. 52. x=10.78,i=8.31. 53. 4.32km. 54. 4948.70 m.

£ g 46

55. 451m. 56. 4.23,8.19i542km. 57. (A) - 2. B) -2 (c) -4/5. (D) % 58. (A) i

85 4(

B ) (O S 5 (A) L@ -5 () 2 o7+ 60 (A) 45 (B) —24/25. (C) 336/625. (D) sinau/2.

120 2035 28560
61. (A) —7/25. (B) 117/125. (C) -527/625. 62. (A)—-—. (B)5. (C)-—. (D) ——— .
(A) ~7125. (B) ©) W5 ®5 -1 O-22. ©-22F

63. (A) —3/4. (B) 1/7. (C) —24/7. (D) 117/44. 64. (A)56/65. (B)33/65. (C) 16/65. (D) 63/65. (E)56/33.

(F) 16/63. 65. 1; o+ 2B =90° 66. ~O/16. 68, —— , o~ B=45°. 69, ——  a—p=45. 70. 2il. 74. 1/3.

V2 V2
82. (A) 120° i 240°. (B) 240° i 300°. (C) 45°i315°. (D) 45°i 135°. (E) 30°i210°. (F) 60° i 240°. (G) 120° i 30°.
(H) 450§ 2250, (I) 135° i 225°. (J) 225° i 315°. (K) 135° i 315°. (L) 150° i 330°. 83. (A) 95.7°i 264.3°. (B) 41.8° i
138.2°. (C)36.9°i323.1°. (D) 233.1°i 306.9°. (E) 63.4° i 243.4° (F) 89.4° i 269.4°. (G) 89.9°i269.9°. (H) 90.1° i
270.1°. 84. (A)225°i 315°. (B) 2025° i 2115°. (C) 5n/4, Tn/4, 45m/4 i 4Tn/4. 85. (A) 60° + k-360°, 300° + k-360°.
(B) 45° + k-180°. (C) 30° + k-360°, 150° + k-360°. (D) 90° + k-360°. (E) 30° + k-360°, 150° + k-360°.




(F) 120° + k-360°, 240° + k-360°. (G) 135° + k-180°. (H) 60° + k-180°. 86. (A) x = 60° + k-180°, 120° + k-180°.
(B) x = 120° + k-360°, 240° + k-360°. (C) 30° + k-360°, 150° + k-360°, 90° + k-360°. 87. (A) 0° i 360°. 120°, 240°.
(B) 2040°. (C) 34n/3. 88. (A) 60° + k-360°, 120° + k-360°, 240° + k-360°, 300° + k-360°.

(B) n/3 + 2k, 2n/3 + 2k, 4n/3 + 2k, 5r/3 + 2km. 89. 159, 75°, 105°, 165°, 195°, 2559, 285°, 355°.

90. 9°+K-729, 270+ k-72°. 91. 45°, 2259, 5850, 765°. 92. (A) 45° + k- 180°, arctg2 + k-180°.

(B) 120° + k-360°, 240° + k-360°. (C) 60° + k-360°, 120° + k-360°. 93. (A) 0°+ k- 180°, 210° + k-360°,

330° + k-360°. (B) 30° + k-360°, 150° + k-360°, 270° + k-360°. (C) k-180°, 60°+ k-180°, 120° + k-180°.

94. (A)i (B): 60°+k-180° 120° + k-180°. (C) 45° + k-90°. (D) 30° + k-180°, 150° + k-360°. (E) 45° + k-90°.

(F) 30° + k-180°, 150° + k-180°, (G) 45° + k-90°, (H) 54.79 + k-180°, 125.3° + k-180°. 95. (A) k-90°. (B) k-180°,
120° + Kk-360°, 240° + k-360°. (C) k-180°, 30° + k-360°, 150° + k-360°. (D) 90° + k-360°, 210° + k-360°,

330° + k-360°. (E) 180° + k-360°, 60° + k-360°, 300° + k-360°. (F) 270° + k-360°, 210° + k-360°, 330° + k-360.

(G) k-180°, 153.4° + k-180°, (H) 45° + k-180°, 123.70 + k-180°. (1) 45° + k-180°. (J) 63.4° + k-180°. K) 45° + k-90°.
(L) 60° + k-180°, 120° + k-180°. (M) k-180°. (N) k-180°, 135° + k-180°. (K) 30° + k-360°, 150° + k-360°,

270° + k-360°. (O) 30° + k-360°, 150° + k-360°, 270° + k-360°. (P) k-180°. (Q) 45° + k-90°. (R) 60° + k-180°,

120° + k-180°. (S) 45° + k-360°. 96. 30°, 45°, 135°, 150°, 210°, 225°, 315°, 330°.

97. (A) {90°, 120°, 240°, 270} + k-360°. (B) {30°, 150°, 270°} + k-360°. (C) {30°, 150°, 90°, 270°} + k-360°.

(D) k-90°. (E) {120°, 180°, 240°} + k-360°. (F) {0°, 60°, 120°} + k-180°. (G) {30°, 150°, 199.47°, 340.53°} + k-360°.
(H) k-60°. (1) k-180° {15°, 75} + k-90°. (J) k-60°. (K) k-180°, {60°,300°} + k-360°. (L) {30°, 90°, 150} + k-360°.

4
98. 30°. 100. (A) a= 42 ~1.189m b= %:o.fmm . (C) base = Q:ozg? m, altura = %:o.zlo m. Es
A 4 432

immediat que els triangles sdn isdsceles amb 1’angle desigual de 45°.
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e Expressions per a una correspondencia

Funcions
e Funcions reals de variable real
e Propietat de les grafiques de les funcions

Funcions polindmiques
e Funcions polinomiques de graus 0 i 1
e Funcions polinomiques de grau 2

Funcions racionals
e Funcions de proporcionalitat inversa
e Desplagaments de les funcions de proporcionalitat inversa

Correspondencia reciproca
e Procediment general per a obtenir la correspondéncia reciproca
e Funcions injectives

Funcions definides a trossos
e El valor absolut d’una funcid

Suma i diferencia de funcions
Producte i quocient de funcions

Composici6 de funcions
e EIl domini de la funcié composta
e Propietats de la composicio de funcions




1.1 Correspondencies

Elements de molt diversos conjunts sén relacionats en la vida quotidiana: persones amb nombres (com
edats, pesos o longituds) o amb lletres (nacionalitat, NIF), paisos amb continents o idiomes, pero sobretot,
nombres amb nombres (pesos amb longituds, temperatures amb latituds...). Els conceptes que anem a
estudiar, correspondéncia i posteriorment funcio, s'utilitzen per a establir aquestes relacions.

» Definicio de correspondéncia

Anomenem correspondéncia a qualsevol relacié entre elements de dos conjunts, A i B.
El primer considerat, A, s'anomena conjunt inicial i el segon, B, conjunt final.
Utilitzarem lletres com f, g, h... per a representar les correspondencies. Aixi, I'expressio

f:A—>B
es llegira "'f és una correspondéncia entre el conjunt inicial A i el final B™.

Al establir una correspondéncia hem d'indicar els elements dels dos conjunts relacionats entre si, que
constitueixen un conjunt de parelles ordenades, la primera del conjunt inicial i la segona del final, anomenat
graf de la correspondéncia, G.

El graf és un subconjunt del conjunt de totes les possibles parelles ordenades que es poden formar
amb els elements de A i B, ’anomenat producte cartesia, A x B:

GCAxB

Exemple 1

]
Un grup excursionista A, constituit per 5 xiques que anomenem a, b, ¢, d, e, acorda comunicar-se a través del
correu amb un segon grup B, constituit per 4 xics que anomenem a, B, y, 8. Les xiques envien els segients
correus: aescrivaa, bicescrivenapidescriuapis.

Hem establit una correspondencia f, mai millor dit, entre el conjunt inicial A de xiques excursionistes i el final B
de xics excursionistes, consistent en els correus que les xiques emeten als xics, de graf

Gi={(a a), (b, B). (¢, B), (d, B). (d, 8)}

que representem graficament de dues formes, la primera amb diagrames de Venn, unint amb una fletxa cada
parell d'elements relacionats, i la segona amb un sistema d'eixos cartesians, representant cada parell d'elements
relacionats com un punt del pla (en I'eix d'abscisses situem els elements del conjunt inicial i en el d'ordenades els
del conjunt final).

A P P A S SR ;.(.q'..f?) ......
al vyl
c A CCR LB U
d R

€ ab @o) © o

Diagrames de Venn a B c c} e




» Origens i imatges

En una correspondéncia f considerem tots els elements del graf, els parells ordenats.

En ells, anomenem origen o antiimatge al primer element del parell i imatge o valor al segon
element del parell.

Considerem la correspondéncia f de I'exemple 1, de graf Gs = {(a, o), (b, B), (c, B), (d, B), (d, 8)}.
Del parell (b, B) deduim que "B és imatge de b™ i 'b és origen de B*".
Del parell (d, B) deduim que "B és imatge de d"* i "'d és origen de B"".

Aquesta diferenciacio ens condueix a les seguents definicions.

Considerem la correspondéncia f: A — B de graf G.

o Donat xeA, el conjunt de les imatges o valors de x, expressat per f(x), esta constituit pels
elements de B relacionats amb x:

f(x) = {yeB, tal que (x, y)eG}

« Donat yeB, el conjunt dels origens o antiimatges de y, expressat per f(y), esta constituit
pels elements de A relacionats amb y:

f(y) = {xeA, tal que (x,y)eG}

De les dades de I'exemple 1, deduim els segiients conjunts d'imatges:

f@={a}=a fb)=p flc)=p  f(d)={B, 8} fle)=9
Quan els conjunts d'imatges son unitaris, no s'escriuen entre claus.

També tenim els segiients conjunts d'origens o antiimatges:
fia)=a f1(B) = {b, c, d} fly=0 f48)=d

» Domini i recorregut

Considerem la correspondénciaf: A - B

e Anomenem domini de la correspondencia f, representat per Dy, al subconjunt d'elements del
conjunt inicial A que tenen alguna imatge.

e Anomenem recorregut o rang de la correspondéncia f, representat per Ry, al subconjunt
d'elements del conjunt final B que tenen algun origen.

Prenem el graf de la correspondéncia de ’exemple 1: G¢ = {(a, av), (b, B), (c, B), (d, B), (d, 8)}.

El domini de f el constitueixen els origens dels elements de B, mentre que el recorregut el constitueixen les
imatges dels elements de A:

Dr={a, b, ¢, d}c A Re={a, B, 8} B

1  Obtén el producte cartesia, AxB, constituit amb els elements dels conjunts A i B de I'exemple 1.

2 SiA=B={l,2,3, ..., 10}, considera la correspondéncia que relaciona cada nombre amb els seus divisors
propis (ni el 1 ni ell mateix). Calcula la imatge de cada element de A i ’origen de cada element de B. Obtén el
domini i el recorregut.




» EXxpressions per a una correspondencia

Exemple 2
E—

Qualsevol equacié amb 2 incognites defineix dues correspondéncies; per exemple, I'equacid de la circumferéncia
amb centre (0, 0) i radi 5, x 2 + y* = 25, defineix una correspondéncia f: R — R de graf:
Gi={(x,y) € RxR tal que x* +y* =25}

al considerar els elements x com el conjunt inicial (l'altra correspondéncia apareix si els elements y constitueixen
el conjunt inicial).

Els parells de nombres reals relacionats son les solucions d'aquesta equacid. Aquests nombres han d'estar
compresos entre —5 i 5, per la qual cosa el domini i el recorregut d'aquesta correspondencia és el mateix:

Dr=R¢=[-5, 9]
Obtenim algunes imatges d'elements del domini:
e Perax=3tenim 2 imatges que s'obtenen al resoldre I'equacio d'incognita y:
F+y’=25 - f(3) = {-4, 4}.
e Engeneral, les imatges de qualsevol valor x del domini les obtenim de la mateixa forma:

XX+y’=25 >  y*=25-x) 5 y=++25-x> > f(X):{—\/ZS—xz,\/25—x2}.

y'=16 —> y=+4

La correspondencia f es pot expressar indicant les imatges de cada element del domini:

f:R>R talque f(x)= {_st_XZ, st—xz} pera -5<x<5
D'aquesta expressio resulta facil calcular qualsevol imatge; per exemple:
f(0) = {_Jﬂ 25-07 } = {-5,5}
Observa que els valors x =5 i x =—5 només tenen una imatge i no dues perque les dues arrels son iguals:

f(5) = {2557, \25-5?| - {o} f(-5) = {~25- (5", V25— (57 | - {0}

La segient taula conté alguns elements del graf que representem en la grafica:

Conjunts Parells de la B
d’imatges grafica | P /.:w\(&i@
f0)={-5,5} | (0,-5) (0,5) 1/ 2 \;\\5 O
f3) =144 @ -4 34 8 -6 \4 2 2 i/( ;3) 8
© =10 6.0 R SSmy
f(-5) = {0} (-5, 0) oo ‘“‘ f

Obtén les imatges i el domini de les correspondencies que defineixen les equacions segiients prenent x com a
element del conjunt inicial:

(A) 2x+3y=5

@ x+x=1  (© Xiy-1 (D) Toyar (B ¥Eax

Repeteix l'activitat anterior si la variable y correspon al conjunt inicial.



1.2 Funcions

Una funcio és qualsevol correspondéncia que verifica:

e Els conjunts inicial i final sén numerics (N, Z, Q, R, C) o els seus productes cartesians.
e Tot element del conjunt inicial té, com a maxim, una imatge.

Exemple 3
I

Suposem que el gerent d'una botiga de calcat té mercaderies entre 10 i 50 euros. En periode de rebaixes efectua un
descompte del x% per a cada preu X.

Edita adhesius amb el preu inicial i el final (rebaixat), establint d'aquesta manera una correspondencia entre el
conjunt A de preus inicials de les sabates (entre 10 i 50) i el conjunt de preus finals rebaixats B. Alguns elements
del graf sén (10, 9), (20, 6), (30, 21), (40, 24), (50, 25), perqué:

Si el preu inicial és 10 € la rebaixa del 10% produeix un preu rebaixat de 10 — (10% de 10) =9 €.
Si el preu inicial és 20 € la rebaixa del 20% produeix un preu rebaixat de 20 — (20% de 20) = 16 €.

Abans: 10 € Abans: 20 € Abans: 30 € Abans: 40 € Abans: 50 €
Ara: 9 € Ara: 16 € Ara: 21 € Ara: 24 € Ara: 25 €

Obtenim una expressié matematica per a definir la correspondéncia:
Anomenem x al preu inicial i y al preu final, obtingut aquest Ultim restant el descompte del x%:
y=X-— % X & y=x-001x < f(x)=x-0.01x%
Hem establit una correspondencia entre dos conjunts numeérics f: R — R en la que cada element del domini
(0 <x <50) només té una imatge; per tant, es tracta d’una funcio:
f:R > R talque f(x)=x—-0.01x*> pera 10<x<50

En la taula de valors expressem alguns parells d'elements relacionats que traslladem, a continuacid, a la grafica.
En la primera grafica estan representats tots els preus inicials amb valors enters entre 10 1 50 €, i els seus preus
finals, per0 la grafica completa és la segona, en la qual omplim tots els buits entre cada parella de punts,
considerant que qualsevol nombre real entre 10 i 50 pot ser el preu d'un parell de sabates.

30 30t
X y 25 25 I- --------------------- ;———l
not?ss™ !
10| 9 . el N g
15 12.75 ..." Recor_r gut de f: f :
20 | 16 15 N B k) // :
25 |18.75 o » / :
30 221 v Ittt ﬂlf i
40 24 5 5 i Domini de f: H
50 | 25 i ! Dy = [10,50] L
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50

5  Volem comprar orenga i alfabega per un total de 20 €. L'orenga té un preu de 4 €/kg, mentre que l'alfabega és
de 2 €/kg. Anomenem X 1y, respectivament, a les quantitats d’orenga i alfabega que podem comprar. Obtén
una equacio que represente aquestes quantitats, expressa y en funcié de x, i obtén també el seu domini i
recorregut.



> Funcions reals de variable real

Considerem f: A — B una funcio, aleshores les imatges f(x) consten d’un unic valor VxeDy, i el
graf de f és
Gt = {(X,y) € AxB: y=1(x), xeDs}

De les dues variables utilitzades per a representar les parelles del graf, anomenem:

« Variable independent a la que representa els valors del domini (en aquest cas x).
« Variable dependent a la que representa els valors del recorregut (en aquest cas y).

Els conjunts numérics inicial i final considerats ens porten a establir una petita classificacié entre les
funcions:

e Una funcié f: Z — Z s’anomena funcid entera (perqué les imatges s6n nombres enters) de variable
entera (pergué els origens sén nombres enters).

e Unafuncié g: R — R s’anomena funcio real de variable real.
. Una funcié h: N — R s’anomena funcio real de variable natural o successié de nombres reals.

e Una funcié F: R? — R s’anomena funci6 real de variable vectorial, on R? = RxR.

Exemple 4
—

Veiem alguns exemples de funcions i alguna de les seues representacions grafiques:

(A) f: Z — 7 definida com f(n) = 2n, VneZ, (funci6 entera de variable entera).

(B) ¢: R — R definida com g(x) = 2x, VxeR, (funci6 real de variable real).

(C) h: R2— R definida com h(x, y) = \x? + y2 , V(x, y)eR? (funcit real de variable vectorial).
Aquesta ltima funci6 relaciona a cada vector de R? amb la seua longitud.
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6  (A) Expressa la longitud L del costat d’un quadrat en funcio de la seua area x.
(B) Expressa la longitud D de la diagonal d’un rectangle de perimetre 10 en funcié de la longitud x de la seua
base.
(C) Expressa ’area A d’un rectangle en funcio de les longituds x i y dels seus costats.

7  Estableix la correspondéncia que relaciona cada vector lliure del pla amb el seu pendent. Es una funcié? Quin
és el seu domini i recorregut? Obtén la imatge del vector (5, 3), i la antiimatge de 2.



» Propietat de les grafiques de les funcions

Una correspondencia amb conjunts inicial i final R sera una funcid si:

Qualsevol recta vertical talla a la seua grafica en un punt, com a maxim.

Funcié No funcié

Y1

/

/ X X

\

Observa que en les dues grafiques tenim rectes verticals que no tallen a les grafiques, és degut al fet que no tot
nombre real pertany al domini. En la primera, les rectes verticals que passen pels punts del domini tallen només
una vegada a la grafica mentre que en la segona ho fan dues vegades en quasi tots ells.

Exemple 5
I

Com hem vist en I'exemple 2, a partir de I'equaci6 de la circumferéncia x* + y? = 25 obtenim la correspondéncia f
que expressavem:

f:R—> R talque f(x)= {—\/25—x2,\/25—x2} pera -5<x<5

Aquesta correspondéncia no és una funcio, perqué cada element del domini té dues imatges. No obstant, la grafica
es pot descompondre en dues parts, representant cadascuna d'elles una funcié diferent:

f:R—>R talque  fi(x)= /25 %2 pera -5<x<5

fmR->R tal que fo(X) ==/ 25— %2 pera -5<x<5

 noiés una funcio

f, 65 una funcio

] T
f, és una‘funcio

8  De les correspondéencies donades per les equacions segiients, obtén les funcions que determinen (de forma
analoga a I'exemple anterior) i indica els dominis respectius:

(A) (-1 +y+2°=4 (B LYo © XY ©) y?=4x

Realitza la representacié grafica corresponent.



1.3 Funcions polinomiques

Una funci6 f: R — R és polindmica de grau n si les seues imatges s'expressen per mitja d'un
polinomi de grau n:

f(x) = anX"+ an X"+ .+ axd +axt +a, onaeR, Vi

El domini de totes elles és Ds = R.

» Funcions polinomiques de graus 0i 1

Les grafiques de les funcions polinomiques de graus 0 i 1 sOn rectes, i les seues expressions son:
(A) f(x) =mx+n amb m=0, que anomenem funcions afins, on

e El coeficient m és el pendent de la recta i indica la seua inclinacid.

e El coeficient n és I'ordenada en I'origen i indica el punt de tall amb I'eix OY.
Si n=0, lafuncié afi s'anomena funcid lineal.

(B) f(x) =n, que anomenem funcions constants. Sén rectes horitzontals (pendent nul).

Exemple 6
I
Representem graficament la funcié afi donada per: : : : :
2 1 | | |
=——X+ F-- Pt ——— = ——————F———
f(x) 3 X+2 m=l273 :

, . 2 ) nE2< - N
L’equaci6 que representa aquesta funcité ésy = — 3 X + 2, que és ! N !
I’equacié explicita d'una recta. El seu pendent i la seua : : :
ordenada en l'origen sdn, respectivament: ! ! ! <

R L e e B
m=-2  n=2 o
3 ! ! ! :
A continuaci6 tenim representacions grafiques de funcions afins per a distints valors de m i n:
6 mr2 m=1 3 net n=0
4 n=-1
m=1/2
T 7 /
______ -1
a -2
6 m=-1 -3
m=-2
f(xX) =mx (m=+1/2, £1, +2) f(x)=x+n (n=0, £1, £2)

Observa que, mantenint el mateix valor de n (n = 0 en el primer dibuix), les rectes passen totes per l'origen i tenen
diferent pendent. Mantenint el mateix valor de m (m = 1 en el segon dibuix) les rectes son totes paral-leles.




Exemple 7
—

Tres empreses de lloguer de vehicles ofereixen als seus clients les seglients condicions contractuals:
Empresa A: 50 € per dia.
Empresa B: 10 € per dia, més 0.2 € per km.
Empresa C: 20 € per dia, més 0.1 € per km.

Un client vol llogar un cotxe durant 10 dies.

(A) Si x és el nombre total de km recorreguts en 10 dies, expressem 3 funcions que representen el cost del
lloguer del vehicle en cada empresa, en funcid de x.
(B) Comparem les funcions per a determinar quina empresa convé contractar segons els km que realitzem.
(A) Anomenem fa, fg i fc a les funcions que representen els costs en funcid dels km recorreguts, en els 10 dies,
per a I'empresa A, B i C, respectivament. De I'enunciat deduim:
fa(x) =500 perax=0
fs(x) = 100 + 0.2x perax>0
fc(x) =200 + 0.1x perax=0
(B) Veiem que si el client recorre pocs km li convé I'empresa C, pero si recorre molts li convé A.

Per a resoldre la qliestio representem graficament les funcions: "si una recta queda davall de les altres dues
és que la funcio que representa té les seues imatges menors". Per tant, el preu és menor per a la recta que es
dibuixa per davall. Els punts d'intersecci6 de les rectes ens proporcionen els valors de x per als quals els
costs son els mateixos; a partir d'ells, podem decidir I'empresa que convé.

fa(x) = fz(X) — 500 =100 + 0.2x —  x=2000
fa(x) = fe(x) - 500 = 200 + 0.1x —  x=3000
fa(x) = fe(x) - 100 + 0.2x =200 + 0.1x — x=1000

700

600 f-------

500

Si0<x <1000 convé I’empresa B. 400 fmmmmen

300 f-----—gF------

Si 1000 £ x <3000 convé I’empresa C.

200 - S

Si x 23000 convé I’empresa A.

100 ff-------

[ P P

e -

2000

3000 4000 5000

9  Representa graficament les segtients funcions afins:

(A) f(x)=2x-3 (B) fx)=2x+3 (C) f(x)=-2x+3 (D) f(x) =—2x-3

10
11
12

Quina és la funcio afi la grafica de la qual passa pels punts A(2, —=3) i B(10, 1)? | per A(0, =3) i B(-3, 0)?
Troba les funcions de grafiques paral-leles a les rectes de I'exercici anterior que passen pel punt A(1,2).

Una persona vol sol-licitar un préstec per a cancel-lar-lo un any després. Les condicions del banc A s6n una

comissio de 50 euros més un 10% d’interes anual. Les condicions del banc B sén una comissié de 100 euros

més un 5% d’interés anual. Si anomenem X a la quantitat que sol-licita al banc, es demana:

(A) Expressa, per a cada banc, el cost del préstec en funcid de x.

(B) Representa graficament les anteriors funcions obtingudes i indica en quin banc convé sol-licitar el
préstec.



» Funcions polinomiques de grau 2

Sén anomenades també funcions quadratiques. La seua expressio general és:

f(x)=ax*+bx+c amb a b, ce R, a=0.

b

La seua representacio grafica és una parabola, amb vértex en el punt d'abscissa x, = “on’
a

Exemple 8
I 3

Representem graficament la funcié quadratica donada per f(x) = %xz —X -5

Obtenim el punt de tall amb I'eix OY, que és en el punt d'abscissa x = 0: (0, —3/2).

Obtenim els punts de tall (si n'hi ha) amb I'eix OX, resolent I'equacio f(x) = 0:

%Xz—x—g=0 5 X-2x-3=0 o x=3 x=-1 — (3,0)i (-1,0)

. . A b 5 ]
e Obtenim I'abscissa del vertex, x, = —— =1, per tant el vertex és V(x,, f(x,)) = V(1, -2).
2a

e Calculem almenys 5 punts de la grafica (entre ells el vertex i els talls amb els eixos). Com que aquestes
paraboles sén simetriques respecte de la recta vertical que passa pel vertex, és convenient donar valors de
x en la taula equidistants respecte del vértex, perque la imatge sera la mateixa:

X f(x)
-2 5/2
1 o | e
0 -3/2
Xy=1 -2

2 -3/2

3 0

4 5/2 A

\ilértex iKl, —2);

A continuaci6 representem grafiques de funcions quadratiques per a b = ¢ = 0 i distints valors de a.
Si a > 0, la paradbola dirigeix les seues branques cap a dalt, i si a < 0, cap a baix. La magnitud de | a| esta
directament relacionada amb I'obertura de les branques: a major valor, menor obertura.

N

=8

Grafiques de f(x) =ax® pera a=1,2, 1/3 Grafiques de f(x) =ax® pera a=-1, -2, -1/3




Exemple 9
|
Un club de tenis té 100 socis que paguen una quota anual de 1000 €.
Es realitza una campanya per a captar nous socis. Tots s'impliquen ja que per cada soci nou s'acorda disminuir la

quota anual en 5 € a cadascun.
Anomenem X al nombre de socis nous i C(x) al capital total obtingut per quotes anuals.

(A) Obtenim I'expressio general de C(x) i la seua representacid grafica.
(B) Quin és el nombre de socis per al qual s'obté major capital? | quin és el valor d'aquest?
(C) Peraquins valors de x la campanya de captacid de socis fa augmentar el capital anual del club?

(A) Amb x socis nous, el nombre total de socis és de 100 + x, i la quota anual de cada soci passa a ser de
1000 - 5x euros, amb la qual cosa el capital que obté el club és:
C(x) = (100 + x)(1000 — 5x)
Si efectuem les operacions, obtenim una funcid quadratica, la grafica de la qual és una parabola:
C(x) = — 5x* + 500x + 100000
Pero s'ha de verificar que x > 0 i enter (nombre de socis nous), i C(x) = 0 (perqué és el capital).

Ac0 porta com a consequencia que el domini de la funcié C(x) son els valors enters de x per als quals la
parabola queda dibuixada en el primer quadrant (en realitat la parabola no és tal, només s6n punts no
connexes d'ella).

X C(X) 120 000 I l :

0 100000 100000 oo i T
25 109375 S NG
50 | 112500 :

75 | 109375 I A N
100 | 100000 40000} S S S N
150 62500 J ____________
200 0 ] j ;

50 100 150 200

(B) El major capital s'obté en el véertex de la parabola, la coordenada x del qual és
b _ 500

X — =
v 2a 2-(-5)

50

i el capital maxim s'obté en aquest valor, C(50) = 112 500 €.

(C) El capital total del club, sense admetre nous socis, és C(0) = 100000 €.
Els valors de x que permeten augmentar el capital del club son les solucions de la inequacio
C(x)>100000 — —5x*+500x +100000>100000 — 5x(x —100)<0

que es verifica per a 0 < x < 100.

Per tant, el capital total augmenta, respecte al valor inicial, per als valorsde x =1, 2, 3, ..., 99.

13 Representa graficament les funcions quadratiques:
(A) f=x—-4 (B) gx)=x*+4 (O h(x)=—%x2+2x+8 (D) c(x)=%x2—2x+3

14 Troba la funcié quadratica la grafica de la qual passa pels punts A(2, 0), B(3, 0) i C(0,6). Troba també la que
passa pel punt A(0, 4) i té per vertex V(2, 2).

15 Expressa I’area d’un rectangle de perimetre 50 en funcio6 de la longitud x de la seua base. Quina funci6 és?



1.4 Funcions racionals

Les funcions racionals tenen com a expressio una fraccio racional, el quocient de dos polinomis
p(X) i g(x):
f:R—> R talque f(x)= PG
g(x)
El domini son tots els nombres reals excepte les arrels del polinomi del denominador:
Dt = R~{solucions de I’equacié q(x) = 0}

Exemple 10
I

Calculem els dominis de les seglients funcions racionals:

1 X2 -1 XZ -1 1 _
W)= 2"—  Be=5—  (©)hx)= 5 O FN= 52 o )

(A) L'Unic valor de x per al qual no hi ha imatge f(x) és el que anul-la el denominador:
2x-3=0 —> x=3/2

Df = R~{solucionsde 2x -3 =0} =R~ { g }

(B) L’equaci6 x* + 4 = 0 no té soluci6 real i, per tant, no hi ha cap valor que anul-le el denominador de la funcié
g(x), per la qual cosa el seu domini és

D,=R
(C) Dh=R~{xeR: x¥*-4=0}

Comque xX*-4=0 < X*=4 < x=20x=-2

Dp = R~{=2, 2}

(D) Ds=R~{xeR: x*-x?—-2x+2=0}. Factoritzem el polinomi de tercer grau, per Ruffini:

1 -1 -2 2

1 10 2 fp 0 2_2 - X=X -2x+2 = x-1)(x*-2)
10 2|0

Aleshores:  X°— X% — 2x + 2 = 0 & X-)X*-2)=0 < {

Xx-1=0 —» x=1

x2-2=0 - x?=2 - x=+2

PertantDF:R~{1,—J§,ﬁ}.

16 Calcula el domini de les segients funcions racionals:

ox+1 . X+2 _ x-4 = X—+l

W= @S- OhE— O =
_ X+1 _ X _ X _ X+1

(E) f(X) = X3+1 (F) g(x) = X3 = (G) h(X) = —X3 Ty 2 (H) t(X) - X4 —10X2 +9




Exemple 11
E—

Anomenem index de complexi6 fisica i al quocient entre el pes p d'una persona, en kg, i el quadrat de la seua
alcada x, en metres. Aleshores:

p

= —
X2

Distingim quatre tipus de complexions, segons els valors de i:

Complexio: Prima Normal Grossa Obesa

Valors de i: i<22 22<i<27 27<i<32 i>32

Per exemple, si una persona pesa 70 kg i mesura 1.75 m, aleshores és de complexié normal, perqué:
i= 0. 22.8 i 22<228<27
(1.75)?

e Siuna persona pesa 80 kg I'index de complexi6 és una funcié racional que depén de la seua alcada:

()= 2, x>0
X

Es tracta d'una funcié decreixent, perqué el valor de i disminueix al augmentar el valor de x, com veiem en la
taula seguient i en la grafica posterior.

Valors de x: 1.50 1.60 1.70 1.80 1.90 2.00
Valors de i: 35.5 31.25 27.7 24.7 22.2 20

Complexio: Obesa | Grossa | Grossa | Normal | Normal | Prima

Per a una persona de 80 kg, quins seran els limits de I'altura x que el situen en les diferents tipus de complexions?
A la vista de la grafica, sén obtingudes aillant x en I'equaci6 de la funcié:

Per exemple, l'alcada minima per als prims i maxima per als
normals s'obté de:

=22 & 22290 =80 - [80 g
NG 22 22

Mentre que l'algada maxima per als obesos i minima per als
grossos s'obté de:

i3 5 32=00 , =80 . /@ ~ 158
X2 32 32

Obtenim la seguient taula, per a un pes de 80 kg:

12 14 1581.61.721.81.90 2 2.2

Complexié: Prima Normal Grossa Obesa

Valors de ’alcada x: X >190 1.72<x<190 | 1.58<x<1.72 <158

17 Repeteix I'exemple anterior per a una persona amb un pes de 100 kg. Obtén els limits que corresponen a cada
tipus de complexio.



» Funcions de proporcionalitat inversa

Les funcions de proporcionalitat inversa son funcions racionals del tipus:
fx)= <, amb domini R ~ {0}.
X

e El nombre no nul k s’anomena constant de proporcionalitat inversa.

o Les grafiques d'aquestes funcions son hipérboles, amb asimptota vertical r: x = 0 i asimptota
horitzontal s: y = 0.

Vegem les grafiques d'algunes funcions de proporcionalitat inversa, per a distints valors de k:

)= X perak=1,k=2 k=12 fog= K pera k=-1, k=-1/2
% X
s} !
| ‘.\ 2
k=1 I .
-~ k= 1/2 ‘:1—?/\\ demedmmcdannd
\ RV,
J%: = L= QEE—'M e ] :
T N\ ' . ':-- -3 i f r"__?_’
an |
Exemple 12
|

Per a omplir un diposit de 100 litres d'aigua disposem d'una aixeta. Si anomenem X a la velocitat d'abocar aigua
(capacitat de l'aixeta), mesurada en litres per segon, i t al temps necessari, en segons, per a omplir el diposit, les
dues variables estan relacionades per I'equacid

x-t=100 ()

Observa en la taula que al augmentar la velocitat al doble el temps que es tarda en omplir es redueix a la meitat, i
viceversa. "Les variables sén inversament proporcionals” i el nombre 100 és la constant de proporcionalitat
inversa. Si x és la variable independent, la funcié que proporciona el temps per a omplir el diposit és

100

tx)= —=  pera x>0
X
500 |1 -
X t 450
0.25 400 for
350 l
0.5 200 300
250
1 100 oo \
2 50 150
100 \
4 25 50 \'Y‘*h X
! T




» Desplacaments horitzontals i verticals

e La grafica de f(x) = Xk

k

e La grafica de f(x) = X

a’ amb domini R~ {a}, suposa un desplacament de la de

proporcionalitat inversa de a unitats a la dreta. La seua asimptota vertical ésarar: x = a.

+b, amb domini R ~ {0}, suposa un desplacament de la de

proporcionalitat inversa de b unitats cap a dalt. La seua asimptota horitzontal és s: y = b.

o Lagrafica de la funcid racional f(x) = AX+B s ina hiperbola amb domini R ~ {—E}, i
Cx+D C
(A) Asimptota vertical enr: x = —%. (B) Asimptota horitzontal ens:y = %

Representem graficament les funcions racionals segiients, i obtenim les equacions de les seues asimptotes:

)= 20 00)= 2 +1 hx) = X223

I
a

1
st

X

AV.
.—e-.—h..—h..—l - —

________

i
e

i

<3|

° La grafica de f(x) = Xl amb domini R ~ {-1}, és un desplacament horitzontal de —1 unitats de y = % ,
(cap a I’esquerra), i les asimptotes sonr: x =-11is:y =0.

° La grafica de g(x) = % + 1, amb domini R ~ {0}, és un desplacament vertical de 1 unitat de y = % , (cap a
dalt), i les asimptotes son r:x=0is:y=1.

° La grafica de h(x) = _XL_H?’ amb domini R ~ {0}, és una hipéerbola amb asimptota vertical r: x = 1 i

asimptota horitzontal s: y = —1, i resulta de dos desplagaments, un horitzontal de 1 unitat, i I’altre vertical de

2

—1 unitat, de la hiperbolay = < Ac0 ho podem veure si efectuem la divisio:

—X+3 x—1
- X+3=-1(x-1)+2 — X+3 _ 14 2
2 _1 x-1 x-1

18  Un rectangle té 1000 m? de superficie. Estableix una funcié que mesure les dimensions d'un costat en funcié

de les dimensions de l'altre costat.

19 Representa graficament les funcions de proporcionalitat inversa f(x) = S g(x) = =, Desplaca 4 unitats cap
X

X
adalti 2 cap a l'esquerra les funcions donades. Com sdn les noves expressions?

20 Representa graficament les funcions:  (A) f(x) = x+3 (B) 2x+4 © 2x =3

X—2 3x—6 3x+1




1.5 Correspondencia reciproca

Donada una correspondéncia f: A — B, representem per f ~* la correspondéncia reciproca o
inversa de f, correspondéncia que verifica:

« El conjunt inicial de f~* és el final de f, i el conjunt final de f~* és I’inicial de f:
f"B>A
o Els parells d’elements relacionats en f * son els de f intercanviant I’ordre de cada parell:
(x,y) € Gt siinoméssi (y,x) e G,
Aixi doncs, els origens de f * son les imatges de f i viceversa, per la qual cosa:
D =Ri I R. =Ds

Les grafiques de qualsevol correspondéncia i de la seua reciproca son simétriques respecte
de la bisectriu del primer i tercer quadrant.

Exemple 13
|
Obtenim la correspondéncia reciproca de la funcio f: R — R, definida per f(x) = 2x + 1, ¥xeR.

El seu graf és G; ={(0, 1), (1, 3), (2,5)..} ={(x, y)eR:y=2x + 1}
Aleshores el de ™ és G, ={(1,0), (3, 1), (5,2)..} = {(x, y)eR?:y= XT_l}

L’equacio de la correspondéncia f ™ s’obté canviant x per y en I’equaci6 de f, i després aillant y:
y=2x+1 — x=2y+1 — 2y=x-1 < y= XT_l

Com que la solucié obtinguda és sempre Unica, cada element té una Unica imatge, i per tant la correspondéncia
inversa de la funcié f, que representem per ™, és una funcio:

1 R — R, definida per f(x) = XT—l , ¥xeR

/

St
// %/

A W NN -, O
© N O w =
© ~N O w =
A W N P O

La taula de valors de f es pot obtenir intercanviant x per y en la taula de valors de f, com hem fet en les taules
anteriors. Per aixo les dues grafiques sdn simétriques respecte de la bisectriu y = x.

Donada una funcid f, I'expressié general de la seua correspondéncia inversa s'obté:
e Canviant x per y en I’equacio y = f(x).
o Aillant la variable y en ’equacio x = f(y).




» Funcions injectives

Diem que una funcio és injectiva si verifica la seglient propietat:

Cada element del recorregut té un unic origen o antiimatge.

>

Propietats de les funcions injectives

Si f és una funcid injectiva, aleshores:

Per a qualsevol element y del recorregut, I'equacio f(x) = y només té una solucio x.
Tota recta horitzontal talla a la grafica en un Gnic punt com a maxim.

La correspondéncia reciproca de f és una funcid, que també és injectiva, i que anomenem
funcid reciproca o inversa de f.

Exemple 14
I

Obtenim la correspondéncia reciproca de la funcié f(x) = x* VxeR, i comprovem que no és injectiva:

De I’equaci6 y = x% intercanviem x per y, i tornem a aillar y. Obtenim I’equacio de la correspondéncia reciproca:

y=x* > x=y* 5 y*=x - y=+/x o flx)=+Jx

La correspondéncia reciproca de f(x) = x% Vx €R és f™(x) = { —Jx, &} , Vx2>0.

La funci6 f no és injectiva, perqué cada valor del recorregut té dos origens, i f ™ no és una funcié. Observa el
primer dibuix.

Si considerem la funcié f(x) = x%, Vx > 0, la grafica de la qual esta en el segon dibuix, f si que és injectiva, i la
seua correspondéncia inversa és una funcid, que s’anomena funcio arrel quadrada:

) = VX, x=0

4 . 4 = 2
f f(x) = X2 //
/') L o
H T = X) =X
T 1 2 : 21 T 2 S Furicio arrel quadrada:
o - f0=vx x20
!
\ ,
. 2 2
1 2 3 4
f no injectiva, f* no és funcio. f injectiva, f~* és funcio.

21

22

Comprova si son injectives les seguents funcions i troba les seues correspondencies o funcions reciproques:

(A) fx)=3x-4 (B) f)=x'-1 (C) f(x)= %x2+ % D) fx)=x¢+x () f(x) = 2X_+43
X_
Representa graficament i obtén el domini i el recorregut de les funcions:

(A) f)= Vx—1 B) fx)= Jx+1 (C) f(X)= V2x+1 (D) f(x)= v—2x+5 (E) f(x)= Vx? -1



1.6 Funcions definides a trossos

Fins aquest moment les expressions que defineixen les funcions s'obtenen d'una equacié que lliga la
variable independent amb la dependent.

Hi ha moltes funcions que no poden ser deduides simplement d'una equacid, necessiten més d’una,
cadascuna aplicable en determinades circumstancies. Son les funcions definides a trossos.

Exemple 15

|
En el mercat de la telefonia mobil apareix una nova empresa, TELEFONA S.A., que ofereix els seus serveis amb
tarifes fixes. El preu del servei es calcula en el rebut bimensual de la segiient manera:

e Les primeres 15 hores comptabilitzades tenen un preu d'l € per hora.
e El temps que excedeix de les 15 hores té un preu de 0.5 € per hora.

L'empresa considera el temps totalment fraccionable en minuts, segons...

Quina sera la funci6 cost C, en telefonia mobil, depenent del temps acumulat t, si contractem els serveis de
TELEFONA?

COST = PREU UNITARI - TEMPS
(A) Sieltemps acumulat t en trucades no supera les 15 hores, el cost és d'1 euro per hora:
si te[0,15] » C{) =1-t=t

(B) Si el temps acumulat t supera les 15 hores (i com a maxim hi ha 1440 h en dos mesos), el cost de les
primeres 15 h és d’1 € per hora i la restaa 0.5 €:

si te]lb,1440] —» G()=1-15+ 05 (t—15)=7.5+0.5t
En resum, la funci6 cost C s’expressa com:

t si 0<t<15

Ct):R—> R talque C(t) = .
75+05t si 15<t<1440

L'anterior funci6 s'anomena definida a trossos, perqué esta constituida amb dos trossos de funcions distintes:
Cit)=t si 0<t<15 Co(t)=7.5+05t si 15<t<1440
Per a veure el calcul de les imatges de la funcio C, ens referim a dos casos particulars:
e Quin és el cost si emprem un temps de t = 5.2 hores?
Comque 0<52<15 — C(5.2) = Cy5.2) =52€
e | siemprem un temps de t = 22.5 hores?
Comque 15<225<1440 — C(22.5)=Cy22.5)=7.5+0.5-22.5=18.75€

A continuaci6 tenim una taula de valors de la funcié C(t), i la representacio grafica per a 0 <t < 30.

t | cw e

0 O 25§
Cl 5 5 20f

15 | 15 i

16 | 155 . .

20 | 175 R R S e
C. 30 | 225 1 70 N N I

1440 | 727.5 {Cy | T
— T




> El valor absolut d’una funcio

Anomenem funci6 valor absolut de f, que representem per |f|, a la seglient funci6 definida a
trossos:

fx)| = f(x) si f(x)>0
|(X)|_{—f(x) si f(x)<0

En el cas particular de h(x) = x, YXxeR, obtenim la funcié valor absolut de x:

|h<x>|:|x|:{

X si x>0
—X si x<0

Exemple 16
|
Representem graficament les funcions:

X si x>0 x?-1  si x>-1>0

—X si x<0

00 = x| = {

—x2+1  si x°-1<0

90) =[x -1|= {

2_ i x> <
Comque x¥*-1<0 & x*<1 & -1<x<1 = g(x)={x 1 osi xzlox=l

—x?+1 si -1<x<1
Per arepresentar f i g, representem sobre els mateixos eixos les funcions que defineixen les seues branques:
f) =x i f(x) =—x G =X =1 i gX)=—x*+1

Les grafiques de fi de g son, respectivament, els “trossos” dibuixats en trag continu.

T T 3 T T T 3 T
1 1 1 1 § 1 1 )
L o A L
------ I == RN WO Y S S S
1 1 1 1 : : : :
N - L\ e
------
b b AW /o
L L Y /

3 2 1 N 3 2 & o203
b S Lo A
------ | e R e I S
e ANy A o

______ LA F
o R A R
L NN v Lo
R B o /I . |

23 Expressa una funcié que represente el cost (en euros) de l'aigua domestica en funcié del consum realitzat
(en m?) a partir de les segiients dades:
(A) Els 15 primers m tenen un cost de 0.25 € per m”.
(B) Els 30 segiients m® costen a 0.40 € per m°.
(C) A partir dels 45 m® costen a 1 €/ m®.

24 Representa graficament les funcions

(A) f(x)=[2x-3] (B) g(x) = |x*—3x 4| (C) h(x):‘xi_l‘ (D) t(x)= 0

x—Z‘



1.7 Suma i diferencia de funcions

Considerem les funcions f i g. Anomenem:
e Funcié sumade fi g, que representem per f + g, a la funcié les imatges de la qual son:

(F+9)(x) = f(x) +9(x)
o Funcid diferencia de f i g, representada per f — g, a la funcio les imatges de la qual son:

(f-9)(x) = f(x)—g(x)
Els respectius dominis son Ds.yg = DsN Dy i Ds_g = DfN D

Exemple 17
I
En general hi ha moltes funcions que son suma d‘altres dues. d
Una d'elles és la funci6 de costs totals d'una empresa L ic=ifegl A
L4 et it St i A i Sl iy
C(x) = Co + Cu(x) [ Lo
on x representa les unitats produides. Cxg) frmemmbemcrciineca®t T
Aquesta funcié és la suma de la funcié constant de costs fixos, S| .': f.l.:'
f(X) = Co, i la funcié lineal de costs variables g(x) = Cy(x). L L
Per exemple, si f(x) =5=Cq i g(x) = %x= Cv(x): S R R 1 B R~ S
i i Pl 9 i
C0O=f()+g(9 =5+ Lx > [t
2 01 SRR g ) R SR S
En un context econdmic com el present, els dominis de f i g s6n Y
[0, +oo], i el domini de C(x) és [0, +ool. 12 %o 5 6 7 8

Exemple 18
E—

X
+

Calculem el domini de la funcié h(x) = 1 > .
x-1 x“-4

. . . X -
Com que h és la suma de les funcions racionals f(x) = Ll ig(x) = 2—4 , de dominis:
X_

D¢ = R~{solucions de x — 1 = 0} = R~{1} i Dy = R~{solucions de x* — 4 = 0} = R~{-2, 2}.

Aleshores Dy, = Df4 g = DfN Dg = R~{-2, 1, 2}.

25 Obtén I'expressié de les funcions suma i diferéncia, i els dominis respectius, en els segiients casos:

W= 5—.000= 5~ BW=5—.00= 5 — (©)=x-3,009= /x4

1 y
x2 +3 x2 — X2 + X X2 —x

26  Calcula el domini de la funcié f(x) = Vx -1 — V2—x .



1.8 Producte i quocient de funcions

Considerem les funcions f i g. Anomenem:

e Funci6 producte de fi g, f- g, a lafuncié amb imatges (f - g)(x) = f(x) - g(x).
f(x)

@.

Els respectius dominis son Ds. g = DiN Dy i Dt/ g = (DfN Dg)~{solucions de g(x) = 0}.

« Funci6 quocient de fi g, f/g, a la funcié amb imatges (f/g)(x) =

Exemple 19
I

Considerem les funcions, amb domini R, definides per: ;
fx)=2x i g)=x \ 3
Calculem les funcions producte i quocientde f i g: \
(F-0)() =) - g0 =X - 2x = 2 \
(flg)(x) = 9 _2x _ 2, sempre que X # 0 .
gx)  x 3 2 1 1 2 3

perqué g(0) = 0, i no podem dividir per zere. / 1
Aleshores:  (f-g) () =2 VxeR / / 2

f19)()=2 VYxeR~{0} R

Exemple 20
I
- - X=2
Calculem el domini de la funcié h(x) = i

Aquesta funcid és el quocient de les funcions:

f(x) = Vx -2, amb domini D¢ = [2, + oo [ i g(x) = v/ — 4, amb domini Dy = [0, + oo [
Aleshores Dy = (DfN Dg) ~ { solucions de «/_ -4=0}
Pero DiNDy =[2,+o [N [0,+0[=[2,+ [

i \/__4:0 = \/_24 & x=16
Aleshores Dy, = [2, + oo[ ~ {16} = [2, 16[ U ]16, +oo[.

27  Obtén l'expressid de les funcions producte i quocient, i els dominis respectius, en els segiients casos:

(A) FX)=x+2, g(x) = XLH B)f(x) = VI-x,gx) = VI+x  (C)f(x)=1+ VJx,gx)=1- Jx
K

1. X+1
190 = [

Ix=2 X—2

28  Son iguals els dominis de les funcions f(x) = ?




1.9 Composicio de funcions

Les operacions suma, resta, producte i quocient s6n una extensidé de les operacions numeériques al
conjunt de les funcions. L'operacié que definim a continuacio no té relacié amb els nombres, pero cal dir que
la majoria de les funcions son compostes d'altres més elementals. La seua importancia es veura al llarg dels
proxims capitols.

Donades dues funcions f i g, anomenem funcié composta de f i g, representada per g o f (llegim
f composat amb g), a aquella funcié les imatges de la qual s'obtenen de I'expressio:

(g 0 )(x) = 9((f(x))

Exemple 21

I
Considerem les funcions f(x) = 2x, amb domini Ds = R i g(x) = +/x , amb domini Dy=[0,+oo].
Calculem el valor de la funcié compostagofenx=8,x=1,x=2.

Per a obtenir (g o f)(8), efectuem dues operacions; primer calculem el valor de f en 8, i després el valor de g en
f(8):
f(8)=2-8=16 — g(f(8))=9(16)= 16 =4 — (gof)(8) =4

® f(x) = 2x ©® 9(x¥) = Jx Q@
De la mateixa manera, calculem les altres imatges:
(9of)(1) = 9(f(1)) = 9(2) = <2 — (gof)1)= 2
(90N =9(f(2) = g(4) = V4 =2 - (9of(2)=2
Perd hi ha elements del conjunt inicial que no tenen imatge; per exemple:
(gof)(=2) =g(f(-2)) = g(-4) =? jaque V=4 no és un nombre real

Observa que f(—2) es pot calcular pero no g(f(—2)) = g(-4), perqué —4 no pertany al domini de g (cosa que ocorre
en aquest exemple amb qualsevol nombre negatiu). Deduim que

(gof)(x) només es pot calcular si xeDs i f(xX)eDy

I1-lustrem amb diagrames de Venn la composicid de fi g:

(goN(x)

Dgof = [Ol +w[




» El domini de la funcié composta

El domini de la funcié composta g o f esta format pels elements del domini de f les imatges dels
quals pertanyen al domini de g:

Dgot = {xeD;/ f(x)€Dg}

Exemple 22
I
Donades les funcions f i g de I'exemple 21, calculem I'expressi6 general de gof, fog i els seus dominis.

e Actuant per a x de la mateixa manera que alli ho fem per al nombre 8:
(90N = g(f(x)) = 9(2) = V2x
Per a calcular el valor de g(2x) és necessari que 2x > 0, que ocorre si X > 0, per tant Dyt = [0, +oo].
e De la mateixa forma, (fo g)(x) = f(g(x)) = f(\/;) = 2Jx.
Per a calcular el valor de g(x) és necessari que X > 0, per tant també D¢, = [0, +oof.

Observem que la funcié composta fog és diferent de gof.

f(x) = 2x

R R 9(x) = Jx R R 9(x) = /x R _f¥=2x_ g

| )

(gof(x) = g(2x) = V2x (fog)) =f(vx) =2x

Exemple 23
]
x*+1
Obtenim el domini de la funcié irracional donada per F(x) = 1
X2 +1

Aquesta funcié és composta de les funcions g(x) = X i f(x) =
X

2 2 1
perqué (9o H() = 9(f() = g[xx _ﬂ = [ =Fw

. +1
Sempre que x = 1 (xeDy) i que 1
X_

>0 (f(x)eDy) existira la funcio F = g o f. A més:

x2+1

>0 & x-1>0 & x>1

x-1

D’aquesta manera, si X # 1 i X > 1 existeix la funcié composta, és a dir, Dgor = ]1, +ool.

29 Obtén les funcions compostes f o g i g o f en els segiients casos:
(A) fx)=2x+1,gx)=x*-1 (B) f(x)=|x],g(x)=vx+1 ©) fx)= \/;,g(x)zx—Z
(0) f9=2x+1,000= = (B) f0)=x'-1,g09=vx+1  (F) 0= Vx,90)= ~-

X+

X+1



> Propietats de la composicio de funcions

1 Hi ha una funcié que al compondre-la amb qualsevol altra no altera les imatges d'ella. Es
I'element neutre de la composicio, I'anomenada funci6 identitat i(x):

i: R - R definida per i(x)=x, ¥xeR

Per a qualsevol funcié f: foi=f iof=f

2 Si f és una funci6 injectiva, la seua reciproca f* és inversa de f respecte de la composici6,
és a dir, al compondre-les entre si obtenim la identitat (en els dominis reduits):

(A) (f o f)(x) = i(x) = x, VxeDs (B) (fof™)(x)=i(x) =X, VXeD,.

1 Com quei(x) =%, VxeR, la definicio de composicid de funcions ens condueix a
(foi)(x) =f(i(x)) =f(x) VvxeDs (jaque i(xX) =X)
(iof)(x) =i(f(x)) =f(x) VvxeDs (jaque f(x)eR)

2 Sifésinjectiva, la seua correspondéncia reciproca f * verifica D;» =Rfi R,. =Dr.

Per a qualsevol xeDys, yeR; tenim que:
f)=y o fHy)=x (*

(A) Per a qualsevol xeDy, si f(x) =y:

(0 () = () = ) = x
(B) Per a qualsevol yeRy, si f *(y) = x:

(Fof ) =f(F ) =109 = y

| ot | fof” J
D¢ % Ry % Ds Ry Ds Ry

Exemple 24

Donada la funci6 f(x) = 3x — 5, VxeR, obtenim la seua funcié reciproca f * i comprovem que:
fof'=i i flof=i
Per a obtenir la funci6 reciproca, canviem x per y en 1’equacio y = f(x) i a continuacio aillem y:
X+5

y=f(x) > y=3x-5 —» x=3x-5 —> y:T

Com que la solucié és sempre Gnica, f és injectiva i la seua correspondéncia inversa f  és una funcio:

F7(x) = X_;5 vxeR

Calculem la composici6 de f amb la seua inversa:

(F1of)(x) = F () = F'(3x - 5) = X =2*+2 fof=i

=X -

X+ fof =i

(FofY)(x) = f(F () = f(%‘:’j =3 X2 5=x o




Exemple 25
|
o Donada la funci6 definida per f(x) = Ll per a x = 1, calculem la composicid f o f:
X_

X X

Xx-1

(Fof(x) = f(f(x))—f[ 1)- e e
oA

x-1
sempre que x = 1 (requisit necessari per a aplicar f) i Ll # 1 (necessari per a aplicar f per segona vegada).
X —
Aquest Gltim requisit és cert sempre en aquesta funcio.
Si (fof)(x)=x peratot x=1 — fof=i — f'=f

La funci6 reciproca de f és ella mateixa: f *(x) = _1 , perax#1.

e Calculem la funcié reciproca f * amb el métode habitual. De I’equaci6 y = f(x), intercanviem x per y, i a
continuaci6 aillem y:

<< X:L

&S Xy-1)=y & xy—-x=y &
x—-1 y-1

=fx) & y=

S XY-y=x o yx-1)=x < yzil
X_

Obtenim la mateixa funcio reciproca:

>» Observacio

No hem de confondre la inversa respecte de la composicié amb la inversa respecte del producte:
Donat qualsevol nombre real a = 0, sabem que el seu invers respecte del producte s'escriu indistintament per a™

o per 1/a. En canvi, en funcions a¢d no és aixi. No és el mateix f* que 1/f:

e La inversa respecte de la composici6 de funcions de la funcié f(x) = 3x — 5 és la funcié f *(x) = XTJ“LS , com

hem vist en I’exemple 24, i verificaque fof™'=i,iquef'of =i:
X+5
(fofhx) = f[ ;j 3XT+5—5=X > fofl=i

1
f(x) 3x-5

e Lainversa respecte del producte de funcions de la funcié f(x) = 3x — 5 és la funcio ( j(x) =

verifica que f =1

- |

(f-%)(x)=f(x)( j(x)—(3x 5) %:1

30 Donada f(x) = ZXT_l , obtén les funcions fl i f*, calcula els dominis, i comprova que f - fl =lifof'=

31  Obtén la funci6 reciproca o inversa de les segiients funcions, i comprova que es verifica que fof * = f of = i:

(A) f6) =3x+5 (B) f(x) = X2 (C) f(x) = XT” (D) () =

2x—1

(E) f(x) = V2x—1 (F) fx)=x*+1 (G) f(x) = 1+2Vx (H) f(x) = %1
X+



10

11

12

Problemes del capitol 1

Considera la correspondéncia entre els nombres enters definida per "cada nombre enter esta relacionat amb els
seus multiples". Calcula:

(A) f(10), f20), £7'(20) i £'(10).

(B) El domini i el recorregut.

(C) L'expressié que determina la correspondéncia. Assoleix la categoria de funcié?

Troba I’expressio general de la funcié f: N — Z tal que:
f(1)=3 f2)=5 f3)=17 f4)=9 f(5)=11...

Representa graficament les funcions segiients:

(A) fx)=2x-—1 (B) f(x)=—2x+3 ©O fx)= —% x+1 D) fx)= %X
Obtén les funcions lineals o afins les grafiques de les quals passen pels punts:

(A) P(1,3)iQ(5,-1). (B) P(1,1)iQ(4,10) . (C) P(-4,-3)iQ(5, 3).

(D) P(2,6)i0Q(0.5,1.5). (E) P(2,3)iQ(5,3). (F) P(1,1/3)iQ(1/2, 4/3).

Cada kg de dacsa costa 1.6 €. Expressa una funci6é que represente el cost de la compra depenent de la quantitat
comprada. Quin significat té el nombre 1.6?

Dues carnisseries, A i B, tenen beneficis de 10 500 € i 11000 € al elaborar 1 000 kg de carn, i unes pérdues de
500 € 1 1000 € respectivament si no elaboren cap quantitat. Expressa, per a cada carnisseria, el benefici en funcid
de la quantitat x de carn elaborada. Quina de les dues empreses obté majors beneficis? Realitza una representaciod
grafica que ens mostre la solucid. Quin significat economic tenen els pendents?

Comprem caquis i maduixes per un total de 60 €. El preu per kg dels caquis és de 2 €, i el de les maduixes, de 3 €.
Anomenem X iy, respectivament, al nombre de kg de caquis i de maduixes que comprem.

(A) Sicomprem 6 kg de caquis, quants kg de maduixes podem comprar?

(B) Obtén I’equaci6 de la correspondéncia que relaciona x amb y.

(C) Expressay en funcio de x, quin tipus de funcié és? Quin és el seu domini i el seu recorregut?

Una persona vol comprar un cotxe, i no sap si comprar-lo de gasoil o de gasolina. El de gasoil t¢ un preu de

20000 €, perd cada km recorregut li costara a 0.10 €. El de gasolina t€ un preu inferior, de 16 000 €, perd cada km

recorregut li costara a 0.12 €.

(A) Expressa dues funcions, una per a cada tipus de cotxe, que ens proporcionen el cost total (cotxe més
combustible) en funci6 del nombre x de km recorreguts. Quin tipus de funcions s6n?

(B) A partir de quants km és convenient comprar el cotxe de gasoil i no el de gasolina?

La relaci6 entre la temperatura de l'aire T (en °F) i 'altitud h (en metres sobre el nivell del mar) és lineal per a
0 < h £20000. Si la temperatura al nivell del mar és de 60°F, i per cada 5 000 metres d'altitud que es puja, la
temperatura de l'aire baixa 18°F:

(A) Expressa T en funci6 de h.

(B) Calcula la temperatura de I'aire a una altitud de 12000 metres.

(C) Calcula I'altitud per a la qual la temperatura de I'aire és de 0°F.

Suposem que la quantitat d'oxigen que hi ha en un llac (en mg/l) decreix amb la profunditat de forma lineal. Un
bioleg obté a 10 m de profunditat un contingut d'oxigen de 7.3 mg/l i a 40 m un contingut de 4.9 mg/1.

(A) Quin sera el contingut en oxigen a 30 m de profunditat? | a 60 m?

(B) A quina profunditat el contingut en oxigen sera de 0.2 mg/I?

Suposem que el preu d'un servei telefonic depén de la duracié d’aquest servei per mitja d'una funcio afi. Si el preu
per 10 minuts és de 4 € i el preu per 20 minuts és de 6.5 €:

(A) Calcula el preu que es pagara per una hora de servei, i per dues hores de servei.

(B) Calcula el temps de servei pel qual es pagaran 200 €.

El tipus d’interés que ofereix als seus clients una caixa d’estalvis va ser, als 3 mesos d’haver sigut constituida, del
7.25%, mentre que als 12 mesos va ser del 5%.

(A) Expressa el tipus d’interés en funcio del temps transcorregut amb una funcio afi.

(B) Obtén el tipus d’interés que oferiria la caixa als 24 mesos de ser constituida.

(C) Obtén quants mesos han de passar perque el tipus d’interés siga del 1.5%.
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Al gener del 2004 el preu mitja del m* de I’habitatge va ser de 1435 €, mentre que a l'agost del mateix any va ser
de 1603 €. Si representem la relacio entre el temps (en mesos des de gener del 2004) i el preu mitja amb una
funcio afi:

(A) Obtén I'expressid de aquesta funcié.

(B) Quin seria el valor del preu mitja per a mar¢ del 2004? | per a gener del 2005?

(C) Quant augmenta el preu mitja cada mes?

(D) Quin significat economic té el pendent de la funci6 afi d'aquest problema?

(E) Quants mesos han de passar perque el preu mitja de ’habitatge supere la barrera dels 2000 €?

Suposem que el consum personal diari d’aigua creix amb la temperatura. Sabem que amb una temperatura mitjana
de 12° el consum d’aigua és de 136 litres, i amb una temperatura de 16° el consum és de 168 litres.

(A) Amb les dades anteriors, expressa el consum en funcio de la temperatura amb una funcio afi.

(B) Amb I’anterior funcid, quin seria el consum d’aigua amb una temperatura de 22°?

(C) Per aquina temperatura mitjana es consumira 280 litres per persona?

(D) Quin és el significat del pendent en aquest problema?

Representa graficament les segiients funcions polinomiques de grau 2:
(A) f(x)=9-x? (B) f(x)=x*+2x-3 (C) f(x)=—6x>+x+1 (D) f(x)=(x-1)

Obtén l'equaciod de la funcid polindomica de grau 2 que passa pels punts:
(A) A(—1,6),B(1,0)iC(2,0). B) A(-1,5),B(1,3)iC(2, 11).

Una funcié polinomica de segon grau s'anul-la en x =2 i també en x = —2. Obtén aquesta funcio. Es tnica?

La funcié A(t) = 900t — 30t* ens dona, per a qualsevol instant t de temps (en segons), I’altura en metres que
assoleix la trajectoria d’un projectil.

(A) Calcula els instants de temps en qué assoleix els 6.000 metres d’altura.

(B) Calcula la duracio del vol del projectil, suposant que és llancat en una superficie horitzontal.

(C) Calcula la major altura que assoleix el projectil i I’instant de temps en queé 1’assoleix.

Un submari dispara verticalment un projectil. L’equacio y = —x> + 50x — 400 expressa I’altura (en decametres)
sobre el nivell del mar a que es troba el projectil, en funcié del temps (en segons) des que és llancat.

(A) A quina profunditat es troba el submari?

(B) A quinaaltura es troba el projectil als 5 segons de ser llancat? I als 20 segons?

(C) En quin instant de temps el projectil surt del mar? Quan torna a caure al mar?

(D) Quina és la maxima altura que assoleix el projectil? Quan assoleix aquesta altura?

La velocitat (en m/s) que assoleix un atleta en una carrera de 200 metres s'expressa en funcid de 'espai recorregut
x (en metres) per l'expressio f(x) =—0.00055x (x — 300).

(A) Quina velocitat té quan ha recorregut 50 metres?

(B) A quina velocitat arriba a la meta?

(C) Calcula la distancia recorreguda quan assoleix la maxima velocitat. Quina és aquesta?

L'oferta d'energia eléctrica durant les hores laborables d'un dia s'expressa amb la funcié f(x) = —2x” + 32x, amb
0 < x £ 12, (x donat en hores i f(x) en milions de kW), mentre que la demanda d'energia en aquest periode de
temps s'expressa amb la funcio g(x) = 8x +40, amb 0 < x < 12.

(A) En quins instants de temps l'oferta és igual a la demanda?

(B) En quin periode de temps I'oferta supera a la demanda?

(C) Quina és la maxima quantitat d'energia oferida, i quina quantitat s'ofereix?

(D) Quan l'oferta supera a la demanda es produeixen excedents. Quan sén maxims aquests?

La segiient taula mostra dades sobre el benefici mensual (en milers d’euros) d'una empresa:

Mes Gener (1) Febrer (2) | Marg (3)
Benefici 25 30 33

(A) Obtén la funcid polindmica de grau 2 que s’ajusta a aquestes dades.

(B) Amb la funci6 obtinguda, quina és la predicci6 del benefici per al mes d’agost?
(C) Quin és el primer mes amb pérdues? Expressa el seu valor.

(D) En quin mes de I’any s’obtindria major benefici? Quin és eixe major benefici?
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Dos projectils A i B son llangats fins caure en la superficie del mar. Les segiients funcions expressen 1’altitud en
metres, sobre el nivell del mar, a qué es troben en cada instant de temps X, en segons.

Projectil A: f(x) = —25x? + 750x Projectil B: g(x) = —5x* + 250x + 2000
(A) Quin projectil aplega a major altitud? Quina és eixa major altitud?
(B) Quan es troben els dos projectils a la mateixa altitud? Quines sén eixes altituds?
(C) En quins instants de temps es troba el projectil A 1000 m més alt que el B?

(D) Quan la diferéncia d’altitud de A respecte de B és maxima? Quina és eixa maxima diferéncia?
(E) Representa graficament les dues funcions en els mateixos eixos de coordenades.

L’altura en metres que assoleix un projectil en funcié del temps en segons des que és llangat es pot expressar amb
una funcié quadratica de la forma f(x) = ax” + bx.

(A) Obtén els valors de a i de b per als quals el projectil es troba als 10 i als 20 segons a 6000 metres d’altura.
(B) Calcula la major altura que assoleix el projectil i I’instant de temps en que 1’assoleix.

Un projectil es troba, al segon de ser llangat, a 190 metres d’altura, als 2 segons, a 360 metres, i als 5 segons, a
750 metres d’altura. Suposem que I’altura y en funcid del temps x es pot expressar amb una funcié quadratica de
la forma y = ax” + bx + c.

(A) Obtén la funcié quadratica que s’ajusta a aquestes dades.

(B) Obtén la major altura que assoleix el projectil i I’instant en qué assoleix aquesta maxima altura.

Sabem que la velocitat d’un mobil als 10 minuts de comencar un trajecte era de 250 km/h i als 30 minuts era de

450 km/h, la qual va ser la maxima velocitat assolida al llarg del trajecte.

(A) Obtén els valors de a, b i ¢ pe als quals la funci6 f(x) = ax* + bx + c representa la velocitat en funcié del
temps transcorregut.

(B) Quina va ser la duracio total del trajecte?

Una empresa ha estimat que anualment els seus ingressos en euros venen donats per la funcié I(x) = 7x* + 9000x,

mentre que els costs venen donats per la funcio C(x) = 11x* + 3000x + 560000, on x representa el nombre

d’unitats fabricades i venudes. Si els beneficis son els ingressos menys els costs:

(A) Expressa la funcié benefici, i obtén quantes unitats cal vendre per a maximitzar el benefici. Quin és el valor
d’aquest maxim benefici?

(B) A partir de quina quantitat d’unitats I’empresa obté beneficis?

Una agéncia proposa un viatge conjunt a 60 persones, al preu de 1000 € per persona. Amb la finalitat d'obtenir el

nombre més gran possible de clients, per cada viatger addicional als inicialment proposats, redueix en 10 € el preu

del viatge per persona.

(A) Expressa els ingressos totals de I'agéncia en funcié del nombre addicional de viatgers x.

(B) A partir de quin nombre addicional de viatgers I'agéncia perd diners?

(C) Quin és el nombre addicional de viatgers que proporciona majors ingressos a l'agencia? Quins sén aquests
ingressos maxims?

Un bancal té actualment 20 arbres que produeixen 250 kg de fruita cadascun. Per a augmentar la produccié es vol

trasplantar més arbres, pero s’estima que per cada arbre addicional trasplantat, la produccié de cada arbre del

bancal disminuira en 5 kg.

(A) Obtén una funcid que expresse la produccio total en funci6 del nombre addicional x d’arbres trasplantats.

(B) Obtén el nombre d’arbres que cal trasplantar perqué la produccié total siga maxima i el valor d’aquesta
maxima produccio.

Volem construir una habitacié rectangular que tinga un perimetre de 20 metres. Anomenem X i y a les dimensions
de I’habitacid i A la seua area.

(A) Expressay en funcio de x. Quin tipus de funcio és?

(B) Expressa A en funcid de x. Quin tipus de funcio és?

(C) Obtén les dimensions de I'habitacié amb major area possible, i el valor d'aquesta area.

Obtén el major valor que pot prendre el producte de dos nombres positius que sumen entre si una unitat. Repeteix
la pregunta si els nombres sumen entre si m unitats.

Suposem que el preu en euros d’una pedra preciosa és igual al quadrat del seu pes en grams. Una pedra que pesa
10 grams (val 100 €) es trenca en dues parts.

(A) Siuna part pesa 2 grams, calcula el preu total de les dues parts. Quants diners hem perdut?

(B) Siuna part pesa x grams, expressa el preu total de les dues parts en funci6 de x.

(C) Obtén el valor de x para al qual el preu total de les dues partes és minim i calcula aquest valor.
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Un metal-lurgic vol construir canalons de secci6 rectangular doblegant, pels dos laterals, una porcio de longitud x
d'una lamina de metall de 40 cm d'amplaria. L'area de la seccid del canal6 esta directament relacionada amb la
capacitat del canal6 per a transportar aigua, a major seccidé major capacitat.

X

40 Secci6 del canal6

________________ X X| IX
40 — 2x

Si vol que I'area de la secci6 siga de 150 cm?, quina longitud x ha de doblegar?

I si vol que l'area siga de 180 cm??

Expressa l'area de la seccio del canal6 en funcié de x.

Obtén el valor de x per al qual I'area de la secci6 del canal6 té la major area possible i, per tant, pot
transportar més aigua.

(A)
(B)
(©)
(D)

Una aixeta aboca 5 m® d'aigua per hora. Estableix una funci6 que calcule el temps que tardaria a omplir un dipdsit
en funcié del volum del mateix.

Volem construir una habitacié rectangular que tinga una area de 25 m”>. Anomenem x i y a les longituds dels seus

costats, i p al seu perimetre.

(A) Expressay en funcié de x. Quin tipus de funcié obtenim?

(B) Expressa p en funcié de x. Quin tipus de funcié obtenim?

(C) Obtén el valor de x per al qual el perimetre de I'nabitacié és de 40 metres.

(D) Repeteix l'anterior pregunta per a perimetres de 35, 30, 25, 20 i 15 metres. A la vista dels resultats, quin és el
menor perimetre que pot tenir I'nabitacié? Per que?

Calcula el domini de les segiients funcions racionals:

A) f(x):xzx_x (B) f(x)=3):(i2 ©) f(x)= zztz

D) f(x):% (E) f(x)=ﬁ (F) f(><)=#_)ir6

G) f(x)=m (H) 100 =—— 5 M )= #;24
) f(x)=—x4_éx_6 (K) f(X)=m L) )= m
M) f(x) = . N) f(x) = X N) fx)= ;

X3 +3x%2+3x+1

4x3 —8x% —x+2

x*+ x%-8x—-8

Obtén el domini de les segiients funcions irracionals:

(A) f(x)= J=x (B) f(x)=+5-2x (C) fx)= V5-x2 (D) f(x)= VX2 =7x+12
(E) f(x) =y X +5x F) fx)=VC+x+1  (G) fx)= {22 -3x-2 (H) f(x)= Vx*—3x—-2
D) f(x) =+ x> —4x () f(x) =+ x}—4x2 (K) f(x) =+ 4x% - x* (L) f(x)=/x* —5x%+6
Obtén el domini de les segiients funcions irracionals:
2
1 x-1 1-2x x-1

A) f(x)= B) fx)=,—— 0O fx)= D) f(x)=
A) f(x) - B) f(x) = ©) f(x) Trox D) f(x) 22
® - ® - [ @) f()-,/M ) 0= | 2

X X x 9-x? * x2 * x? —4x+3
Representa graficament la funcié f(x) = E Agafa un punt qualsevol de I’anterior grafica com a vértex d'un

X

rectangle, sent el seu vértex oposat el punt O(0, 0) i els altres dos vértexs sobre els eixos de coordenades. Quant
mesura la seua area?
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Representa graficament les segiients funcions i expressa les equacions de les asimptotes:

A fx)=2"1 ®) fx)= 1 © fx)= X D) f(x)= >
X X x-1 X+1

_ x+1 _x-1 _3x-2 _ 3x+2

© f60=22 @ 9= © f9=>=2 (H) 0= 22

Una persona compra dos productes immobiliaris A i B per un preu de 120 € i 90 €, respectivament. El producte A

incrementa el seu valor mensualment en un 2%, mentre que el B ho fa en un 4%. Anomenem x al nombre de

mesos transcorreguts des de la compra dels dos productes.

(A) Obtén dues funcions f(x) i g(x) que representen el valor de cada producte x mesos després de ser comprat.

(B) Quants mesos passaran perque el valor d'aquests dos productes siga el mateix?

(C) Anomenem p(x) a la proporci6 que representa el valor del producte A respecte de la suma dels valors dels
dos productes. Quin tipus de funcié obtenim?

(D) Quants mesos tenen que passar perqué la proporcié p(x) siga de 0.5? | de 0.45? | de 0.3? Quin és el menor
valor que pot prendre aquesta proporcié?

Una persona pot treballar a domicili fins a 40 hores setmanals ordinaries, i fins a 10 hores extraordinaries. Les
hores ordinaries les cobra a 10 €, i les extraordinaries a 25 €. Si treballa totes les hores possibles, a quin preu mitja
li resulta I'hora?

Anomenem x al nombre d'hores extraordinaries treballades. Expressa en funcié de x el preu mitja a que li resulta
I'hora, en els seglients casos:

(A) Treballa 40 hores ordinaries. (B) Treballa 30 hores ordinaries.

(C) Treballa 20 hores ordinaries. (D) Treballa 10 hores ordinaries.

Quins tipus de funcions s6n? Quin és el domini de cada funcié? Quantes hores extra cal treballar en cada cas
perqué el preu mitja siga d'almenys 12 €?

Un jugador de basquet ha aconseguit encistellar 25 de 40 tirs lliures intentats en un entrenament. L'endema,
encistella tots els tirs que intenta. Anomenem x al nombre de tirs lliures intentats i encistellats del segon dia i f(x)
al tant per cent d'encert que aconsegueix acumular amb els tirs dels dos entrenaments:

(A) Obtén I'expressio de la funcio f(x). Quin tipus de funci¢ és?

(B) Quants tirs lliures ha de fer el segon dia per a obtenir un percentatge d'encert total del 75%? | del 90%?

(C) Podra aconseguir el 100% d'encerts? Per qué?

El nombre d'individus (en milions) d'una determinada colonia d'insectes varia en funcié del temps t (en dies) a
través de la funcid
P(t) = 550t +1000 V=0
t+20
(A) Quants insectes hi haura transcorreguts 30 dies?
(B) Quant de temps passara perqué hi haja 450 milions d'insectes?
(C) Troba les asimptotes i la representacié grafica. Comprova que la funcié creix sempre, voldra dir que la
colonia d'insectes creixera indefinidament?

A cada nombre entre 0 i 3 li fem correspondre la seua part entera. Escriu la funcid, definida trossos, corresponent.
Representa-la graficament. Fes el mateix si a cada nombre li fem correspondre la seua part decimal.

Una persona compra pomes de qualitat normal, a 0.8 €/kg i pomes de qualitat extra, a 1.4 €/kg.

(A) Sicompra 30 kg de pomes de qualitat normal i 20 de qualitat extra, quants diners es gasta? Quin ¢és el preu
mitja per kg del total de pomes comprades?

(B) Obtén una funcid p(x) que expresse el preu total per comprar 30 kg de pomes de qualitat normal i x kg de
pomes de qualitat extra. Quin tipus de funci6 és?

(C) Obtén una funcio6 f(x) que expresse el preu mitja per kg del total de pomes comprades quan compra 30 kg de
pomes de qualitat normal i x kg de qualitat extra. Quin tipus de funcid és?

(D) Amb f(x) de (C), quants kg de qualitat extra hem de comprar si el preu mitja és 1.2 €?

Les segilients equacions amb dues incognites defineixen correspondéncies. Amb la variable x representem els
elements del conjunt inicial, i amb la variable y els del conjunt final. Comprova quines d'elles son funcions. Obtén
les seues correspondéncies reciproques i indica quines d'elles son també funcions.

(A) x+2y=3 (B) 3x-5y=6  (C) xy=25 (D) (x-1)(y+1) =25 (E) x¥*=25

(F) y=4x (G) x = 4y? (H) x*+y*=25 (I) (x-2)°+y*=4 () x=y*-2y+1
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Donades les funcions f(x) = Ix i g(x) =x + 1, calcula les composicions fog, gof, fof i gog.

Obtén les inverses de les segiients funcions:

(A) fx)=2x+3 (B) f(x):3XT_1 (©) f(x)_3«/§ -1 D) fx) = | X1

_3x-4 _ [3x-4 3x%-4 3fx-4

B =77 (F) 0=\~ © fo="s— ) ="
X+1

Calcula la inversa de la funci6 f(x) = Pk A la vista del resultat, qué donara la composicio fof?
X J—

Donades les funcions f(x) = XTH ig(x)= il , obtén les funcions compostes fog i gof.
X +
Donades les funcions f(x) = EXTH ig(x)= 2x-1.

(A) Calcula les funcions compostes fog i gof.
(B) Calcula les funcions compostes fof i gog.
(C) Calcula la funcié inversade filadeg.

3x+1 .
% calcula:

Donades les funcions f(x) = L ig(x)=
X+1

(A) fog. (B) gof. (C) fof. (D) gog. (B) (). F) gx).

Considerem les segiients funcions, amb domini R~ {0, 1}: i f g

f(x) = ﬁ,g(m: XT‘l,mx):x. i

(A) Ompli el seguent quadre, calculant la composicié de qualsevol f

parella de les anteriors funcions.
(B) A al vista dels resultats, quina és la funcié inversa de f? | la de g? 9

I ladei?

N

Donada la funcié f(x) = :
(x) N
(A) Obtén la funcid inversa de f.
(B) Obtén el domini i el recorregut de f.

Donada la funcio f(x) = 3 X—+i :
X —
(A) Obtén la funcid inversa de f.
(B) Obtén el domini i el recorregut de f.

Donada la funcié f(x) = 34+ 2% :

(A) Obtén la funcié inversa de f.
(B) Obtén el domini i el recorregut de f.
(C) Obtén les asimptotes de f.

Donades les funcions f(x) = S g(x) = 5—3x.
3+2x 2x

(A) Calcula la funcié composta fog. Que dedueixes del resultat?
(B) Obtén el domini i el recorregut de f.

5x -3 .

Donades les funcions f(x) = SL 1g(x)=
-X

(A) Calcula la funcié composta fog. Que dedueixes del resultat?
(B) Obtén el domini i el recorregut de f.

2
Donades les funcions f(x) = . X
+

. 1
Xz lg(X): ﬁa

obtén la funcié composta fog.
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Calcula el domini de les segiients funcions irracionals:

(A) fx)= X+A=Xx B) fx)= V¢ —4+49-x2 (C) f(x):L (D) f(x):;

1++/x -1 5-4x-1

E) fo-—L1 (F) fx)= — G) )= ——r (1) f)= X

® 0= ——e ) 9= s © 0= F—=—n ) f9= s
m fx=- 21 ) fx)= = ® foo=—— I
«/x—lO J20—x JX=10-+/20-x \/x+5—\/10—x

Un globus esféric s’infla mantenint sempre la seua forma. Expressa una funcié que determine el radi depenent del
seu volum.

Representa graficament les segiients funcions:

A f0=Ix+2| (B f0=]3-2¢|  (©) f9=2¢-4] (D) f0)=|x-x|
G f(x):H F) 0 = X‘l‘ © foo= |2t H) f00=1+x|
X 3X+6 X —

Volem construir una piscina rectangular amb un perimetre de 18 metres, que tinga al principi 1 m de profunditat, i
al final 3 m (mira la figura). Anomenem x iy a les longituds dels costats de la piscina.

(A) Expressay en funcio de x. X

(B) Expressa L en funci6 de x.
(C) Expressa l'area de la superficie de la piscina en funcio de x. 1 3
(D) Expressa l'area del fons de la piscina en funci6 de x. _

(E) Expressa l'area de les parets de la piscina en funcié de x. L

Dues parets estan separades per una distancia d’un metre. El sol que les separa esta constituit per una superficie
horitzontal reflectora. A un metre d’altura, en la primera paret, situem un focus de llum que projecta un raig
[luminds sobre el sol i que, després de reflectir-se, incideix en 1’altra paret. Anomenem x, y, h, L; i L, a les
longituds assenyalades en la figura.

(A) Expressa Ly en funcié de x, i x en funcié de L;.

(B) Expressay en funcié de x. L

(C) Expressa h en funcio de x, i x en funci6 de h. Ly 2 h

(D) Expressa L, en funcio de x.
(E) SiL=Ly+ L, expressaL enfunciodex, i x en funcio de L. X Y

En una ciutat hi ha dos aparcaments subterranis d'is public, que obrin 4 hores cada vesprada. L'empresa que

explota el primer cobra 0.8 € per cada hora o fraccié d'hora que roman cada vehicle, mentre que l'empresa que

explota el segon cobra 0.4 € per cada mitja hora o fraccié de mitja hora.

(A) Obtén, per a cada empresa, una funcié definida a trossos que expresse el preu en funcié del temps de
permanéncia en l'aparcament.

(B) Representa en els mateixos eixos cartesians les dues funcions. Quin aparcament és més barat?

La segiient taula representa 1’impost de la renda de les persones fisiques. La base liquida son els ingressos anuals
declarats. Obtén la funci6 definida a trossos que determine la quota integra o impost a pagar en funcié de la base
liquida x. Expressa x i f(x) en milers de euros. Realitza una representacié grafica.

Base liquida Quota integra Resta base liquida Tipus aplicable
fins a (euros) (euros) fins a (euros) (%)

10 000 0 10 000 20

20 000 2 000 10 000 25

30 000 4500 10 000 30

40 000 7500 10 000 35

50 000 11 000 En avant 40

Un comerg efectua el segiient tipus de descomptes: “Per a compres no superiors a 30 € un 10% del valor de la

compra; per a compres superiors a 30 € un 10% dels primers 30 € més un 20% de la quantitat que passe de 30 €.

(A) Obtén una funcié definida a trossos D(x) que expresse el descompte que correspon a cada valor x de compra,
i representa-la graficament.

(B) Obtén una altra funcié P(x) que represente el percentatge sobre el total de la compra x que suposa el
descompte D(x) realitzat, i representa-la graficament.



Solucions de les activitats del capitol 1

1. AxB={(a a), (b, o), (c, ), (d, ), (e, &), (& B), (b, B), (¢, B), (d, B), (&, B), (& V), (b, ), (c,7), (d,¥), (&, V), (& d),
(b, 8), (¢, ), (d, 8), (e, )}. 2. f(4) =2, f(6) = {2, 3}, (8) = {2, 4}, f(9) = 3, f(10) = {2, 5}; F (2) = {4, 6, 8, 10},

f1(3) = {6,9}, f(4) =8, £(5)=10; Ds={4,6,8,9,10}; Rr={2,3,4,5}. 3. (A)f(x)= > *32"

2 2
B) ) = 12X D;= R ~ {0}. (C) () =i4f1—% :Dy=[2,2]. (D) f(x) =i4/%—1 Dy = J-o0, =3] U [3, +oo.
X

(E) f(x) =t 24X, Dy = [0, +oo[. 4. (A) g(y) = @ Di= R. (B)g(y) = ﬁ ,Di= R~ {-1}.

,Df:R.

© gy) =t2y1-y* ,Dr=[-1,1]. (D)g(y) =£3y1+y* ,Ds= R. (E) g(y)=iy72. Di=R. 5 4x+2y=20;

y=10-2x;D=[0,5],R=[0,10]. 6.(A)L= X, x>o. (B)D= \x2+(5-x)2,0<x<5. (C)A=xy, X, y>0.

7. f(x,y) = ¥, és una funcio, Ds = {(x, y)e R? /x =0}, Ri= R ; (5, 3) = 3/5; f1(2) = {(x, 2x) / X = O}.
X

8. (A)fi(X)= 2+ 4—(x—D?, F(x) = 24— (x—1?,D=[-1,3]. (B)f(x) = %«/9_x2,f2(x):—g\/g_x2,

3
D=[-3,3]. (C)fi(x)== %\/xz "9, (%) :—gx/xz_g, D =100, ~3] U [3, +oo[. (D) fu(x) = 24X , F(x) = — 2JX ,

D =[O0, +ool.

9.
8A 8B s 8C . .|8D \ (A
B — T (D)
4
. / \ 2
1 2
2 ’ K—?,} T 5 4] 2 2 \4 6 2 2 6 8 E 4 4
4 2
3 >
"‘ ? : //

I “

10. f(x) = 274; gx)=-x-3. 11. f(x) = X;3 1g(X) = —x +3. 12. (A) fa(x) = 0.1x + 50, X > 0;

fs(x) = 0.05x + 100, x > 0. (B) Si x < 1000, convé A, si x > 1000, convé B.

13.
30 (A) 2 (G)] 9 ©
25 0.1x+50 1 8

(D) 10

N 2 4 6\ b 2 2 4 6

10|
8
o IR T 3 6 6
4 6
15 0.05x + 100 , s 4
10
3| 2 2
> 3
0 10 250 T3 2z 1 T 2 3

14. f(x) = x> —5x + 6; g(X) = %xz —2x+4. 15. f(x) = 25x — X, funci6 quadratica. 16. (A) R ~ {-2}.

(B) R~ {0,2,-2}. (C) R~ {3,-3}. (D) R~ {1}.(E) R ~ {-1}. (F) R ~ {3/5} .(G) R~ {1,-2}.

H) R~ {1,-1,3,-3} 17.i(x)= @ ; complexi6 prima si x > 213 cm, normal si 192 < x < 213, grossa si
X

177 <x <192, obesasix < 177 cm. 18. f(x) = 2990 x>0. 19. (A)f(x) =4 + % (B)g(x)=4- —>_.
X X+

X+2

19A . 198 . 20. (S K ® ° k (©) s
\ 2 2 ‘J 2

) / T T 6 I B
2 2




21 (A i = XT“‘,si- B) F1) = +4x+1, no. (C) F'(x) =+v2x—1,no. (D) Fi(x) = LENLF4X ~/21+4X , 0.

1 - AX+3 _ _ _ 1 _ 5
E)fx)= ﬁ,S|. 22. (A)D=[1, +o[. (B)D=[-1,+o[. (C)D = |:—§,+oo|:. (D)D= :|—oo,§:|.

(E) J-o0, ~1JU [1, +eo[.

(A) (B) ©) (D) (E)

2 3 4
3
2
2
1 2 3 N

0.25x% si0<x<15
23. f(x) = {0.4x—-2.25 sil5<x<45.
X—29.25 six=>45

24,
(A) (B) ©) 5 D) 5
/—/ :
aaaaa P 545 24 | 1254
2x2 - 2 -2
25 (A) F+9()= 2 (F-9)(x) = >, D= R~ [£3]. (B) (F+9)(x) = =, (F-0)( = >,
X" -9 X" -9 X7 =X X =X

D=R~{0,+1}. (C)(F+g)(x)= VX—3 + x—4,(F-g)(x)= VX=3 — /x—4, D=[4, +o[. 26. [1,2].

27. (A) (f-9) = XX j f L(fIg)(x) = (x + 2)(x + 1), D = R~ {-1). (B) (F- g)(x) = V1-x* ,D = [-1, 1];

(HR) = [2=X D=1-1,1]. () (F- 9)(x) =1 -x, D= [0, +ocf; (Flg)(X) = +—& , D =10, +oo[ ~ {1}.
1+ X \/7

1
1-
28. D1 =12, +oof i Dy =]-o0, ~1]U 12, +eo[. 29. (A) (fog)(x) = 2x° - 1, (gof)(x) = (2x + 1)° - 1.

(B) (fog)(x) = x+1, (goN(x) = [x[+1. (C) (fog)(x) = VX —2, (gof)(x) = VX -2. (D) (fog)(x) = =*1,
X+1

(gof)(x) =

2X +1 _ _ — X - _\/;
oo (E) (fog)(x) = X, (goN)(X) =| x| . (F) (fog)(x) = ,/H T (gof)(x) = Sl

30. (UH(X) = % D= R~ {1/2}; F(x) = % ,D=R. 3L (A)fix) = %‘5 (B) F(x) = %

2 _ 2
©) F(x) = Ll (D) F(x) = XT”’ (E) FL(x) = XT” (F) Fix) = Yx-1. (G) F(x) = (Xl) .
X — X

2
2
(H) P60 = [Hj .
X




Solucions dels problemes del capitol 1

1. (A) f(10) = {10, £20, +30...} = {10n : ne Z }; f(20) = {+20, +40, +60...} = {20n : ne 2 }; ¥ (20) =

{1, 2, 4,5, 10, 20}; %(10) = {1,2,5,10}. (B)D; =R;= N. (C) f(x) = {nx: ne N} = {x, 2x, 3x...}, no és una
funcié. 2. f(n)=2n+1,neN.

3.

A (B)

2

3 (D) 2

6
5
1 4 2 1
3
2
1

1
2
3
4

1

4. (A)f(x) = —x + 4. (B) f(x) = 3x - 2. (C) f(x) = % © (D) f(x) = 3x. (E)f(x)=3. (F)f(x) =~ —36X .

5. f(x) = 1.6x, x>0; 1.6 és el preu per kg.

6. Funcio benefici per a A: f(x) = 11x — 500, x > 0 (x en kg, f(x) en €); o
funcio benefici per a B: g(x) = 12x — 1000, x > 0. o
.
A obté major benefici que B si x < 500. Els pendents 11 i 12 s6n el benefici per kg. = "

100 200 300 400 500 600 700 800 900 100

7. (A)16kg. (B)2x+3y=60. (C)y = —%x+20; funcid lineal, D = [0, 30], R = [0, 20].

8. (A) De gasoil: f(x) = 20000 + 0.1x; de gasolina: 16000 + 0.12x. (B) A partir de 200000 km.

9. (A) T =-0.0036h + 60. (B) 16.8°F. (C) 16666.7 m. 10. (A)5.7 mg/l; 3.3 mg/l. (B) 98.75m. 11. (A) 16.5€,
31.5 €. (B) 794 minuts. 12. (A)y =-0.25x + 35. (B) 2%. (C) 26 mesos. 13. A) f(x) =24x + 1411. (B) 1483 €;
1723 €. (C) 24 €. (D) Es I’increment del preu mitja per mes. (E) 24 mesos. 14. (A)y = 8x + 40. (B) 216 litres.
(C) 30°. (D) m =8 és I’increment del consum per cada grau de temperatura que augmenta.

15.

Q) (B) - (© (112, 25024) (D)

2 13 | 1A 2

N s o @

2 3

Y 2|4
2| 1 2
B 2 4
1
5 3

16. (A)f(X) =2~ 3x+2. (B)f(x)= 3 —x +1. 17. Noés tnica: f(x) = a0 — 4). 18. (A) Als 10§ 20's.

(B) 30s. (C) 6750 m, als 15 segons. 19. (A) —400 dam. (B) —175 dam; 200 dam. (C) Als 10 s; als 40 s. (D) 225
dam; als 25s. 20. (A) 6.875m/s. (B) 11 m/s. (C) Als 150 m. v =12375m/s. 21. (A)Ales2iales10h. (B) En
12, 10[. (C) 128 milions de kW/h, alas 8 h. (D) Alas6h. 22. (A)y=—x*+ 8x + 18. (B) 18000 €. (C) Octubre,
amb —2000 €. (D) En abril, 34000 €. 23. (A) EI mobil A, a5625m. (B) Ales5hia3125 m;ales 20 horesia
5000m. (C) Als10i15s. (D) Als12.55s;1125m. 24. (A)a=-30,b=900. (B) 6750 m, als 15s.

25. (A)y = —10x? + 200x. (B) 1000 m als 10 segons. 26. (A)a=-0.5,b =30, c=0. (B) 60 minuts.

27. (A) B(x) = —4x* + 6000x — 560000. 1690000 €, amb 750 unitats. (B) A partir de 100 unitats i fins a 1400
unitats. 28. (A) f(x) = (60 + x)(1000 — 10x), x > 0. (B) A partir de 40 més. (C) 20 passatgers, amb benefici de
64000 €. 29. (A)y = (20 + x)(250 — 5x). (B) 15 arbres més, 6125 kg. 30. (A)y =10 — x, funci6 afi.

(B) A = x(10 — x), funci6 quadratica. (C)x=y=5m. A=25m? 31. 1/4; m%4. 32. (A)68€i32€.

(B)y=x+(10-x)% (C)5gi50€. 33. (A)5015cm. (B) 10+ 10 010— /10 cm. (C) A = —2x? + 40x.

(D) x=10cm. 34. f(x) =x/5,x>0. 35. (A)y = 25/x, funci6 de prop. inversa. (B) p=2x + 50 , f. racional.
X




© 10+ 5J§ m. (D) 20 és el menor perimetre, perqué és el menor valor de p perque x tinga solucio.
36. (A) R~ {0,1}. (B) R~ {2/3}. (C) R~ {3,-3} (D) R. (E) R~ {1,-1/2}. (F) R~ {1,2,-3}.

©) R~{1,1+J§,1—J§}. HR. () R~{1,-12 -2} O) R~ {2 -1} (K) R~ {02 ~1}.

(L) Rw{—l, 2, —JE}. (M) R~ {-1}. (N) R ~ {2, 1/2. -1/2}. (N) R ~ {2, -1}. 37. (A) ], O].
(8)1-,5/2). () [ 5,5 ]. (D) ]=0, 3|U[4 +ool. ()10, BJUI0, . (F) B (G) o0, ~1/2] U [2, +o0]
(H) [2 +oo[U -2} () [-2, 0 U2 ool )[4, +e[U{0}. (K) [-2.2]. (1) J=oo,=3]U[ 2, V2] U[ VB, +oo]

38. (A) ]—J% , Jﬁ[. (B) ], 1] U2, +o[. (C) [-1/2, 1/2[. (D) ]—m,-ﬁ[u[—l, 1]U]J§ ,+oo[.

(E) J-e0, -8]U10, 3]. (F) ]2, =3[U[0, 3[. (G) [-1,2] ~ {0} (H) J-ec, 0JU]1, 3[U[4, +oo[. 39. 6.

40.
2 L a7 L *) (B) k © -

s -10 5 5 10 4 3 2 12 3 4 3 2 O 12 3 B 2 a1
E 1 1
5
Bt E 2

) . B - (F) . ()N H,
3 3 3
4 3 2 ] T 2 3 2 1 2 3 4 a4 3 2 4 12 — — - —
1 -1 L

120+ 2.4x
210+ 6x

41. (A) f(x) = 120 + 2.4x, g(x) = 90 + 3.6x, x > 0. (B) 25 mesos. (C) p(x) = , és una hipérbola.

(D) 25 mesos; 85 mesos; no és possible; no hi ha menor valor, pero tendeix a 0.4. 42. 13 €/h.

400 + 25x 300 + 25x 200 + 25x 100 + 25x

A) f(x) = .B)gx)= =22, (C)h(x)= ===, (D) f(x) = , son f. racionals amb
(A) f(x) . (B) 9(x) 07 x (C) h(x) 20 x (D) f(x) 07 x
domini {0, 1, ..., 10}. Nre. d’hores extra: (A) 7, (B) 5, (C) 4, (D) 2. 43. (A) f(x) = w,xzo, és una

+

hipérbola. (B) 20 tirs; 110 tirs. (C) No, perque f(x) = 100 no té solucio.
44. (A) 350 milions. (B) 80 dies. (C) A. H.:y =550; creix, pero no supera als 550 milions de individus.

40 AH:y =550
0 si0<x<1 X si0<x<l
45, 10 = 1 silsx<2’ ! = x-1 sil<x<2
' 2 si2zsx<3 | | g X-2 si2<x<3
3 six=3 0 six=3

w0 1 2 1 2

46. (A) 52 €;1.04 €/kg. (B) p(x) =24 + 1.4x. F. afi. (C) f(x) = 24*#)‘:)(. F. racional. (D) 60 kg.

47. (A) f(x) = 3; X, f3(x)=3-2x Dy =D, = R, son funcions. (B)f(x)= =8 £3(x)= 5";6 ,

D¢ = D, = R, son funcions. (C) f(x) = f(x) = % D¢ = D, = R~ {0}, son funcions. (D) f(x) = 26:1)( ,
f(x) = 2611)( . Dy = R~ {1}, D, = R ~ {-1}, son funcions.




(E) fx) =)= +>, D; = D, = R ~ {0}, no son funcions. (F) f(x) = 4, f*(x) = ‘/_ ,D; = R,
X
D, = [0, +oof, fsi és funcio. (G) f(x) =fi(x) = +y25-x? , D; = D, =[5, 5], no son funcions.
(H) f(x) = i\,47(X72)2 R 2+4-x? D¢ =10, 4], D,.. =[=2, 2], no s6n funcions. (1) f(x) = 1+,

f1(x) =X’ —2x+1, D =[0, +oo[, D, = R, fnoés funcio. 48. (fog)(x) = x+1; (gof)(x) = Jx +1;

4x +1]2

(fof) =W = §/x 1 (@og)(9) =x+2. 49. (A= 2. @) (9= 22 (C)f*l(x):[ 5

2
(O f* () = 4Xz+1. ® =220 - 23X N O 3/% H) () =

2
[2X+4) . 50, f1(x)= x+1 = f(x); (fof)(X) = x, perque f és la seua inversa. 51. (fog)(x) = x+3 , (gof)(x) =
3-x X -1 2X +2
Xi _ 52 (A)fog =i, gof =i. (B) (fof)(x) = 9XT+5 (gog)(x) = %. ©) fl=gigt=f 53.(A) (fog)(x) =

2x+1 _ X+4 _ x+1 _ 11x+4 1y — 1—X
ok (B) (gof)(x) = 3 (C) (fof)(x) = R (D) (gog)(x) = i B )==—

Fgtxs= le_ X3 . 54. (A) iflg (B) Com qué fog =i,igof=i,ft=gig?="f
B i|i|flg
flf|gli
g|lg|i|f

55. (A) rl(x):(x’ilj (B) Ds = [0, +oo[ ~ {1}; Rr = R ~ {1}. 56. (A) f‘l(x)_x 1 B)Dj= R~ {1} =

Rr. 57. (A) f1)==3. (B)Di= R~ {4};Rr= R~ {-2}. (C) AV:x=4; AH:y=-2. 58. (A) (fog)(x) =
+

x; figsoninverses entre si. (B) D= R ~ {-3/2}; Ry= R ~ {0}. 59. (A) (fog)(x) = x; fi g son inverses entre si.

(B)Dr= R ~ {5}; Ry= R ~ {0}. 60. (fog)(x) = ﬁ 61. (A)[0,1]. (B) [-3,-2]U[2, 3].
(C) [1, +oof. (D) [1, +oo[ ~ {26}. (E) -0, 3JU [3, +oo[. (F) -0, 3]U [3, +oo[ ~ {5, 5}. (G) [5, —oo[ ~ {105}

(H) [1, 5[. (1)]10, 20[. (3) [10, 20] ~ {15}. (K) [0, 10] ~ {5/2}. 62. R= i/;‘z .

6. |» o)\ ° (D)

o (F) ; ©) (H)

11111




64. (A)y=9-x. (B)L=V4+x? . (C)A=x(9—x). (D)A=(9-x)V4+x2 (E)A=36. 65 (A)L,= V1+x?:

1-x 1 1-x V1+x° 1
x=q/2_1. B)y=1-x. (C)h=2"2;x= = . D)L,= =—21+x2. (E)L= PX = .
L5 B)y © " o (D) L, ™ +x2. (B) x \/Lz—l
0.4 si0<x<05 0 si x <10
. 0.8 si05<x<1 .
0.8 si0<x<1 12 sil<x<l5 0.2x—-2 sil0<x<20
16 sil<x<2 16 silb<x<?2 0.25x -3 si20<x <30
66. f(x)= X) = . 67. f(x) =
) 24 si2<x<3 9¢) 2 si2<x<25 ) 0.3x—45 si30<x<40
. 24 si25<x<3 .
3.2 si3<x<4 28 si3<x<35 0.35x-6.5 s_|40<xs50
32 si35<x<4 04x-9 six>50
3 i 3 ii En milers d’euros
68. (A) DX 0.1x si x <30 | :
. X) = . of
0.2x-3 six>30 ! §
. y D(x) b
1 < A P(X
@ peo= 10000 | T : | ! i
X 20—-=— six>30 ] i 4
X i 2
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Capitol 2

Distribucions bidimensionals

Distribucio conjunta de freqiiencies
e Mostres bidimensionals

o Freqiiencies i taules de freqiiencies

e Representacions grafiques

Dependencia funcional i dependéncia estadistica
e Ajust d’una recta a un navol de punts

Criteri dels minims quadrats

La recta de regressio de Y sobre X

e Covariancia d’una mostra

e Teorema: Equacio de la recta de regressio de Y sobre X
e Prediccions sobre la variable dependent

La recta de regressid de X sobre Y
e Propietats de les rectes de regressio

Coeficients de correlacio lineal 1 determinacio
e Propietats del coeficient de correlacid lineal




2.1 Distribucio conjunta de freqiiéncies

En els treballs estadistics s'arrepleguen dades d'una determinada poblacié referits generalment a més
d'una caracteristica de la poblacio. Cadascuna d'aquestes caracteristiques o variables poden ser estudiades
per separat, pero també poden ser tractades conjuntament quan es pensa que hi ha algun tipus de relacio entre
algunes d'elles. Per exemple, si d'un conjunt de xiquets de bolquers arrepleguem dades sobre les variables
sexe, setmanes de gestacid, pes i talla, I'estudi conjunt d'aquestes dades pot confirmar-nos que aquestes
variables estan relacionades.

» Mostres bidimensionals

Una mostra bidimensional de grandaria n, de dues variables X 1Y, és un conjunt de n parells
ordenats de valors, (xi, yi1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn), on cada parell conté els valors observats
d’ambdues caracteristiques d'un mateix individu de la poblacid.

Exemple 1

|
Durant el periode de temps en que un professor explica als seus alumnes una determinada matéria, realitza 4
examens voluntaris i després, un examen final obligatori amb el qual avalua els coneixements. El professor vol
comprovar si la realitzacio dels examens parcials suposa una bona ajuda per a superar la matéria. Per a aixo, i dels
40 alumnes que disposa, contrasta el nombre d'examens parcials aprovats amb el resultat de I'examen final.
Anomenem.

x;: “nombre d'examens parcials aprovats per l'alumne i”, y;: “nombre d'examens finals aprovats per I'alumne i”.
Els possibles valors de x; s6n 0, 1,2,314,ielsdey;son 01 1.
Aixi, per exemple el parell (2, 1) vol dir que I'alumne va aprovar dos parcials i I'examen final.

Els seglients 40 parells de valors sén els resultats observats i constitueixen una mostra bidimensional de
grandaria 40 de les dues variables X i Y:

0,00 2,00 2,) (0,00 (0,00 2,1) 3, 1) 41 (0,00 (1,0)
1,00 2,H 1,00 (1,H) 2, 1) (0,0 (2,00 (1,00 3,1) 41
3,00 3, (0,0 31 (1,0 &4 1,1) 1,00 2,1) (1,0

0,00 41 31 41 00 &1 G,1) 1,00 O, 1) (2,0

» Freqiiéncies, taules de freqiiéncies i representacions grafiques

Considerem una mostra bidimensional de grandaria n de les variables X 1 Y. Siga x; un valor de
la variable X, 1 y; un valor de la variable Y.

o Representem per ny la fregiiéncia absoluta del parell (x;, y;j), nombre de vegades que
apareix aquest parell en la mostra (si aquest parell no és de la mostra, aleshores n;; = 0).

e Representem per n ;. la fregiiéncia absoluta del valor x; de la variable X, 1 per n j la
freqiiéncia absoluta del valor y; de la variable Y.

o Representem per fj, fi. 1 fj les firegiiéncies relatives del parell (x;, yj), de I’element x; 1 de
I’element y;, respectivament:
n .

_ Njj L _n
fij= — fi.=— fi=—




Exemple 2
I

La segiient taula de doble entrada ¢és la taula de freqiiéncies conjunta de la mostra bidimensional de I'exemple 1 i
conté les freqiiéncies absolutes de tots els parells de valors de les variables X i Y. Aquestes freqiiéncies
corresponen a les cel-les centrals blanques. La suma d'aquestes freqiiéncies absolutes és igual a 40, que ¢és la
grandaria de la mostra. Per exemple, la freqiiéncia absoluta del parell (2, 1) és 5, i la del parell (4, 0) és 0.

Yi
X; 0 1 n;. X, n;.
\
0 9 1 10 0 10
1 7 2 9 1
Taula de freqiiéncies ) g
—_—
2 3 5 8 > marginal de X
3 16 | 7 3
4 6
4 0 6 6 J
Total 40
n; | 20 20 | 40
H_/
Taula de freqiiéncies . Yi 0 1 Total
marginal de Y n.; 20 20 40

Anomenem taules de freqiiéncies marginals a les taules que contenen, per separat, les freqiiéncies absolutes dels
valors de cada variable.

La taula de freqiiéncies marginal de X correspon a les columnes de color blau i les seues freqiiéncies s'obtenen de
la taula conjunta sumant les freqiiéncies conjuntes de cada fila.

La taula de freqliencies marginal de Y correspon a les columnes de color rosa i les seues frequencies s'obtenen de
la taula conjunta sumant les frequiéncies conjuntes de cada columna.

Els parells de valors d'una mostra bidimensional es representen en dos eixos cartesians i constitueixen el
diagrama de dispersio o, més vulgarment, nitvol de punts. Per a indicar que un punt té freqiiéncia major que 1 (es
repeteix) s'indica en el diagrama amb un cercle d'area proporcional a la freqiiéncia.

Una altra representacio és el diagrama de barres tridimensional en qué l'altura indica la freqgiiencia.

Representem les dues grafiques corresponents a la taula de freqiiéncies conjunta de I'exemple 2:
Diagrama de dispersio Diagrama de barres tridimensional

1 Calcula la taula de freqiiencies conjunta i les marginals de la segiient mostra bidimensional:

(1,3) 4,2) 3,3) 2,3) 3.9 (3,1) (3,2) 43) (3,2 3,3
3,3) 3.9 (G,5 2,2) 4,3 3,3 449 6,3 2.9 2,3



2.2 Dependeéncia funcional i dependéncia estadistica

Diem que en una mostra bidimensional (xi, y1), (X2, ¥2), ..., (X, Yn) de valors de dues variables
X 1Y hi ha dependéncia funcional si és possible trobar una funcié f: R — R que transforme

cada valor d'una de les variables de la mostra en un valor de l'altra variable:

y1=1(x1), y2 =1(x2), ooy yn = f(xn)

Es necessari que cada valor de la variable X no siga parella de més d'un valor de la variable Y,
perqué en cas contrari la relacié mai podria ser funcional.

e  Si hi ha relacié de dependéncia funcional, al representar el diagrama de dispersio de la mostra damunt
de la grafica de la funcio f tots els parells de valors de la mostra son punts de la grafica. Es el cas del
primer dels segiients diagrames.

y=1fx)

e En els tres diagrames diem que hi ha dependéncia estadistica, perd només en el primer d'ells hi ha
dependéncia funcional.

e En el segon diagrama, els parells de valors es distribueixen molt prop de la grafica de la funci6, amb la
qual cosa aquesta podria utilitzar-se per a aproximar els valors de la variable Y, representant a més el
nuvol de punts. Aleshores diriem que hem ajustat la corba d'equacié y = f(x) al nivol de punts que
representa graficament a la mostra.

e  També podriem fer-ho en el tercer diagrama, pero els valors es troben més dispersos i I'ajust no seria tan
precis.

L'equacio y = f(x) serveix com a equacid generadora dels valors de la mostra, encara que només en el
primer cas és rotundament cert. D'aquesta manera s’obté un model (la funcid) que explica el comportament
conjunt de les dues variables i que s'utilitza per a realitzar prediccions d'una d'elles en funcio de I'altra.

Moltes variables que no depenen funcionalment entre si poden ser relacionades per una funcié que es puga
utilitzar com a model explicatiu de les observacions, encara que es produiran errors més apreciables; és el cas de
variables com el pes i I'al¢ada, el consum i la renda, la temperatura i el consum d'aigua, etc.

La teoria de la regressio s'ocupa de buscar models de funcions que puguen representar la relacio
existent entre dues o més variables. Una part d'aquesta branca de 1'Estadistica és la teoria de la regressio
lineal, de la qual ens ocupem a continuacio, i el seu objectiu és prendre com a model de la relacio entre dues
variables una funcio lineal, 1a representacio de la qual és una recta.

2 Les segiients dades corresponen a l'esperanca de vida i la mortalitat infantil (%o) en paisos africans durant
I'any 1998 (Metges sense fronteres). Representa'ls graficament. Sera adequada una representacio lineal?

Pais Angola | Congo | Guinea | Kenya | Mocambic | Somalia | Togo Zaire
Esp. vida 46.8 51.3 48.2 55.5 46.4 47.2 55 45
Mort. infantil 124 93 117 69 148 122 85 93




» Ajust d'una recta a un nuvol de punts

Exemple 3
I

La segient taula conté les dades de I’IPC i del preu dels diners (en %) durant 8 mesos consecutius, i la seua
representacio grafica mostra que és apropiada una funci6 lineal (una recta) per a relacionar els aquestes variables.

x;: IPC 87 85 82 8 78 77 74 7
yi:Mibor (29 3 32 34 37 39 43 438

Elegim dues possibles rectes que ajusten les dades:

o La recta que passa pels punts (8.7,2.9)1(7.7, 3.9):
S(x) =—x +11.6

e La recta que passa pels punts (7.4, 4.3) 1 (7, 4.8):

T(x) = -1.25x + 13.55

Com decidim quina recta ofereix millor ajust?

Comparem els valors que cada funci6 lineal associa als IPC x; de la mostra amb els Mibor y; observats en la
mostra, i direm que la recta que millor s’ajusta sera aquella per a la qual la suma de totes les distancies d;
entre els valors ajustats f(x;) i els valors observats y; siga menor:

6 6 6 6
Dr=Yd;i = > [S(x)-Y]| Ds=>d; = > [T(x) -]
i=1 i=1 i=1 i=1
X; |87 85 82 8 78 77|74 7 X; |87 85 82 8 78 17 |74 7
S(xi)| 29 31 34 36 38 39| 42| 46 T(x;) (2675 2925 33 355 38 3925| 43 | 4.8
Yi |29 3 32 34 37 39|43 48 Yi [ 29 3 32 34 37 39 |43| 48
d; 0 01 02 02 01 O [o01]02 d; [0225 0075 01 015 01 0025| 0 0

Aquestes diferéncies positives, anomenades errors o desviacions, estan calculades en les anteriors taules:
PeraS(x) = —x +11.6 Ds=0+01+02+02+01+0+0.1+0.2=0.9
Per a T(x) = -11.25x + 13.55 D;y=0.225+0.075+0.1+0.15+0.1+0.025+0+ 0=0.675
Com que Dt < Dg, la funcio lineal T s’ajusta millor a la mostra que la funcié S.

No obstant aix0, aquest métode pot no resultar decisiu (realitza ’activitat 3). En el seu lloc s’utilitza la suma dels
quadrats de les desviacions. Es el criteri dels minims quadrats:

6 6 6 6
Dé = Zdiz = Z(S(Xi)_yi)z D% = Zdiz = Z(T(Xi)_yi)z
i=1 i=1 i=1 i=1
PeraS(x) = —x + 11.6 D2 =02+0.12+0.22+0.2%+ - - - +0.2°=0.150
Per a T(x) = —1.25x + 13.55 D2 =0.2257 +0.075% +0.1%+ - - - +0?=0.099

Com que D% < Dé (amb el criteri dels minims quadrats), la funcio lineal T ajusta millor que la S.

3 Considera la mostra {(1, 1), (2, 0), (2, 2), (4, 2), (4, 4), (5, 3)}. Comprova que la suma d’errors no decideix
quina de les rectes R(x) =x — 1 1 S(x) = 2 s’ajusta millor, pero si la suma dels quadrats dels errors.



2.3 Larecta de regressio de Y sobre X

En I’exemple anterior la funcio lineal T(x) s’ajustava millor al ndvol de punts que la funcié S(x), basant
la decisio en el criteri d’elegir la funcié per a la qual és menor la suma dels quadrats dels errors o
desviacions, comeses al substituir els valors de la variable Y, y;, pels de f(X), f(x;).

Volem ara elegir la funcio lineal que minimitza la suma d’aquests quadrats.

Donada una mostra bidimensional (x;, y;), (X2, y2), ..., (Xn, ¥n), anomenem recta de regressio de
Y sobre X alarecta y=1f(x) =ax+b en la qual es minima la suma:

- X7 = 3 ().’

i=1

Per a obtenir aquesta recta introduim el segiient concepte.

» Covariancia d’una mostra

Anomenem covariancia de la mostra bidimensional (x,, y,), (X2, ¥2), ..., (Xn, ¥n), representada per

S,y al parametre estadistic conjunt d’ambdues variables donat per I’expressio:
1 n
== 2 (6 =X)(y; -Y)
i=1

En la practica s’utilitza una altra expressio per al calcul de la covariancia:

La covariancia de la mostra (xi, y1), (X2, ¥2), ..., (Xn, Yn) Ve donada per:

n
o T 2KV XY

|

Aquesta Ultima expressio s’obté de ’anterior desenrotllant els productes:
n n n n n
DX =X) i —Y) = D (XY — XY — VX + XY) = zxiyi _Xzyi - szi +nXy =
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

n n
=Y Xy; —nXy —nX ¥ +nX ¥ =Y X;y; —nXy

i=1 i=1

Exemple 4
Calculem la covariancia de la mostra {(1, 1), (2, 0), (2, 2), (4,2), (4,4), (5,3)}on X =3i y =
La covariancia sera: S,y = %il X =X)(y; -Y) =
_ (1-3)(1-2)+(2-3)(0-2)+(2-3)(2-2)+(4-3)(2-2) +(4-3)(4-2)+(5-3)(3-2) _ 4
6 3
O bé, per la forma prictica: Sy, = %ﬁ; X; y; ~Xy = 1'1+2'0+2'224'2+4'4+5 3 30— %—6 %




» Teorema: Equacio de la recta de regressio de Y sobre X

Si (x4, V1), (X2, ¥2), ---» (Xn, Yn) €s una mostra bidimensional, I’equaci6 de la recta de regressio de
Y sobre X ve donada per:
S
R:y-y =—

> (= %)

Es important ressaltar, a la vista de I’equaci6 anterior, que:

o Larecta de regressio sempre passa pel punt P(X, ¥ ) de les mitjanes de les dues variables.

S
o El pendent de la recta de regressi6 de Y sobre X és m = S_x2y .
X
Exemple 5
|

Amb la féormula anterior, obtenim la recta de regressié minim-quadratica per a la mostra de I’exemple 3:
{(8.7,2.9), (8.5,3), (8.2,3.2), (8,3.4), (7.8,3.7), (1.7,3.9), (7.4,4.3), (7,4.8)}

Per a fer aixo cal calcular les mitjanes i la covariancia de les dues variables i la variancia de la primera variable.

_ 8.7+85+82+8+7.8+7.7+7.4+7 633 2.9+3+3.2+34+3.7+39+4.3+48  29.2

* 8 8 y= 8 8
Cos 126: v gy _ B729+853+8230+.4748 633 202 2052
y T gL XiYi Ty 8 8 8 64

_ 8774852 +8.22+82+ .82+ 777+ 742+ 7% (63.3)2 _ 1767
8 8 64

L’equaci6 de la recta de regressio és:

_ Sy 29.2 _ -20.52/64 [X_Gs.sj _ -2052 22686

X
1767 1767

R:y-Y¥y x-X) © Ry- = 3 Ty

s2 8 17.67/64

Comprovem que el valor de la suma dels errors o desviacions al quadrat és menor que qualssevol dels obtinguts en
I’exemple 5, ja que la recta de regressio té aquesta propietat:

Xj 8.7 8.5 8.2 8 7.8 7.7 7.4 7

R(X;) | 4833.6/1767 5244/1767 5859.6/1767 6270/1767 6680.4/1767 6685.6/1767 | 7501.2/1767 | 8322/1767

Yi 2.9 3 3.2 3.4 3.7 3.9 43 4.8

d; |-290.7/1767 -57/1767 205.2/1767 262.2/1767 142.5/1767  -5.7/1767 | -96.9/1767 |-159.6/1767

_290.7% +57% + --- +159.6°

. =0.08129
1767

6 6
sz = Zdiz = ZlR(Xi)_yi |2
i-1 i=1

4  La covariancia és positiva quan valors majors d’una variable es corresponen “generalment” amb valors
majors de 1’altra variable, com en I’exemple 4. Representa i comprova que la covariancia de la segiient mostra

és negativa: (17 3)’ (17 0)7 (2’ 2’): (39 4)7 (3’ 0); (4’ 2); (47 _1)’ (57 _1)’ (67 _3) y (69 0)
5  Representa graficament la mostra bidimensional segiient i calcula la covariancia i la recta de regressio:

(1,2) (2,3) (3,3) (4,5) (5,6) (6,7) (7.9) (8,9)



Exemple 6
I

Una persona llanga 4 vegades una moneda. Repeteix aquest experiment 10 vegades i obté els segiients resultats:

CKCC CCKK KKKK KCCK KKCK KCCC CKKC KCKC CCCC KCKK
Definim les seguents variables:

X: “nombre de cares en els 2 primers llancaments”, Y: “nombre de cares en els 4 llancaments”.

Cada resultat de l'experiment es correspon amb un valor per a cada variable. Aixi obtenim la segiient mostra
bidimensional de grandaria n = 10:

1,3 2,2) 0,00 (1,2) (O, 1) (1,3 (1,2) (1,2) 2,49 (1,1

Aquestes dades es resumeixen en la segiient taula de freqiiéncies conjunta que conté també la taula de freqiiéncies
de la variable X i la taula de freqiiéncies de la variable Y.

Yi

= 0 1 2 3 4 n;. 4 :
0 1 1 0 0 0 2 3b---@----
1 0 1 3 2 0 6 > ____¢___.

2 0 0 1 0 1 2 |
1q---¢----

n.; 1 2 4 2 1 10 |
1 2

., , — Sxy —
La recta de regressio de Y sobre X ésR:y— y = 52 x— X).
X

.. s .. — . — . 2 . .
Utilitzant les freqiiéncies corresponents, calculem les mitjanes X i Y, la variancia S i la covariancia Sy

10 & 10 10
-_1 25: . :O-1+1-2+2-4+3-2+4-1:§:2
T AR 10 10

3 2, 2, 2,
ST T 02+ 6+2°2
10 & 10
1 _ _ 001+011+111+1-2:3+1-3-:2+2:21+2:41
Sy = =D Xk Yk Nk —X - ¥ = o -1-2=05

L'equacio de la recta de regressio de Y sobre X és:

R: y-2= %(x—l) < R: y=1.25x+0.75

6  Calcula els valors de la mostra bidimensional per a les variables X i Y de I'exemple 6 que corresponen als 16
diferents resultats que es poden donar al llangar 4 vegades una moneda, que tens a continuacio, i obtén la taula
de freqiiéncies conjunta, el diagrama de dispersio, la covariancia i la recta de regressio:

KKKK CKKK KCKK KKCK KKKC CCKK CKCK CKKC KCCK KCKC KKCC KCCC CKCC CCKC CCCK cccc

7 Mostrem els resultats d'una enquesta a 10 families, el ler element del parell és la renda mensual i el 2n el cost
del consum eléctric del mes de gener. Calcula la covariancia i la recta de regressio del cost del consum
electric sobre la renda mensual: (1500, 100), (1600, 110), (1700, 120), (1800, 100), (1900, 100), (2000, 120),
(2100, 150), (2200, 175), (2300, 150) i (2400, 140).



» Prediccions sobre la variable dependent

La recta de regressié de Y sobre X s'utilitza per a predir valors de la variable dependent Y donat
un valor de la variable independent X.

Exemple 7
—

Un estudi realitzat sobre 50 estudiants del sexe femeni de 15 anys d'edat ens proporciona la segiient mostra

bidimensional corresponent a la seua talla en cm i pes en kg, representades per les variables X 1 Y:
(168, 56) (165, 50) (159, 65) (165, 62) (161, 54)
(160, 46) (152, 44) (160, 58) (165, 72) (173, 73)
(156, 44) (163, 58) (165, 47) (164, 68) (168, 70)
(167, 49) (169, 60) (169, 53) (174, 55) (165, 55)
(164, 48) (163, 54) (164, 46) (163, 60) (163, 49)
(162, 55) (160, 55) (173, 83) (171, 65) (160, 54)
(170, 53) (167,63) (175, 62) (156, 46) (163, 65)
(165, 49) (172,59) (163, 53) (170, 60) (180, 64)
(174, 65) (173, 63) (151, 46) (176, 65) (160, 66)
(165, 50) (165, 67) (172, 58) (162, 65) (166, 62)

Practicament cap parella es repeteix, la qual cosa demostra I'heterogeneitat d'aquestes mesures, preses en cm i kg.
No té sentit plantejar una taula de freqliéncies conjunta perd si que cal representar el diagrama de dispersi6.

S
La recta de regressio de Y sobre X ésR:y— Yy = % (x—X).
X
4 27 4 2
x=1 xi=g=165.52 )7=lZy,=£=5778
n i3 50 n i3 50
0 1371622
s2=Lyyeoxz - 2022 (1655012 — 3557
nig 50 S, 2575
—> - = ﬁ ~ (.7240
479475 Sx :

—165.52 - 57.78 = 25.75

13 o=
Sxy:HZ;,XiYi_Xy: 50
i=

Per tant la recta de regressio és:
R:y-57.78=0.7240 (x — 165.52) < y=R(x)=0.7240x — 62.06

e Sien I’exemple anterior volem predir el pes que correspondria a una xica que mesurara 200 cm, li associem el
valor R(200) o valor de y que correspon a x = 200:

R(200) = 0.7240 - 200 - 62.06 ~ 82.74 kg

8 En I'exemple 7, calcula el valor del pes que correspon a una xica de 175 cm d'alcada, utilitzant la recta de
regressio alli obtinguda.

9  Per a la mostra bidimensional de I'activitat 7, calcula el cost eléctric que correspon a una renda mensual de
1200 euros a partir de la recta de regressio calculada en eixe exercici.



2.4 La recta de regressio de X sobre Y

La recta de regressio de Y sobre X és utilitzada per a realitzar prediccions de la variable Y, com hem
vist en ’exemple 7. En eixe exemple la recta és:

R: y=0.7240x — 62.06

La predicci6 del pes y que correspon a una xica amb una algada x = 200 cm s'obté al substituir el valor
x =200 en l'anterior equacio:

y =0.7240 - 200 — 62.06 ~ 82.74 kg.

Pero, i si volem predir I'alcada x que correspon a una xica amb pes y = 75 kg? No es tracta de substituir
el valor y = 75 en I'equacio de la recta R i aillar x, sind intercanviar els papers de X i de Y; calcular una nova
recta de regressio, larecta s: x =ay + b, per a la qual siga minima la suma de les diferéncies quadratiques:

D2 =d? =Y (gly;)-x ). amb g(y)=ay +b
i=1

i=1

Aguesta recta s'anomena recta de regressié de X sobre Y, i la seua equacid difereix de l'anterior recta
només en l'intercanvi de papers de les dues variables:

Considerem (x,, v1), (X2, ¥2), ---» (Xn, Yn) Una mostra bidimensional de dues variables X 1 Y. La
recta de regressio de X sobre Y, utilitzada per a predir la variable X, és

— Sxy —
S: X—X=S—2(y—)’)

y

A continuaci6 expressem les caracteristiques geometriques de les dues rectes de regressio.

> Propietats de les rectes de regressio

Considerem (x,, ¥1), (X2, ¥2), ---» (Xn, ¥n) Una mostra bidimensional de dues variables X 1Y.

Per a predir la variable Y utilitzem la recta de regressié de Y sobre X, i per a predir la variable X
utilitzem la recta de regressio de X sobre Y:

__S - __S -
R:y-y=—"(x-X) S: x—X=—=X(y-Y)
Sx Sy
Tenim les seglients propietats:
P1 Les dues rectes de regressio es tallen sempre en el punt P(X, Y ).
S
P2 El pendent de la recta de regressio de Y sobre X és My = szy .
X

2

P3 El pendent de la recta de regressié de X sobre Y és mg = — (sobre el sistema cartesia

Xy

OXY habitual).
P4 Els pendents de les dues rectes de regressio i la covariancia tenen el mateix signe.

P5 Si la covariancia és 0, aleshores la recta R és horitzontal i la recta S és vertical.




Exemple 8
|

En l'exemple 7 hem obtingut la recta de regressid de Y sobre X, per a una mostra bidimensional de valors
corresponents a les altures i pesos de 50 xiques d'una mateixa edat.

S
R:y—7=§(x—i) < R: y=0.7240x - 62.06

X

Obtenim ara la recta de regressi6 de X sobre Y:

S
S:x-%x ==L (y-¥)
SZ
y
Calculem la variancia de Y:
n
s; _1 Syl-y? = 170517 —(57.78)2 =71.81

ni 50

i amb els valors de les mitjanes i la covariancia ja calculats en I’exemple 7 obtenim la nova recta:
S: x—165.52=0.3586 (y—57.78) < S: x=10.3586y + 144.80
Si volem predir l'altura que correspondria a una xica que pesara y = 75 kg, aleshores:
=0.3586 - 75 + 144.80 ~

A continuacio6 tenim representades, sobre els mateixos eixos cartesians OXY habituals, la recta R de regressio de
Y sobre X ilarecta S de regressio de X sobre Y.

90 : :
N - s -
v ° T
80 4 /O
H A
" e : ® Pt
rd
o oo ® /
65 Py ofoe
60 P .
y——-——-——l—‘-—— .
55 6% d
i
50 .
./l/l .:'/ 1
45
A0 0 .
s L :
140 150 160 x 170 180 190

Obtenim el valor dels pendents d'ambdues rectes. Per a aixo, hem d'aillar y en les equacions.

e R:y=0.7240x-62.06 — mg =0.7240

1 144.80
X+

0.3586 0.3586

e S:x=03586y+144.80 — 0.3586y=x—144.80 — y=

Aleshores: mg = =2.7886

0.3586

10 Les notes que 10 alumnes van obtenir en dos examens A i B estan expressades en la segiient taula:

Nota 1 4 7 3 5 5 3 4 3 3 3
Nota 2 6 5 4 6 7 4 6 4 3 5

(A) Obtén les equacions de les dues rectes de regressio, representa graficament el diagrama de dispersio i les
dues rectes, i comprova que es tallen en el punt de les mitjanes de les dues variables.

(B) Calcula el pendent de les dues rectes i comprova que el seu signe és el mateix que el de la covariancia.

(C) Quina és la predicci6 de la nota per al segon examen d'un alumne amb un 2 en el primer?

(D) Quina és la prediccié de la nota per al primer examen d'un alumne amb un 2 en el segon?



2.5 Coeficients de correlacio lineal i determinacio

La recta de regressio de Y sobre X ¢és la recta que millor s'ajusta als valors d'una mostra bidimensional
segons el criteri dels minims quadrats, ja que de totes les rectes del pla és la que fa minima I'expressio

D? = i (f(Xi)—yi)2 , sent f(x) =ax +b.
i=1

El valor mitja de l'anterior expressio, calculada per a la funci6 lineal que correspon a la recta de
regressio de Y sobre X, és una mesura de la qualitat de I'ajust i s'anomena variancia residual de Y

Vr= (ROX) —y; )

3|I—‘
M:

Il
U

o Sxy —
sent Rx)=VY + 2 x-X).
X

De la mateixa forma, la variancia residual de X proporciona el mateix tipus de mesura per a la recta de

regressio de X sobre Y:
n

> (S6)-x)°

i=1

V.=

3|I—‘

sent S(y) = X + Szy (y-Y).
y

Perd tenim el mateix tipus de problemes que amb la mitjana o la variancia: no podem comparar
directament variancies residuals, perqué a majors valors mostrals, majors variancies residuals. Cal obtenir
una mesura que represente la qualitat de 'ajust sense dependre de les magnituds dels valors. Un primer pas
per a aix0 és considerar el quocient entre les variancies residuals i les respectives variancies:

Ve o Vs
= '
Sy S
Efectuant les operacions necessaries en les expressions de les variancies residuals es pot demostrar que
aquests dos quocients verifiquen:

2
ﬁ:ﬁ:l_ =
SO Sz-s?

Aquests dos quocients de variancies son no negatius i menors o iguals que 1, per la qual cosa poden ser
utilitzats per a comparar els ajusts de distintes mostres i, a més, valen el mateix, per la qual cosa
proporcionen un valor Unic per a la mostra bidimensional.

L'altim terme de I'anterior expressio, més concretament la seua arrel quadrada, és I'utilitzat per a aixo
per la seua comoditat de calcul i rep el nom de coeficient de correlacio lineal:

Donada una mostra bidimensional (X1, Y1), (X2, Y¥2), ..., (Xn, Yn), anomenem coeficient de
correlacio lineal, representat per p, al quocient entre la covariancia i el producte de les
desviacions tipiques de les dues variables:

Syy

PSS,

2
Xy

2 2
s2.s?

El quadrat del coeficient de correlacié s’anomena coeficient de determinacié: D = p* =




» Propietats del coeficient de correlacio

P1 El coeficient de correlaci6 lineal p esta comprés entre —1 1 1, i el seu signe coincideix amb
els dels pendents de les rectes de regressio i el de la covariancia:

-1<p<1

P2 El valor de p mesura la representativitat de R 1 S. El significat dels casos extrems és:
e Sip=1o0p=-1, larepresentacio lineal és perfecta i tant R com S sén iguals. Diem
que les variables X i Y depenen linealment.
o Sip =0, larepresentacid lineal és totalment inapropiada. La recta R és horitzontal i la
recta S és vertical.

P1 Segons la definicio de coeficient de correlaci, I'expressio de la pagina anterior és:

\Y Vs
_;{:—2_1_‘)
Sy S5
ComqueVg20iS 20 —» 1-p°>0 — p’<l — -1<p<l1
2
_ S>(y . Iy _Sxy . _ Yy . .
Com que p = i els pendents de les rectes de regressio son mg —S—zlmS —S—,el signedep i
x Yy X Xy

dels pendents és el mateix que el de Sy, ja que les variancies son positives.

: — 2 _ VR — V
P2 Si p=tl - p?’=1 - Pl 82 =1-p°=0 - Vg=Vs=0
Com que VR i Vs s6n una suma de quadrats, si valen 0 és perqué tots els sumands sén iguals a 0:
1 n
Ve=Vs=0 — —Z RXG)-Yi)™ = =2 (Si)-x;) 2 =0

Nz niz

Aleshores R(x;) =vy; i S(y;) =xjperatoti=1,2,..,n

Els valors x; i y; depenen linealment a través de les rectes de regressio, que son la mateixa recta.

e Si p=0 — S, =0, aleshores larecta R ¢és horitzontal i la recta S ¢és vertical, d’equacions:

R: x-X =0 S:y-y =0
0<p<l1
(]
S
o, (]
_ ..o o) 'oor
Y x6° o
/.o oo.
X
p=0 p=1
S
.o‘:o
::: :.o. r
° o o0 —
R y r=s
o.'O. P
X X




Exemple 9
I

Calculem els coeficients de correlacio de les mostres dels exemples 3 i 7.
e EnI’exemple 3, la mostra de grandaria 6 és:

{(0,0), (8,1), (40, 5), (50, 6), (60, 7), (80, 9)}
2 _ 2 _ ; - .
Comque Sj =787.11, S =10.221i Syy = 89.55:

Sxy 89.55

= = 0.9984
S-Sy /78711 - J10.22

p:

El valor tan proxim a 1 del coeficient de correlacid lineal p = 0.9984 demostra, sense necessitat de veure la
grafica de la mostra, que l'ajust lineal és quasi perfecte, i el signe positiu, que les rectes de regressio sén
creixents (a majors valors d'una variable corresponen majors valors de l'altra). Les rectes de regressio
ajustaran molt bé les dades i les prediccions seran fiables.

e Enl’exemple 7 la mostra, de grandaria 50, és:
(168, 56) (165, 50) (159, 65) (165, 62) (161, 54) (160, 46) (152, 44) (160, 58) (165, 72) (173, 73)
(156, 44) (163, 58) (165,47) (164, 68) (168,70) (167,49) (169, 60) (169, 53) (174, 55) (165, 55)
(164, 48) (163, 54) (164, 46) (163, 60) (163,49) (162, 55) (160, 55) (173, 83) (171, 65) (160, 54)
(170, 53) (167, 63) (175, 62) (156, 46) (163, 65) (165, 49) (172,59) (163, 53) (170, 60) (180, 64)
(174, 65) (173, 63) (151, 46) (176, 65) (160, 66) (165, 50) (165, 67) (172, 58) (162, 65) (166, 62)

2 .
Com que Sy =35.57, Sf, =71.931 S,, =25.7544:

Sxy _ 257544
Sy+Sy /38557 - 471.93

p= = 0.5092

El valor allunyat d'1 del coeficient de correlacié p = 0.5192 vol dir que I'ajust lineal és pobre, en comparacio
amb el cas anterior. En aquest cas les rectes de regressié no proporcionen valors fiables en les prediccions.

A continuacid tenim els diagrames de dispersié de les dues mostres, que corroboren allé que s'ha obtingut amb el
coeficient de correlacié.

Exemple 3 Exemple 7
10 T 90
! /
9 85
H / e
[:] EEREE T “feeeent 80 f----4---- jo-ee- t
, R £0.9985 ' ) | R=05092 | )
> i //
6 70 @ 7
s|- 651-- P, e
- - oee) L
O // ° cg”, 8
3 55 @
/ 8 o
r / A 50 ). °
]
1} 45 |- = e .0 &
/' : ) // )
10 20 30 40 50 60 70 80 90 140 150 160 170 180 190

11. Estudiem amb les segiients mostres els resultats més extrems per al coeficient de correlacio:

(A) Representa la mostra (1,2), (1,3), (2,1), (2,4), (3,1), (3,4), (4,2) i (4,3), comprova que p = 0, i que les
rectes de regressio son una horitzontal i I’altra vertical.

(B) Representa la mostra (0, 1), (1, 3), (2, 5), (3, 7) i (4, 9), de punts de la recta y = 2x +1, comprova que
p =1, i que les rectes de regressio son iguals a I’anterior recta.



> Propietats

Suposem que My 1 mg son els pendents de les rectes de regressid R 1 S de dues variables X 1
Y. Obtenim las segiients propietats:

p3 Mk _p’=D Si mg>0 mg>0 — my<mg
s Si my;<0, mg<0 — mg>mg
s; S
P3 Comque my = Zy, S =—y1p= -l , aleshores:
X Xy Sy - Sy
mg o 1 Syy Sxy sf(y .
—R=mp - — =2 2= =
Mg mg S; Sy 5)2(.55
m m
P4 Comquep’<l —» —=p’<1 > —R<i
ms ms

e Si mg>0img>0 — mg
e Si mg<0img <0 — mg

vV IA
3 3
w w

Exemple 10

]
Les rectes d'equacions 2x —y + 3 =01 x —y = 2 s0n les rectes de regressio de dues variables X i Y. Calculem el
coeficient de correlacié.

Obtenim els pendents d'ambdues rectes, expressant-les préviament en les seues equacions explicites:
2x-y+3=0 & y=2x+3 X-y=2 & y=x-2

Els pendents de les dues rectes son m =2 im’ = 1.

m
Com per la propietat P4: p> = m_R , i per la propietat P1 p* < 1, aleshores necessariament:
s

mg=11mg=2 —> p= -

p:i
V2

N . . 2 o . \ 2
perqué, en cas contrari, seria p° = — =2 la qual cosa ¢és impossible, perqué ha de ser p~ < 1. Aleshores:

N

R: y=x-2 1 S: y=2x+3

12 Amb les dades de 'activitat 2, respon a les segiients preguntes:
(A) Quina mortalitat infantil correspon a un pais amb una esperan¢a de vida de 40 anys? I de 80 anys?
(B) Quina esperanga de vida correspon a un pais amb una mortalitat infantil del 5%? I del 1%?

13 Es possible que las segiients rectes siguen de regressio de dues variables? R: x + 2y =1iS: x —y =2.

14 Una empresa té 4 categories d'empleats, A, B, C i D. T¢ una factoria a Espanya i una altra a Egipte. Els sous
dels seus empleats, per mes i categoria, difereixen en ambdos paisos, i vénen donats en la segiient taula:

A B C D
Espanya X 1200 1600 2000 2400
Egipte Y 260 380 500 800

L'empresa pensa crear la categoria d'empleat E, amb una remuneraci6 de 1000 € a Egipte, i utilitza la
regressio lineal per a calcular la remuneracié que correspondria a la mateixa categoria a Espanya. Quina
quantitat percebran aci? Es adequat utilitzar aquest metode per a realitzar el calcul? Explica la situacio.



Problemes del capitol 2

En un pais els tipus d’interés i l'index de la borsa en els ultims 6 trimestres han sigut els segiients:

8% 7.5% 7% 6.5% 6% 5.5%
1200 | 1310 | 1400 | 1550 | 1750 | 1800

(A) Estima I'index de la borsa per al proxim trimestre, si el tipus d'interés és del 5%. | si fora del 4%?
(B) Estima el tipus d'interés quan I'index de la borsa siga de 2500 punts.
(C) Calcula el coeficient de correlacid lineal.

Un rail d'una via de tren mesura 100 metres, perd la temperatura afecta a la seua longitud. La segient taula ens
doéna els allargaments, en mm, obtinguts a diferents temperatures, en graus

0 8 15 25 40 50 60 80
0 1 2 3 5 6 7 9

(A) Calcula el coeficient de correlaci6 d'aquesta mostra bidimensional.
(B) Troba la recta de regressié de Y sobre X, i estima I'allargament que correspon a una temperatura de 45°.
(C) Troba la recta de regressio de X sobre Y, i estima la temperatura que correspon a un allargament de 10 mm.

Hem pres dades sobre el nombre de cigarrets consumits diariament i la mortalitat. Aquestes dades sén:

3 4 6 15 20 | 40 | 45
02 103]03|05]|07 ]| 14|15

(A) Quina és la prediccié de mortalitat per a un consumidor de 60 cigarrets diaris?
(B) Quina és la prediccid de consum diari per a un index de mortalitat d'1?
(C) Quina és la qualitat de les prediccions realitzades?

La seglient taula mostra l'evolucié del nombre de trasplantaments de fetge en el periode 1990/1995:

1990 | 1991 1992 | 1993 | 1994 | 1995
5040 | 5326 | 6042 | 6649 | 7616 | 7900

(A) Amb aquestes dades, i suposant adequada una representacié lineal, estima el nombre de transplantaments per
a l'any 2005.
(B) Quina és la bondat de la representaci6 lineal?

Les rectes de regressio per a dues variables X 1Y s6n 2x +y =50 x + 2y = 55,
(A) Calcula les mitjanes de les dues variables.

(B) Quina és la recta de regressié de Y sobre X?

(C) Quin és el valor del coeficient de correlacié?

Repeteix les preguntes del problema anterior per a les rectes 3x — 5y = 1 i 5x — 6y = 4.

Les qualificacions dels alumnes d'una classe en Matematiques i les respectives de Selectivitat vénen donades en la
seglient taula. Estudia si la correlacio és adequada.

6 6 6 8 6 7 7 9 6 8 8 5
57143 |62 |67 |73 ]| 82 6 7 6.7 | 93 | 5.2 8

Les precipitacions, en litres/m? registrades en la ciutat de Banyeres durant els mesos d'abril en el periode
1979/1990 es donen a continuacié en la seglent taula, junt amb les precipitacions per al mateix periode en la
ciutat d'Ontinyent, a 35 km de distancia:

1979 | 1980 | 1981 | 1982 | 1983 | 1984 | 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990

30 110 | 102 82 27 26 16 34 18 60 31 99

24 107 | 169 63 8 24 17 29 8 39 40 81




10

11

12

13

(A) Calcula el coeficient de correlacid entre les precipitacions de les dues ciutats. Quin significat té el seu signe?
(B) Estima la pluja que s'arreplegara a Ontinyent quan a Banyeres s'arrepleguen 150 I/m?.
(C) Estima la pluja que s'arreplegara a Banyeres quan a Ontinyent s'arrepleguen 80 I/m?.

Calcula el coeficient de correlacié de la seglient mostra bidimensional:
(1,15 (3,18) (5,20) (8,22) (10,20)

(A) Sia les dades de la primera variable els sumem 10 unitats, i a les de la segona variable els restem 5 unitats,
calcula el coeficient de correlacié de la nova mostra. Que dedueixes del resultat?

(B) Si les dades de la primera variable les multipliquem per 100 i les de la segona variable les dividim per 10,
calcula el coeficient de correlacié de la nova mostra. Qué dedueixes del resultat?

(C) A lavista dels resultats anteriors, calcula de la forma més comoda possible el coeficient de correlacié de la
mostra bidimensional:

(2001, 0.05)  (2002,0.07)  (2003,0.06) (2004,0.09) (2005, 0.1)
Calcula el coeficient de correlacio entre els anys i les precipitacions de la ciutat de Banyeres, que tenim en la taula
de l'exercici 8. Es aconsellable restar 1979 a tots els anys, per a treballar amb nombres més petits. El coeficient de
correlacio sera el mateix. Quina opinio et mereix el resultat?

Les qualificacions obtingudes per 5 alumnes en Matematiques i Estadistica son:

Matematiques 5 3 6 7 9
Estadistica 7 5 8 9 1

(A) Calcula el coeficient de correlacié entre les qualificacions de Matematiques i Estadistica dels primers 4
alumnes. Queé dedueixes del resultat?

(B) Calcula el coeficient de correlacié per a les notes dels 5 alumnes. Justifica la diferéncia entre el valor
obtingut i el de I'apartat anterior.

En Borsa s'estudia si determinats valors son representats adequadament per alguns indexs. En la segiient taula vam
relacionar els valors de I'|BEX 35 i els de Telefonica en el mes de maig del 2003.

Telefénica 9.72 9.79 10.02 9.65 9.45 9.55 9.55 9.51 9.43 9.40
IBEX35 | 6456.4 | 6491.3 | 6568.7 | 6429.0 | 6300.5 | 6387.8 | 6395.0 | 6376.0 | 6363.4 | 6413.8
Telefénica 9.58 9.26 9.27 9.00 9.24 9.29 9.24 9.37 9.52 9.60
IBEX 35 | 64815 | 6279.6 | 6298.1 | 6198.9 | 6317.9 | 6346.2 | 6338.2 | 6363.6 | 6472.9 | 6483.0

(A) Estudia el coeficient de correlacié entre les dues séries i estableix si les variables tenen cert grau de
dependéncia.

(B) En qualsevol cas, si el 25 juny del 2003 Telefonica va assolir el valor 10.28, quina seria la prediccid de
I'IBEX 35? (El vertader valor d'aquell dia va ser 6941.3).

(C) Sil'IBEX 35 va assolir el 26 de juny el valor 6944.6, quina seria la prediccié per a Telefonica? (El vertader
valor va ser 10.27).

A continuacié tenim 1’evolucidé del preu del barril de petroli, en dolars per barril, i del preu del gasoil
d’automocid, en céntims d’euro per litre, durant els Gltims 25 anys, de 1990 a 2014.

1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002

Preu barril | 19.68 | 22.81 | 17.52 | 17.24 [ 14.17 | 16.88 | 17.79 | 23.29 [ 15.07 | 11.32 | 25.21 | 25.95 | 19.15

Preu gasoil | 36.87 | 41.75 | 44.34 | 48.97 | 49.03 | 49.46 | 54.28 | 56.5 | 53.55 | 57.27 70.3 70.06 | 69.5

2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011 [ 2012 | 2013 | 2014

Precio barril | 30.77 | 31.40 | 42.89 | 62.36 | 53.40 | 90.82 | 43.91 | 77.12 | 92.66 | 106.89 | 105.04 | 102.25

Precio gasoil | 70.4 | 75.9 90 95.7 97 [114.1) 91.2 [ 107.5] 126.7 | 136.54 | 135.88 | 130.31

(A) Calcula la mitjana i la desviacio tipica del preus del barril.

(B) Calcula la mitjana i la desviacio tipica del preus del gasoil.

(C) Calcula el coeficient de correlacio.

(D) Obtén I’equacio de la recta de regressio necessaria per a estimar el preu del gasoil si el del barril de petroli
fora el proxim any de 150, 125, 100, 75 i 50 dolars, respectivament.
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11. (A) 3 (B)

S} I

~ = OO
3j-0-+-o-R
i
1----0|06----4

T AR,

1 2 3 4 5

R:y=25; S:x=25p=0

12. p=-0.735. (A) 150.53 %o; no té sentit: —37.5 %o, aquesta recta no és apropiada per a prediccions allunyades de
les mitjanes. (B) 55.93 i 60.54 anys. 13. No, tenen pendents de diferent signe. 14. 2912 €, si perqué el coeficient
de correlacio esta prop de 1 (p = 0.9694).

Solucions dels problemes del capitol 2

1. (A)1948.67 i 2204.1. (B) 2.91%. (C)-0.99. 2. (A)0.998. (B) R:y =0.1132x + 0.1898; 5.28 mm.
(C) S: x = 8.8019y — 1.5577; 86.46°. 3. (A) 1.975. (B) 28.57 cigarrets. (C) 0.996. 4. (A) 14206. (B) 0.989.

5. (A) X =15, § =20. (B)x+2y=55. (C)-05. 6. (A) X =2,y =1. (B)3x-5y=1. (C)p= %

7. p=0.134, no és adequada. 8. (A) 0.879, quant més plou en una més ho fa en I’altra. (B) 165 I/m?,

(C) 72.1/m?. 9. 0.829. (A) El mateix, sumar constants a tots els termes no afecta a la correlacié. (B) EI mateix,
multiplicar cada terme per la mateixa constant no afecta a la correlacié. (C) (1,5), (2,7), (3,6), (4,9), (5,10),

p =0.915. 10. —0.196, no hi ha relacié entre la pluja i I’any en que es mesura; el signe negatiu indica que al
augmentar els anys, disminueixen les plujes. 11. (A) p = 1, existeix dependéncia funcional (lineal). (B) —0.35, poca
correlacié lineal, perqué la nova parella afegida trenca totalment amb la tendéncia de les altres. 12. (A) 0.909, hi ha
molta correlaci6. (B) 6670.85. (C) 10.79. 13. (A) X =43.42, Sx =32.18. (B) y =78.92, Sy = 30.961.

(C) p=10.923. (D) r:y —78.92 = 0.888(x — 43.42); els preus per litre del gasoil serien, respectivament: 173.56 €,

151.36 €, 129.16 €, 106.96 €1 84.76 €.






